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GEOMETRIE 

ANALYTIQUE 


La  Géométrie  analytique  a pour  but  l’élude  des  figures  par 
les  procédés  du  calcul  ou  de  l’analyse  algébrique. 

C’est  à Descartes  que  l’on  doit  la  représentation  des  flgures 
par  des  symboles  algébriques;  il  en  résulte,  comme  nous  le 
verrons,  une  méthode  générale  pour  la  résolution  des  ques- 
tions de  géométrie. 

Nous  nous  occuperons  d’abord  des  figures  planes  ou  à deux 
dimensions,  et  ensuite  des  flgures  dans  l’espace  ou  à trois 
dimensions. 


GÉOMÉTRIE  PLANE 


LIVRE  I. 

PRÉiiimiiirAinES. 


CHAPITRE  I. 

Dea  coordonnéea. 


On  détermine  la  position  d’un  point  dans  un  plan  au  moyen 
de  deux  quantités  que  l’on  nomme  les  coordonnées  du  point. 

Il  y a une  infinité  de  systèmes  de  coordonnées.  Nous  indi- 
•luerons  seulement  les  systèmes  les  plus  simples  et  les  plus 
fréquemment  employés. 

BR.  1 
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LIVRE  I,  CHAPITRE  1. 


Fig.  1. 


COORDONNEES  RECTILIGNES. 

4— Soient  deux  droites  ou  axes  fixes  X'X  et  Y' Y tracées  dans 
le  plan  (fig.  i);  la  position  d’un  point 
quelconque  M du  plan  sera  déterminée 
par  l’intersection  de  deux  droites  G'  G, 
H'  H parallèles  aux  axes.  La  position  de  la 
parallèle  H' H est  définie  par  sa  distance 
OP  à l’axe  Y' Y,  distance  comptée  sur 
l’autre  axe;  il  faut,  de  plus,  indiquer 
dans  quel  sens  est  comptée  la  longueur 
OP;  on  convient  pour  cela  d’afi'ecter  la  distance  OP  du  signe  + 
si  elle  est  portée  sur  OX,  par  exemple,  du  signe  — si  elle  est 
portée  sur  OX'.  De  même,  la  position  de  la  parallèle  G'G  est 
définie  par  sa  distance  OQ  à l’axe  X'X,  distance  comptée  sur  le 
second  axe  et  prise  avec  le  signe  + ou  le  signe  — , suivant 
qu’elle  est  portée  sur  OY  ou  sur  OY'. 

Ces  deux  longueurs  OP  et  Oü  (affectées  chacune  du  signe 
convenable),  qui  déterminent  ainsi  la  position  des  deux  paral- 
lèles, et  par  conséquent  le  point  M,  sont  les  coordonnées  recti- 
lignes du  point.  On  les  désigne  ordinairement  par  les  lettres  x 
et  y.  Cependant  la  coordonnée  désignée  par  x porte  plus  par- 
ticulièrement le  nom  d’abscisse,  l’autre,  y,  celui  d’ordonnée. 
Les  deux  droites  fixes  X'X  et  Y' Y s’appellent  les  axes  des  coor- 
données; le  premier  est  l’axe  des  x,  le  deuxième  l’axe  des  y. 
Le  point  O,  à partir  duquel  on  compte  les  coordonnées  sur 
chaque  axe,  dans  un  sens  ou  dans  l’autre,  prend  le  nomd’on- 
gine  des  coordonnées. 

Si  l’on  donne  à a:  et  à y toutes  les  valeurs  possibles  positives 
ou  négatives,  en  d’autres  termes,  si  l’on  fait  varier  x el  y 
de  — ôo  à 4-  ao , on  obtient  tous  les  points  du  plan;  d’ailleurs, 
chaque  couple  de  valeurs  donne  un  point  et  un  seul. 

Nous  ferons  remarquer  que  les  deux  coordonnées  du  point 
M sont  les  projections  de  la  droite  OM  sur  les  axes  OX  et  OY',  la 
projection  sur  chaque  axe  se  faisant  parallèlement  à l’autre.  La 
projection  sur  l’axe  des  x,  comme  la  coordonnée  x elle -même, 
est  la  longueur  OP,  affectée  du  signe  -H  ou  du  signe  — , suivant 
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DES  COORDONNÉES. 

qu’elle  est  portée  dans  la  direction  OX,  ou  dans  la  direction 
opposée  OX';  de  même,  la  projection  sur  l’axe  des  y,  comme 
la  coordonnée  y,  est  la  longueur  OQ,  affectée  du  signe  -+-  ou 
du  signe  — , suivant  qu’elle  est  portée  dans  la  direction  OY 
ou  dans  la  direction  opposée  OY'. 


COORDONNÉES  RECTILIGNES  RECTANGULAIRES. 


* — Ordinairement  on  trace  les  axes  fixes 
perpendiculaires  entre  eux;  dans  ce  cas 
les  deux  coordonnées  du  point  M (fig.  2) 
sont  tes  distances  de  ce  point  aux  deux  axes; 
ce  sont  aussi  les  projections  orthogonales 
de  la  droite  OM  sur  les  deux  axes. 


Fig.  2. 


COORDONNÉES  POLAIRES. 


3 — Soit  O un  point  fixe  nommé  pôle,  OX  un  axe  fixe  (fig.  3); 

on  peut  déterminer  la  position  du  point  M 
par  la  longueur  p du  rayon  vecteur  OM 

et  par  l’angle  w que  fait  ce  rayon  vecteur 

" ^ avec  l’axe. 

Fig.  3. 

La  position  du  point  M est  déterminée  par  l’intersection 
d’nn  cercle  de  rayon  p,  ayant  pour  centre 
le  pôle,  et  d’une  demi-droite  OL  partant 
du  pôle  et  faisant  avec  l’axe  OX  l’angle  w 
(fig.  4)-  Mais  il  faut  convenir  du  sens  dans 
lequel  on  compte  l’angle  w,  à partir  de 
l’axe  OX. 

Ün  obtient  tous  les  points  du  plan  en  faisant  varier  p de  o 
a -t-x  et  w de  o à 217.  En  effet,  si,  laissant  w constant,  on 
fait  varier  p de  o à -t-oo,  on  a tous  les  points  de  la  demi- 
Jroite  OL;  si,  ensuite,  on  fait  varier  w de  o à 217,  la  demi- 
droite  OL  part  de  la  position  OX  et  décrit  tout  le  plan. 


u'  ‘ I \ 


Fig.  1. 


COORDONNÉES  BI-POLAIRES. 

4— On  peut  aussi  définir  la  position  d’un  point  M par  ses 
distances  u et  t)  à deux  points  fixes  F et  F'  (fig.  5).  La  position 
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4 LIVRE  I,  CHAPITRE  I. 

du  point  M se  trouve  alors  déterminée  par  l’intersection  de 
deux  circonférences  décrites  des  points 
F et  F'  comme  centres  avec  les  rayons 
U et  r.  Mais  ce  système  n’offre  pas  la 
même  perfection  théorique  que  les  deux 
précédents;  d’abord,  toute  couple  de 
xaleurs  de  u et  v n’est  pas  admissible; 
il  faut  que  la  distance  des  pôles  soit  moindre  que  leur  somme 
et  plus  grande  que  leur  différence;  lorsque  cette  condition  est 
remplie,  les  deux  circonférences  se  coupant  en  deux  points,  il 
en  résulte  une  ambiguïté  fâcheuse. 

On  peut  encore  déterminer  la  position  du  point  M à l’aide  des 
angles  MFF',  MF^F;  nous  désignerons  ces  angles,  comptés  dans 
un  sens  déterminé,  par  a et  [i;  chacun  d’eux  pourra  varier 
entre  o et  2tz;  à toute  couple  de  valeurs  de  a et  [i  correspond 
un  point  du  plan  et  un  seul. 


IDÉE  GÉNÉRALE  DES  SYSTÈMES  DE  COORDONNÉES. 


5— Le  nombre  des  systèmes  de  coordonnées  est  infini.  En 


général,  on  détermine  la  position 
d’un  point  dans  un  plan  par  l’inter- 
section de  deux  lignes  tracées  dans 
ce  plan.  Soient  (fig.  6)  A',  A",  k"',... 
une  première  série  de  lignes  de  même 
espèce,  correspondant  à diverses  \a- 


*''e-  ®-  leurs  u',  u",  u'",...  de  la  variable  «; 


B',  B",  B"',...  une  seconde  série  de  lignes  de  même  espèce, 
correspondant  à diverses  valeurs  v',  v",  ••  de  la  variable 

v;  un  point  quelconque  du  plan  est  défini  par  les  deux  lignes 
qui  passent  en  ce  point,  et  les  valeurs  particulières  qu’il  faut 
donner  aux  variables  u et  t’  pour  avoir  ces  deux  ligues  s’ap- 
pellent les  coordonnées  du  point.  L’ensemble  de  ces  deux 
séries  de  lignes  conslitue  un  système  de  coordonnées. 

Dans  le  premier  des  systèmes  que  nous  avons  étudiés,  cha- 
cune des  deux  séries  de  lignes  se  compose  de  droites  parallèles; 
c’est  pourquoi  on  désigne  ces  coordonnées  sous  le  nom  de  co- 
ordonnées rectilignes. 
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Dans  le  système  polaire,  la  première  série  se  compose  de 
demi-droites  émanant  du  pôle  O,  et  déflnies  par  l’angle  va- 
riable <0  qu’elles  font  avec  l’axe  OX  (fig.  4);  la  seconde  série 
de  cercles  concentriques  décrits  autour  du  pôle  avec  le  rayon 
variable  p. 

Dans  le  premier  système  bi-polaire,  chacune  des  séries  se 
compose  de  cercles  concentriques.  Dans  le  second,  chacune 
des  séries  se  compose  de  demi-droites  partant  de  l’un  des  points 
fixes  F ou  F'. 

REPRÉSENTATION  DES  LIGNES  PLANES  PAR  DES  ÉQUATIONS. 

G— Soit  une  ligne  plane  quelconque  AB  (fig.  7).  Traçons 
dans  le  plan  deux  axes  OX  et  OY,  et  dé- 
signons par  a;  et  y les  deux  coordonnées 
OP  et  MP  d’un  point  M quelconque  de  la 
ligne  ; quand  le  point  M se  meut  sur  la 
ligne,  les  deux  coordonnées  varient  si- 
multanément; si  l’on  donne  à l’abscisse 
Fig. 7.  une  valeur  arbitraire  OP,  la  grandeur 

de  l’ordonnée  correspondante  3IP  est  parfaitement  déterminée 
et  la  variation  de  l’abscisse  entraîne  celle  de  l’ordonnée.  Ainsi 
l'ordonnée  MP  est  une  fonction  de  l’abscisse  OP;  la  nature  de 
cette  fonction  dépend  de  celle  de  la  ligne.  Quand  la  ligne  est 
définie  géométriquement,  on  conçoit  que  l’on  puisse,  de  la 
définition  géométrique  de  la  ligne,  déduire  une  équation  entre 
X et  y,  servant  à définir  analytiquement  la  fonction  y.  L’équa- 
tion en  a:  et  y que  l’on  trouve  de  cette  manière  s’appelle  l’équa- 
tion de  la  ligne. 

7— Supposons,  réciproquement,  que  l’on  donne  une  équation 
F(æ,  y)  = o, 

entre  deux  variables  x et  y;  chaque  couple  de  valeurs  réelles 
de  X et  y satisfaisant  à cette  équation  détermine  un  point  du 
plan.  Soient  x„  et  des  valeurs  réelles  de  x et  y vérifiant  l’é- 
quation; si  l’on  fait  varier  x d’une  manière  continue  à partir 
de  x„  l’une  des  valeurs  de  y variera  aussi  d’une  manière  con- 
tinue à partir  de  y#,  et  sera,  en  général,  réelle  tant  que  x res- 
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6 LIVRE  I,  CHAPITRE  II. 

tera  comprise  entre  certaines  limites;  le  point,  dont  les  coor- 
données sont  X et  y,  décrira  dans  le  plan  une  ligne  continue. 
Ainsi,  l'ensemble  des  solutions  réelles  d'une  équation  à deux 
variables  est,  en  général,  figuré  par  une  ligne  plane. 

8 —  Ce  que  nous  venons  de  dire  des  coordonnées  rectilignes 
a lieu  évidemment  dans  tout  autre  système  de  cordonnées. 
Dans  le  système  polaire,  quand  le  point  M se  meut  sur  la  ligne, 
le  rayon  vecteur  p varie  avec  l’angle  w;  c’est  une  fonction 
de  fo,  et  la  ligne  est  représentée  par  une  cei’taine  équation 
entre  p et  w. 

9—  La  représentation  des  figures  par  des  équations  est  la 
base  de  la  Géométrie  analytique;  elle  permet  d’appliquer  à l’é- 
tude des  figures  les  procédés  du  calcul  algébrique.  On  s’occupe, 
en  Géométrie  analytique,  de  trois  questions  fondamentales  : 
Quand  une  figure  est  définie  géométriquement,  on  cherche  son 
équation;  réciproquement,  on  apprend  à construire  la  figure 
que  représente  une  équation  donnée;  enfin,  on  étudie  les 
relations  qui  existent  entre  les  propriétés  géométriques  des 
figures  et  les  propriétés  analytiques  des  équations. 

Les  exemples  que  nous  donnons  dans  le  chapitre  suivant 
feront  bien  comprendre  comment  on  représente  les  lignes  par 
des  équations. 


CHAPITRE  II. 

Exemples. 


lO— En  général,  la  définition  géométrique  d’une  courbe, 
déterminant  chacun  de  ses  points,  correspond  à un  certain 
système  de  coordonnées;  si  l’on  choisit  le  système  particulier 
indiqué  par  l’énoncé,  l’équation  de  la  courbe  est  la  traduction 
immédiate  de  sa  définition  géométrique. 

CERCLE. 

41 — Le  cercle  est  le  lieu  des  points  également  distants  d’un 
point  fixe  appelé  centre.  On  le  décrit  à l’aide  d’un  compas;  une 
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pointe  étant  placée  au  centre,  l’autre  pointe  trace  la  circonfé- 
rence. 


'1 ;rr 


o ! X i'  / 


Fig.  8. 


Si  l’on  prend  le  centre  O pour  pôle 
et  une  droite  quelconque  OX  pour 
axe  polaire  (fig.  8),  et  que  l'on  désigne 
par  r la  longueur  du  rayon,  l’équation 
de  la  circonférence  en  coordonnées 
polaires  est 

(>)  P = F, 


puisque  la  longueur  du  rayon  vecteur  est  constamment  égale 
à r,  quelle  que  soit  la  valeur  de  l’angle  w. 

Cherchons  maintenant  l’équation  du  cercle  en  coordonnées 
rectilignes.  Si  l’on  prend  deux  axes  rectangulaires  OX  et  OY 
passant  par  le  centre,  le  triangle  rectangle  OMP  donne  immé- 
diatement l’équation 


(2)  Æ*-f-ÿ*=r*, 


qui  existe  entre  les  deux  coordonnées  a;  et  y d’un  point  M de 
la  circonférence.  C’est  l’équation  de  la  circonférence  dans  ce 
système  de  coordonnées. 


ELLIPSE. 


B St 


12 — L'ellipse  esl  une  courbe  telle  que  la  somme  des  distances 
de  chacun  de  ses  points  à deux  points  fixes  est  constante.  Ces 
deux  points  sont  les  foyers  de  l’ellipse. 

11  est  facile  de  construire  l’ellipse  par  points.  Soient  F et  F' 

(fig.  9)  les  deux  foyers.  Portons  sur 
la  droite  F'  F une  longueur  F'K  égale 
à la  somme  constante  des  distances 
de  chacun  des  points  de  la  courbe 
aux  deux  foyers.  Du  foyer  F'  comme 
centre,  avec  différents  rayons,  dé- 
crivons une  série  de  cercles;  soit  1) 
le  point  où  l’un  d’eux  coupe  la  droite  F' F;  prenons  une  ouver- 
ture de  compas  égale  à KD,  et  du  foyer  F comme  centre,  avec 
celle  ouverture  de  compas,  décrivons  un  second  cercle;  ce 
cercle  coupera  le  premier  en  deux  points  M et  M',  qui  appar- 
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tiendront  à l’ellipse;  car  la  somme  des  distances  MF'  et  MF  du 
point  M aux  deux  foyers  est  égale  à la  somme  des  deux  rayons 
F'D  et  KD,  c’est-à-dire  à la  longueur  donnée  F'K. 

On  répétera  la  même  construction  pour  chacun  des  cercles 
décrits  du  foyer  F'  comme  centre;  quand  on  aura  ainsi  obtenu 
un  assez  grand  nombre  de  points,  on  fera  passer  un  trait  con- 
tinu par  tous  ces  points,  et  on  aura  l’ellipse  demandée. 

Si  l’on  désigne  par  aa  la  somme  constante,  et  par  ac  la  dis- 
tance FF'  des  foyers,  il  faut,  pour  que  l’ellipse  existe,  que  la 
longueur  aa  soit  plus  grande  que  ac.  Représentons  par  a -i-  a 
le  plus  grand  rayon;  le  plus  petit  sera  a — a;  les  deux  cer- 
cles se  couperont  lorsque  la  différence  aa  des  rayons  sera 
plus  petite  que  la  distance  des  centres  ac.  Ainsi  le  plus  grand 
rayon  doit  être  plus  petit  que  a-f-c,  le  plus  petit  plus  grand 
que  a — c. 

13-On  emploie  la  construction  graphique  que  nous  ve-r 
nous  d’indiquer  dans  les  épures  sur  le  papier.  Mais  dans  les 
arts,  quand  on  veut  tracer  une  ellipse  sur  une  planche  ou  sur 
une  feuille  de  carton,  on  a recours  à un  procédé  beaucoup 
plus  rapide. 

On  fixe  aux  deux  foyers  F et  F'  (fig.  lo)  deux  pointes  aux- 
quelles on  attache  les  deux  extrémités  d’un 
fil  ayant  la  longueur  voulue.  On  tend  en- 
suite le  fil  avec  un  style  ou  un  crayon  que 
l’on  fait  mouvoir  dans  le  plan  en  tenant  le 
fil  constamment  tendu,  et  l’on  décrit  ainsi 
Fig.  10.  l’ellipse.  Car,  dans  chacune  des  positions 
du  fil,  la  somme  des  distances  MF  et  MF'  est  égale  à la  longueur 
constante  de  ce  fil.  Ce  mode  de  description  montre  bien  que 
l’ellipse  est  une  courbe  fermée  comme  le  cercle. 

U — Nous  indiquerons  de  suite  quelques-unes  des  pro- 
priétés les  plus  simples  de  l’ellipse. 

On  appelle  axe  d’une  courbe  une  ligne  droite  qui  divise  la 
courbe  en  deux  parties  symétriques,  c’est-à-dire  en  deux  par- 
ties qui  s’appliquent  exactement  l’une  sur  l’autre,  quand  on 
fait  tourner  la  première  autour  de  l’axe  pour  la  rabattre  sur 
la  seconde. 
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Il  est  aisé  de  voir  que  la  droite  AAI  (fig.  ii)  menée  parles 
deux  foyers  est  un  axe  dé  Lellipse.  Car,  si  l’on  considère  les 

deux  points  M et  M'  déterminés  par 
l’intersection  de  deux  cercles  décrits 
des  foyers  F et  F'  comme  centres, 
on  a deux  triangles  égaux  FMF', 
FM'F^  qui  coïncident  lorsqu’on  fait 
tourner  la  partie  supérieure  de  la 
figure  autour  de  la  droite  AA',  pour 
la  rabattre  sur  la  partie  inferieure;  le  point  M vient  donc  en 
M';  et,  comme  il  en  est  de  même  pour  tous  les  points  deux  à 
(leux,  la  demi-ellipse  AMA'  s’applique  exactement  sur  l’autre 
moitié  AM' AL  Ainsi  la  droite  AA'  est  un  axe  de  l’ellipse. 

On  appelle  sommets  les  points  A et  A'  où  l’axe  coupe  la 
courbe.  Nous  avons,  dans  la  construction  de  l’ellipse  par  points, 
porté  sur  l’axe,  à partir  du  foyer  F',  la  longueur  F'K  égale  à 
la  somme  constante.  Le  point  A,  milieu  de  FK,  appartient  à 
l’ellipse;  car,  si  l’on  remplace  la  distance  AF  par  son  égale  AK, 
on  voit  que  la  somme  des  distances  AF'  et  AF  de  ce  point  aux 
(leux  foyers  est  égale  à la  somme  constante  F'K;  ainsi  le  point 
A est  l’un  des  sommets.  De  même,  si  l’on  porte  sur  l’axe,  à 
partir  de  l’autre  foyer  F,  la  longueur  FK'  égale  à F'K,  et  si  l’on 
prend  le  milieu  de  F'K',  on  aura  le  second  sommet  A'.  Les  deux 
distances  AF  et  A' F'  sont  égales  comme  moitiés  de  distances 
égales  FK,  F'K',  et  les  deux  sommets  A et  A'  sont  également 
distants  des  deux  foyers  F et  F'. 

Il  faut  remarquer  que  la  longueur  AA'  est  égale  à la  somme 
mslante  des  distances  de  chacun  des  points  de  l’ellipse  aux 
deux  foyers.  Car,  si  l’on  remplace  le  segment  A' F'  par  son 
égal  AF  ou  AK,  on  voit  que  la  longueur  AA'  est  égale  à F'K. 

15— L’ellipse  admet  un  second  axe,  la  perpendiculaire  BB' 
élevée  sur  le  milieu  de  la  droite  FF'.  En  effet,  du  foyer  F' 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à FM,  décrivons  un  premier 
cercle,  et  du  foyer  F,  avec  un  rayon  égal  à F'M,  un  second 
cercle;  ces  deux  cercles,  par  leur  intersection,  détermineront 
deux  nouveaux  points  N et  N'  de  l’ellipse.  Les  deux  triangles 
FMF',  F'NF  sont  égaux,  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux 
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chacun  à chacun.  Faisons  tourner  la  partie  BÀB'  de  la  figun 
autour  de  BB',  pour  la  rabattre  de  l'autre  côté;  la  droite  01 
s’applique  sur  OF';  l’angle  OFM  étant  égal  à OF'N  dans  lei 
deux  triangles  égaux,  la  droite  FM  prend  la  direction  F' N; 
et,  comme  ces  deux  droites  sont  égales,  le  point  M tombe  en  N. 
Ainsi,  la  partie  BAB^  s’applique  exactement  sur  l’autre  moitié 
BA^B',  ce  qui  montre  que  la  droite  BB'  est  aussi  un  axe  de 
l’ellipse. 

On  détermine  les  deux  sommets  B et  B'  par  l’intersection 
de  deux  cercles  égaux  décrits  des  foyers  comme  centres,  avec 
un  rayon  égal  à la  moitié  OA  de  AA'.  Car,  les  deux  dis- 
tances BF  et  BF'  étant  égales  entre  elles,  chacune  d’elles  est 
égale  à la  moitié  de  la  somme  constante,  et  par  conséquent,  à 
la  moitié  de  AA'.  La  longueur  BB'  est  plus  petite  que  AA'  ; car 
la  ligne  droite  BB'  est  plus  petite  que  la  ligne  brisée  BFh-FB', 
qui  est  égale  AA'. 

Les  deux  axes  divisent  l’ellipse  en  quatre  parties  égales. 

16—  On  appelle  centre  d’une  courbe  un  point  tel  que  tous 
les  points  de  la  courbe  sont  situés  deux  à deux  sur  une  droite 
passant  par  le  centre,  et  à égale  distance  de  part  et  d’autre. 

Le  point  O,  intersection  des  deux  axes,  ou  milieu  de  la  dis- 
tance FF'  des  foyers,  est  centre  de  l’ellipse.  En  effet,  soit  M un 
point  quelconque  de  l’ellipse;  joignons  MO  et  prolongeons 
cette  droite  d’une  longueur  ON'  égale  à OM;  les  deux  diago- 
nales FF',  MN'  se  coupant  mutuellement  en  deux  parties 
égales,  le  quadrilatère  FMF'N'  est  un  parallélogramme,  et  les 
côtés  opposés  sont  égaux.  La  somme  des  distances  N'F  -1-  N'F' 
du  point  N'  aux  deux  foyers  étant  égale  à la  somme  MF'  -l-MF, 
le  point  N'  appartient  aussi  à l’ellipse.  Ainsi,  les  deux  points 
M et  N'  de  l’ellipse  sont  situés  sur  une  droite  MN'  passant  par 
le  point  0 et  à égale  distance  de  part  et  d’autre.  Il  en  est  de 
même  de  tous  les  points  deux  à deux;  donc  le  point  O est 
centre  de  l’ellipse. 

17 —  La  forme  et  les  dimensions  de  l’ellipse  dépendent  de 
la  distance  FF'  des  foyers  et  de  la  somme  constante  AA'.  Nous 
avons  vu  comment  on  en  déduit  la  longueur  BB'.  Inversement 
les  deux  longueurs  AA'  et  BB',  qui  sont  les  portions  des  axes 
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silués  dans  l’ellipse,  et  que,  pour  abréger,  on  appelle  les  axes 
de  l’ellipse,  peuvent  servir  à définir  cette 
courbe.  On  commencera  par  déterminer 
les  foyers  (fig.  12).  Pour  cela,  de  l’une 
des  extrémités  B du  petit  axe  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  au  demi-grand 
axe  OA,  on  décrit  une  circonférence  qui 
coupera  le  grand  axe  en  deux  points  F 
et  F';  l’ellipse  dont  les  foyers  sont  F et  F'  et  le  grand  axe  A' A 
admet  pour  petit  axe  la  droite  B' B.  Une  fois  les  foyers  déter- 
minés, on  construit  l’ellipse  par  points,  ou  bien  on  la  trace  d’un 
mouvement  continu,  comme  nous  l’avons  expliqué. 

i§— On  appelle  excentricité  le  rapport  de  la  distance  FF' 
des  foyers  au  grand  axe  AA'. 

L’ellipse  est  une  courbe  fermée  plus  ou  moins  allongée;  sa 
forme  dépend  de  l’excentricité.  Quand  l’excentricité  est  nulle, 
les  deux  foyers  se  confondent  avec  le  centre;  la  distance  d’un 
point  quelconque  de  l’ellipse  au  centre  est  constante,  et  l’el- 
lipse se  réduit  rigoureusement  à une  circonférence  de  cercle. 
Quand  l’excentricité  est  très-petite,  les  foyers  sont  très-rappro- 
chésdu  centre;  les  deux  axes  diffèrent  peu  l’un  de  l’autre, 
l’ellipse  est  arrondie  et  peu  différente  d’un  cercle.  A mesure 
que  l’excentricité  augmente,  le  grand  axe  étant  supposé  con- 
stant, les  foyers  s’écartent,  le  petit  axe  diminue,  et  l’ellipse 
prend  une  forme  de  plus  en  plus  aplatie. 

19— Cherchons  maintenant  l’équation  de  l’ellipse.  Le  sys- 
tème de  coordonnées  indiqué  par  l’énoncé  est  le  premier  sys- 
tème bi-polaire;  si  l’on  détermine  la  position  de  chacun  des 
points  du  plan  par  ses  distances  aux  deux  points  fixes  F et  F', 
l’ellipse  aura  pour  équation 

(i)  u-+-v  = 2a. 

Dans  le  second  système  bi-polaire,  l’équation  a aussi  une 
forme  très-simple;  si  l’on  désigne  par  a et  p les  deux  angles 
roordonnés,  et  par  2p  le  périmètre  2 a 2c  du  triangle  MFF', 


ODi 


2g)  (?>-«)■ 


p{p  — v) 


p{p  — u) 
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, a,  S p — 2C 

tang  - tang  - = = 

^9.  ° 2 P 


a — c 
a-\-  c 


\i 


Fig.  13. 


Cherchons  enfin  l’équation  en  co- 
ordonnées rectilignes.  Prenons  les 
deux  axes  de  la  courbe  pour  axes  des 
coordonnées  (fig.  i3);  les  longueurs 
PF  et  PF'  étant  égales  à c — x et  à 
c 4-  a-,  les  triangles  rectangles  FMP, 
F' MP  donnent 


u=\jy*-h{c  — xy,  ü = Vÿ*-H(c-t-Æ)*. 

En  substituant  les  valeurs  de  u et  de  v dans  l’équation  (i),  on 
obtient  l’équation 

(3)  V!/*+  (c  — + V.y*+  [c  + ^)*= 

Pour  mettre  cette  équation  sous  forme  entière,  nous  élève- 
rons au  carré,  après  avoir  fait  passer  le  premier  radical  dans 
le  second  membre,  ce  qui  donne 

ÿ’-H  (c  4-x)*=4a*-f-y*-4-  (c  — a;)*—  /jo  yiy*+  (c  — x)*, 
ou,  en  simplifiant, 

a Vy’-H  (c  — x)*  = a’  — ex. 

Une  nouvelle  élévation  au  carré  conduit  à l’équation 
(4)  a*y*-H(o’— c*)aj*=o’(a’ — c‘). 

Mais  l’équation  (4)  n’est  pas  équivalente  à l’équalion  (3)  ; 
elle  équivaut  aux  quatre  équations 


u4-i'  = 2a,  U — v = 9.a,  — u + v = 9.a,  — u — v = 9.a, 

que  l’on  obtient,  quand  dans  l’équation  (3)  on  change  les 
signes  des  radicaux.  L’équation  — u — v — 9.a  n’a  pas  de 
solution  réelle.  Les  équations  u — v = 9.a,  — u-i-«  = 20 
n’ont  pas  non  plus  de  solution  réelle,  quand  on  suppose 
20  > 2c;  car  les  quantités  u et  » désignent  les  distances  des 
points  F et  F'  à un  point  du  plan  ayant  pour  coordonnées  x 
et  y,  et  la  différence  20  des  distances  ne  peut  pas  être  plus 
grande  que  la  distance  2C  ou  FF'.  Ainsi,  quand  on  se  borne 
aux  solutions  réelles,  on  peut  dire  que  l’équation  (4)  est  équi- 
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valente  à l’équation  (3).  La  somme  constante  20  étant  plus 
grande  que  ladistancc  des  foyers  2c,  on  peut  poser  a’ — c*=b', 
et  l’équation  de  l’ellipse  se  met  sous  la  forme 


ou 


HYl'EltBOLE. 


"’l 


7 


ül' 


Bi 

Fig.  14. 


ïO — L'hyperbole  est  une  courbe  telle  que  la  différence  des 
distances  de  chacun  de  ses  points  à deux  points  fixes  est 
constante.  Ces  deux  points  fixes  F et  F'  sont  les  foyers  de 
l’hyperbole. 

11  est  facile  de  construire  l’hyperbole  par  points.  Portons  sur 
Kl  la  droite  F'F  (fig.  14)  une  lon- 

gueur  F'K  égale  à la  diffé- 
rence constante.  Du  foyer  F' 
comme  centre,  avec  différents 
■fiT  rayons,décrivonsunesériede 
. cercles.  Soit  D le  point  où  l’un 
d’eux  coupe  la  droite  FF';  pre- 
nons une  ouverture  de  com- 
pas égale  à KD,  et,  du  foyer  F 
comme  centre,  avec  cette  ouverture  du  compas,  décrivons  un 
second  cercle  ; ce  cercle  coupera  le  premier  en  deux  points  M 
et  H',  qui  appartiennent  à l’hyperbole  ; car  la  différence  des 
distances  M'F  et  MF  du  point  M aux  deux  foyers  est  égale  à la 
différence  des  deux  rayons  F' D et  KD,  c’est-à-dire  à la  longueur 
donnée  F'K.  On  répétera  la  même  construction  pour  chacun 
des  cercles  décrits  du  foyer  F'  comme  centre;  quand  on  aura 
obtenu  un  assez  grand  nombre  de  points,  on  fera  passer  un 
trait  continu  par  tous  ces  points,  et  on  aura  un  arc  d’hyper- 


bole MAM' 

L’hyperbole  se  compose  de  deux  branches  indéfinie^  MAM', 
SA'N';  pour  la  première,  la  distance  MF  est  plus  petite  que 
MF';  pour  la  seconde,  la  distance  NF  est,  au  contraire,  plus 
grande  que  NF'.  On  obtient  la  seconde  branche  comme  la  pre- 
mière, en  portant  sur  la  droite  FF'  une  longueur  FK',  égale  à 
la  différence  constante,  décrivant,  du  foyer  F comme  centre, 


Digitized  by  Googl 


U LIVRE  I,  CHAPITRE  IL 

un  cercle  avec  un  rayon  arbitraire  FIV,  et,  du  foyer  F'  comme 


centre,  un  second  cercle  avec  un  rayon  égal  à F'  [V. 

Si  l’on  appelle  20  la  différence  constante  et  2c  la  distance 
FF'  des  foyers,  il  faut,  pour  que  la  courbe  existe,  que  2a  soit 
moindre  que  2c.  Désignons  par  a 4- a le  plus  grand  rayon,  le 
plus  petit  sera  a — a;  les  cercles  se  couperont,  lorsque  la 
somme  2a  des  rayons  sera  plus  grande  que  2c.  Ainsi,  le  plus 
grand  rayon  doit  être  plus  grand  que  c-i-a,  le  plus  petit  plus 
grand  que  c — a. 

On  peut  aussi  décrire  l’hyperbole  d’un  mouvement 
continu.  Supposons  qu’une  règle  tourne  autour  du  foyer  F'  et 

que  les  extrémités  d’un  fil  soient 
attachées,  d’une  part,  au  foyer  F, 
d’autre  part,  à l’extrémité  G de  la 
règle  (fig.  i5);  si,  en  même  temps 
que  la  règle  tourne,  un  crayon 
glisse  sur  la  règle  en  tenant  le  ûl 
constamment  tendu,  ce  crayon 
décrira  un  arc  hyperbole.  En  effet, 
soit  F' G'  une  position  quelconque 
de  la  règle  ; le  crayon  a glissé  sur  la  règle  de  G'  en  M,  et  le  fil 
occupe  alors  la  position  G' MF.  La  différence  des  distances  MF' 
et  MF  ne  change  pas,  si  l’on  augmente  ces  deux  longueurs 
de  la  même  quantité  G'M;  elle  est  donc  égale  à la  différence 
constante  qui  existe  entre  la  longueur  de  la  règle  G' F'  ou  GF', 
et  la  longueur  du  fil  G'MF  ou  GF.  On  obtiendrait  la  seconde 
branche  en  faisant  tourner  la  règle  autour  du  foyer  F. 

22 — La  droite  FF'  est  un  axe  de  la  courbe;  elle  partage 
chacune  des  branches  en  deux  parties  symétriques;  car  les 
deux  points  M et  M',  ou  N et  N'  (fig.  14),  déterminés  par  l’in- 
tersection des  deux  cercles  décrits  des  foyers  comme  centres, 
sont  symétriques  par  rapport  à cette  droite.  Les  points  A et 
A',  où  elle  rencontre  la  courbe,  sont  les  sommets  de  l’hy- 
perbole. 

On  obtient  les  sommets  A et  A'  en  prenant  les  milieux  de  FK 
et  de  F'K'.  La  longueur  AA'  de  l’axe  est  égale  à la  différence 


Fig.  15. 


constante  des  distances  de  chacun  des  points  do  l’hyperbole 
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lux  deux  foyers.  Car,  si  l’on  remplace  A' F'  par  son  égale  AK, 
»n  voit  que  F'K  est  égale  à AA'. 

L’iiyperbole  admet  un  second  axe,  la  perpendiculaire  BB' 
îlevée  sur  le  milieu  de  la  droite  FF'.  Le  raisonnement  que 
aous  avons  fait  pour  l’ellipse  (n°  i5)  peut,  en  effet,  être  appli- 
quée aux  deux  branches  de  Fbyperbole.  Mais  ce  second  axe 
ne  rencontre  pas  la  courbe;  c’est  pourquoi  on  a donné  au 
premier  le  nom  d’axe  transverse,  au  second  le  non  d’axe  non 
transverse.  On  voit  aussi  que  le  point  O,  milieu  de  la  distance 
FF'  des  foyers,  est  le  centre  de  la  courbe. 

33 — Dans  le  premier  système  bi-polaire,  si  l’on  appelle  « 
et  V les  distances  d’un  point  quelconque  de  la  courbe  aux  deux 
foyers  F et  F',  les  deux  branches  de  courbe  ont  respectivement 
pour  équations 

(i)  « — u=±2a- 

Dans  le  second  système  bi-polaire,  les  équations  des  deux 
branches  sont 


tangÇ 


c-f-g 
c — g’ 


tang| 


C — g 
c d 


En  coordonnées  rectangulaires,  si  l’on  prend  pour  axes  des 
coordonnées  les  deux  axes  de  la  courbe,  l’équation  de  l’hy-  . 
pcrbole  est 

(c-f-ic)*  — (c  — X)'=±:  2g. 

En  répétant  ici  les  transformations  du  n°  19,  on  arrive  à l'é- 
quation sous  forme  entière,  g’y*H-(g’ — c’)x’=a’(g’ — c’), 
que  nous  avons  déjà  obtenue  pour  l’ellipse. 

Cette  équation,  comme  nous  l’avons  remarqué,  équivaut  aux 
quatre  équations  distinctes  v — «=±2g,  u-+-v=±2a; 
mais,  dans  le  cas  actuel,  2g  étant  plus  petit  que  2c,  les  deux 
dernières  n’ont  pas  de  solution  réelle.  Si  l’on  pose  c’ — a'=b\ 
l’équation  de  l’hyperbole  prend  la  forme 
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II  est  bon  d’observer  que,  dans  le  système  lectiligne,  les 
deux  branches  de  l’hyperbole  sont  comprises  dans  la  même 
équation  (2),  tandis  que,  dans  le  premier  système  bi-polaire, 
l’une  des  branches  est  représentée  par  l’équation  v — u = aa, 
l’autre  par  l’équation  u—v=2a.  11  faut  aussi  deux  équations 
distinctes  dans  le  second  sytème  bi-polaire. 

PARABOLE. 

24 — La  parabole  est  une  courbe  dont  chacun  des  poinls  est 
également  distant  d'un  point  fixe  nommé  foyer  et  d’une  droite 
fixe  appelée  directrice. 

11  est  facile  de  construire  la  parabole  par  points.  Soit  F le 
foyer,  DD'  la  directrice  (fig.  iG);  menons  par  le  foyer  une 
droite  BD  perpendiculaire  à la  directrice; 
le  point  A,  milieu  de  FD,  est  un  premier 
point  de  la  parabole.  Traçons  une  série 
de  droites  parallèles  à la  directrice,  à une 
distance  plus  grande  que  AD.  Soit  P le 
point  où  l’une  d’elles  rencontre  la  droite 
DB;  du  foyer  F,  avec  une  ouverture  de 
compas  égale  à DP,  décrivons  un  cercle 
Fig.  ic.  qui  coupera  la  parallèle  en  deux  points  M 

M',  appartenant  à la  parabole.  Car  la  perpendiculaire  ME, 
abaissée  du  point  M sur  la  directrice,  est  égale  à DP,  et,  par 
suite,  au  rayon  MF;  le  point  .M,  étant  également  distant  du 
foyer  et  de  la  directrice,  est  un  point  de  la  parabole.  Répétons 
cette  même  construction  pour  chaque  parallèle;  quand  nous 
aurons  déterminé  ainsi  un  nombre  suffisant  de  points,  nous 
ferons  passer  à la  main  un  trait  continu  par  tous  ces  points. 

La  droite  DB,  menée  par  le  foyer  perpendiculairement  à la  , 
directrice,  est  un  axe  de  la  parabole;  car,  d’après  la  construc- 
tion, la  corde  MM'  est  perpendiculaire  à DB  et  divisée  au 
point  P en  deux  parties  égales.  Si  donc  on  fait  tourner  la  partie 
supérieure  de  la  parabole  autour  de  la  droite  DB,  pour  la 
rabattre  de  l’autre  côté,  la  droite  PM  s’appliquera  sur  PM',  le 
point  M en  M'.  Comme  il  en  est  de  même  pour  tous  les  poinls 
deux  à deux,  on  voit  que  la  partie  supérieure  coïncidera  exac- 
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tement  avec  la  partie  inférieure.  Donc  la  droite  DB  est  axe  de 
la  paralwle.  Le  point  A,  milieu  de  FD,  est  le  sommet  de  la  pa- 
rabole. 

La  parabole  n’est  pas  une  courbe  fermée  comme  l’ellipse  ; 
elle  se  compose  de  deux  branches  qui  se  prolongent  indéfini- 
ment. Les  dimensions  de  la  parabole  dépendent  de  la  distance 
du  foyer  à la  directrice,  distance  que  l’on  appelle  paramètre  de 
la  parabole  ; quand  cette  distance  est  très-petite,  les  deux  bran- 
ches de  la  parabole  sont  très-rapprocbées  l’une  de  l’autre.  Elles 
s’écartent  et  la  parabole  s’ouvre  d’autant  plus  que  ce  paramètre 
est  plus  grand. 

—On  peut  aussi  tracer  la  parabole  d’un  mouvement  con- 
tinu. Plaçons  une  règle  sur  la  directrice  DD'  (fig.  17);  appli- 
I,,  quons  contre  la  règle  une  équerre  GHK;  au 

--  sommet  G attachons  un  fil  d’une  longueur 

égale  au  côté  GH  de  l’équerre,  l’autre  extré- 
II  '"'...mX  / mité  étant  attachée  au  foyer  F;  tendons  le 
I ~/'\  / *’  fil  contre  l’équerre  avec  un  crayon,  puis 
I / faisons  glisser  l’équerre  le  long  de  la  règle, 

V'  ^ et,  en  même  temps,  le  crayon  le  long  de 

l’équerre  de  manière  à tenir  le  fil  constam- 
_ ment  tendu  ; nous  décrirons  un  arc  de  para- 

Fiji  17.  bole.  En  effet,  soit  M le  point  où  se  trouve  le 

Clayon  quand  l’équerre  occupe  la  position  GHK;  la  longueur 
du  01  ou  la  ligne  hrisée  GM -h  MF  étant  égale  au  côté  GH  de 
l’équerre,  la  distance  MF  égale  MH,  et,  par  conséquent,  le  point 
M appartient  à la  parabole. 

La  définition  de  la  parabole  indique  un  système  de 
> ^ coordonnées  dont  nous  n’avons  point  encore 

( parlé.  On  peut  déterminer  un  point  quel- 

j / /\  conque  M du  plan  par  ses  distances  MF 

• 1/  /“  i et  ME  au  foyer  F et  à la  directrice  DD' 

/ i— — j position  du  point  M sera  donnée 

\ par  l’intersection  d’un  cercle  décrit  du  foyer 

\ comme  centre  et  d’une  droite  parallèle  à la 

\ directrice.  Si  l’on  appelle  u et  v les  deux 
FiR.  18.  ^ coordonnées  du  point  M,  la  parabole  aura 

BR.  2 
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pour  équation  dans  ce  système 

(i)  U = ü. 

Prenons  maintenant  pour  origine  des  coordonnées  rectili- 
gnes le  sommet  A de  la  jiarabole,  pour  axe  des  x l’axe  AX  de 
la  parabole,  et  pour  axe  des  y une  perpendiculaire  AY.  En 
désignant  par  p la  distance  FD  du  foyer  à la  directrice,  on  a 


(-9' 


ir-f- 


P 


V = AP  -t-  AD  = a;  -t-  ^ » w = y/  y*  4- 
et  l’équation  de  la  parabole  devient 

\Jy'- 

OU  (2)  y-='2px. 

*27 — Avant  d’aller  plus  loin  nous  dirons  comment  on  dé- 
finit la  tangente  à une  courbe  quelconque.  En  géométrie 

élémentaire,  on  appelle  ordi- 

-- — 7,^ — nairement  tangente  au  cercle 

''  une  droite  indéfinie,  qui  n’a 
Fig.  19.  qu’un  point  commun  avec  la 

circonférence;  mais  cette  définition  n’étant  pas  susceptible 
d’être  généralisée,  il  convient  de  définir  la  tangente  d’une 
autre  manière.  Soit  M un  point  donné  sur  une  courbe  (lig.  iç)) 
par  ce  point  et  un  point  voisin  M',  menons  une  droite  indé- 
finie; imaginons  maintenant  que  le  point  M'  se  rapproche  in- 
définiment du  point  M,  la  droite  MM'  tendra  vers  une  position 
limite  MT.  C’est  cette  droite  MT  que  l’on  appelle  tangente  à la 
courbe  au  point  M. 

Il  est  aisé  de  voir,  d’après  cette  définition,  que  la  tangente 
au  cercle  au  point  M est  perpendiculaire 
à l’extrémité  du  rayon  OM;  car,  dans  le 
triangle  isocèle  MOM',  l’angle  OMM'  est. 
I/'  I égal  à un  angle  droit,  moins  la  moitié  de 

'*  J l’angle  au  centre  MO.M';  quand  le  point  M' 

se  rapproche  indéfiniment  du  point  M, 
l’angle  au  centre  lend  vers  zéro,  et 
l’angle  OM.M'  devient  droit. 
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CISSOÏDE  DE  DIOCLÉS. 

*8 — Etant  donnés  un  cercle,  un  diamètre  AB,  une  tangente 
BC  à l’extrémité  de  ce  diamètre  (fig.  20);  si  du  point  A on  mène 

une  sécante  mobile  AE,  sur  laquelle 
on  porte  à partir  du  point  A une 
longueur  AM  égale  à la  portion  DE 
de  la  sécante  comprise  entre  le  cercle 
et  la  tangente  fixe,  le  lieu  du  point 
M est  une  courbe  qui  porte  le  nom 
de  Cissoïde. 

Si  l’on  suppose  que  la  sécante  mo- 
bile parte  de  la  position  AB  et  tourne 
autour  du  point  A,  de  AX  vers  la 
perpendiculaire  AY,  la  longueur  DE 
et,  par  suite,  AM  augmentera  indé- 
finiment; le  point  M décrira  une 
branche  de  courbe  infinie  AMM'.  Si 
Fig.  90.  l’on  fait  tourner  la  sécante  mobile 

de  l’autre  côté  de  AB,  on  obtiendra  évidemment  une  seconde 
branche  égale  à la  première. 

La  droite  AB  est  un  axe  de  la  courbe,  puisque  les  deux  bran- 
ches sont  symétriques  par  rapport  à cette  droite. 

La  tangente  aux  deux  branches  au  point  A coïncide  avec 
l’axe.  Car,  si  la  sécante  AM  tourne  autour  du  point  A de  ma- 
nière à ce  que  la  corde  AM  ou  DE  devienne  nulle,  elle  tend 
vers  la  position  limite  AB;  donc  AB  est  la  tangente  en  A.  Le 
point  A est  ce  qu’on  appelle  un  point  de  rebroussement. 

On  peut  voir  aussi  que  les  deux  branches  de  la  courbe  se  rap- 
prochent indéfiniment  de  la  droite  CC'.  En  effet,  considérons 
la  sécante  dans  la  position  AE';  si  de  la  longueur  totale  AE'  on 
retranche  alternativement  les  deux  longueurs  égales  AM'  et 
ffE',  on  a M'E'= AD'.  La  corde  AlV  diminuant  de  plus  en  plus 
et  tendant  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  la  longueur  M'E',  et, 
a plus  forte  raison,  de  la  perpendiculaire  M'H.  Cette  droite 
CC',  dont  la  courbe  se  rapproche  indéfiniment,  s’appelle  une 
•uymptote. 
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La  cissoïde  a été  imaginée  par  le  géomètre  grec  Dioclès, 
pour  résoudre  le  problème  delà  construction  de  deux  moyennes 
proportionnelles  entre  deux  lignes  données. 

89 — Cherchons  l’équation  de  la  cis- 
soïde en  coordonnées  polaires;  prenons 
le  point  A pour  pôle  et  la  droite  AB  pour 
axe  polaire.  Appelons  o le  diamètre  du 
cercle  donné,  p et  w les  coordonnées 
d’un  point  quelconque  M de  la  courbe 
(fig.  2i).  Dans  les  triangles  rectangles 
ARE,  ABD,  on  a 

Fig.  SI. 

AE  = • AU  = acosw: 

cos  w 

AI-  Al.  « asin’w 

dou  p = DE  = AE  — AD  = acosw  = 

^ COStO  COSOi 

Ainsi  la  cissoïde  est  représentée  en  coordo.nnées  polaires  par 
l'équation 

, , asin’to 

(i)  p= 

^ cos  CO 

• Cherchons  maintenant  l’équation  en  coordonnées  rectilignes; 
prenons  le  point  A pour  origine,  la  droite  AB  pour  axe  des  x 
et  une  perpendiculaire  pour  axe  des  y.  Dans  le  triangle  rec- 
tangle MAP,  on  a 

a:z=pcos(o,  ÿ = psincü,  p*=x*+ÿ*; 

cc 

si,  dans  l’équation  (i),  on  remplace  d’abord  cosco  par  -»  siiiw 

P 

V 

par  i » ce  qui  donne  fx  = ay^,  puis  p*  par  Æ*-t-  ÿ*,  on  arrive 

P 

à l’équation  de  la  cissoïde  en  coordonnées  rectilignes 

(2)  ÿ^(a  — x)  — x^=o. 

30— Proposons-nous  de  construire,  au  moyen  de  son  équa- 
tion en  coordonnées  rectilignes,  la  cissoïde  que  nous  avons 
déjà  construite  d’après  sa  délinition  géométrique. 

En  résolvant  l’équation  par  rapport  à y,  on  a 

ÿ=±xi/^— 

^ V a — X 
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L’ordonnée  n’est  réelle  que  pour  les  valeurs  de  l’abscisse 
comprises  entre  o et  o;  donc  la  courbe  est  située  tout  entière 
entre  l’axe  des  y et  la  parallèle  GG’  menée  à la  distance  u 
(fig.  20).  Quand  x croît  de  o à a,  la  valeur  numérique  de 
y croît  de  o à 00,  ce  qui  donne  une  branche  de  courbe 
partant  de  l’origine  A et  s’élevant  indéfiniment.  En  même 
temps  la  distance  M’H  = a — æ d’un  point  de  la  courbe  à la 
droite  BG  tend  vers  zéro,  ce  qui  fait  voir  que  la  droite  BG  est 
asymptote  de  la  courbe.  Gomme  à chaque  valeur  de  x corres- 
pondent deux  valeurs  de  y égales  et  de  signes  contraires,  la 
courbe  se  compose  de  deux  branches  symétriques  par  rapport 
à l’axe  AX. 

STROPHOÏDE. 

31 — Un  angle  droit  YOX  (tig.  22)  et  un  point  fixe  A sur  un 
de  ses  côtés  étant  donnés  dans  un  plan,  on  mène  du  point  fixe 
A une  droite  quelconque  AD  qui  rencontre  le  côté  OY  en  D,  et 
l’on  porte  sur  cette  droite  d’un  côté  et  de  l’autre  à partir  du 
point  D des  longueurs  DM  et  DN  égales  à OD;  le  lieu  des  points 
M et  N est  Isislrophoïde. 

Quand  la  droite  mobile  occupe  la  position  AO,  les  deux  points 
M et  N se  confondent  en  0.  Si  la  droite  tourne  de  manière  à ce 
que  le  point  D s’élève  indéfiniment  sur  OY,  OD  augmente,  et 
l’on  voit  que  le  point  N décrit  une  branche  de  courbe  infinie  ON. 

Quant  au  point  M,  il  se  rapproche 
de  plus  en  plus  du  point  A.  En 
effet,  on  obtient  les  points  M et  N 
en  décrivant  un  cercle  du  point  D 
comme  centre  avecDO  pour  rayon  ; 
quand  le  point  D s’élève  à l’infini, 

\ l’arc  de  cercle  OM  coïncide  avec  la 
droite  OA,  et  le  point  M vient  en  A. 
11  y a évidemment  une  partie  sy- 
métrique de  l’autre  côté  de  l’axe 
OX. 

Le  point  0,  par  lequel  passent 
Fig.  les  deux  branches  de  courbe,  s’ap- 

pelle point  multiple.  Les  tangentes  en  ce  point  aux  deux  bran- 
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ches  de  courbes  coïncident  avec,  les  bissectrices  des  angles 
droits  YOX,  YOX'.  Car  l’angle  ODE,,  extérieur  au  triangle  iso- 
cèle DOM,  est  égal  à la  somme  des  deux  angles  intérieurs  op- 
posés, et  par  conséquent,  à deux  fois  l’angle  DOM;  de  même 
l'angle  ODA  est  égal  à deux  fois  l’angle  DON.  Quand  la  droite 
AD  s’applique  sur  AO,  l’angle  obtus  ODE  diminue  et  tend  vers 

i; 


un  angle  droit;  l’angle  moitié  YOM  diminue  et  tend  vers 


4’ 


l’angle  aigu  ODA  augmente  et  tend  vers  un  angle  droit;  l’angle 


TT 

moitié  YON  augmente  et  tendaussi  vers  7-  On  peut  remarquer 

4 

d’ailleurs  que  les  deux  droites  OM  et  ON  sont  rectangulaires. 
On  voit,  en  outre,  que  l’arc  OMA  est  situé  au-dessous  de  sa 
tangente,  tandis  que  l’arc  ON  est  au-dessus. 

La  tangente  au  sommet  A est  perpendiculaire  à l’axe  OX; 
car,  lorsque  le  point  D s’élève  indéfiniment,  la  corde  AM  tend 
à devenir  perpendiculaire  sur  OX. 

Sur  le  prolongement  de  AO  prenons  OG  = OA,  et  par  le 
point  G élevons  la  perpendiculaire  H'H;  cette  droite  est  asymp- 
tote de  part  et  d’autre  aux  deux  branches  infinies  de  la  courbe; 
car  la  distance  NE,  égale  à AM,  tend  vers  zéro. 

32— Cherchons  l’équation  de  la  courbe  en  coordonnées 
polaires.  Prenons  le  point  O pour  pôle,  et  la  droite  OA  pour 
axe  polaire;  les  coordonnées  du  point  M sont  p = OM,  w = MOA; 
dans  le  triangle  isocèle  DOM,  chacun  des  angles  DOM,  DM0  est 

égal  à ^ — w,  et  l’angle  ODM  à ?.w;  l'angle  0 AM,  complémen- 
taire du  précédent,  vaut  ^ — ?.w.  Si  l’on  désigne  par  a la  lon- 
gueur OA,  on  a,  dans  le  triangle  OMA, 

sin(^ 


>_ . 

a 


sin 


d’où 


(0'  p = 


a C0S2W 

COS(0 


Les  coordonnées  du  point  N vérifient  la  même  équation. 
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Cherchons  maintenant  l’équation  de  la  courbe  en  coordon- 
nées rectilignes,  en  prenant  pour  axes  les  deux  droites  OX 
et  OY;  si  dans  l’équation  précédente,  mise  sous  la  forme 
pcosw  = a (cos*(o  — sin*to),  on  remplace  cosw  et  sinw  par 

X î/ 

leurs  valeurs  - et  on  a xo'=aix^  — y*)-  mettant  ensuite 

PP  , . » 

à la  place  de  p’  sa  valeur  on  arrive  à l’équation  du 

troisième  degré 

(rî)  x{x^-h>j')  — a{x-—y*)  = o. 

33— Proposons-nous  maintenant  de  construire  la  courbe 
au  moyen  de  son  équation  en  coordonnées  rectilignes.  L’équa- 
tion (2),  résolue  par  rapport  à y,  donne 


y=z±x 


v/ 


a — X 
a-\-x 


Pour  que  l’ordonnée  y soit  réelle,  il  faut  que  la  quantité 
placée  sous  le  radical  soit  positive.  Quand  on  donne  à x des 
valeurs  positives,  le  dénominateur  étant  positif,  le  numérateur 
doit  être  aussi  positif,  ce  qui  exige  que  x soit  plus  petit  que  a. 
Quand  on  donne  à x des  valeurs  négatives,  le  numérateur 
étant  positif,  le  dénominateur  doit  être  aussi  positif,  ce  qui 
exige  que  la  valeur  absolue  de  x soit  moindre  que  a.  Ainsi 
l’abscisse  x ne  peut  varier  que  de  — a à -f-  o;  si  donc  on  porte 
sur  l’axe  des  x,  à partir  de  l’origine,  et  de  part  et  d’autre,  des 
longueurs  OA  et  OG  égales  à a,  et  que  par  les  points  G et  A on 
mène  des  parallèles  HH',  KK'  à l’axe  des  y,  la  courbe  sera  tout 
entière  comprise  entre  ces  deux  parallèles.  On  verra  la  forme 
de  la  courbe  en  suivant  la  variation  de  la  fonction 


y =x 


v/ 


g — X 
a-i-x' 


Quand  x varie  de  o à g,  l’ordonnée  y conserve  des  valeurs 
finies;  elle  s’annule  pour  x — o,  et  aussi  pour  x = a;  il  en 
résulte  une  branche  de  courbe  OMA,  partant  du  point  O,  et 
aboutissant  au  point  A.  Quand  x varie  de  o à — g,  l’ordonnée  y 
est  négative  et  varie  de  o à — 00  ; il  en  résulte  une  branche 
QS'.qui  part  de  l’origine  et  s’abaisse  indéfiniment,  en  se  rap- 
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procbant  de  plus  en  plus  de  la  droite  qui  est  une  asymp- 
tote; cette  branche  ON'  fait  suite  à la  branche  AMO. 

En  changeant  le  signe  du  radical,  on  obtient  une  branche 
AM' ON  symétrique  de  la  première  par  rapport  à l’axe  des  ac. 

LIMAÇON  DE  PASCAL. 

34 — Par  un  point  A pris  sur  un  cercle,  on  mène  une  sécante 
quelconque  AD,  sur  laquelle  à partir  du  point  D,  où  elle  ren- 
contre le  cercle,  on  porte  de  part  et  d’autre  des  longueurs 
constantes  DM  et  DN;  le  lieu  des  points  M et  N (flg.  aS)  est  une 
courbe  nommée  limaçon  de  Pascal. 

On  obtiendra  la  courbe  entière  en  supposant  que  le  rayon 
vecteur  coïncide  d’abord  avec  le  diamètre  AB  du  cercle,  et 
tourne  ensuite  d’un  angle  droit  dans  un  sens  ou  dans  l’autre. 
On  obtiendra  aussi  la  courbe  entière  en  faisant  faire  au  rayon 
une  révolution  complète,  et  portant  la  longueur  constante  dans 
le  sens  du  rayon  à partir  du  point  où  ce  rayon  ou  son  prolon- 
gement coupe  le  cercle.  La  courbe  présente  trois  formes  diffé- 
rentes, suivant  que  la  longueur  constante  o est  supérieure, 
égale  ou  inférieure  au  diamètre  b du  cercle. 

I®  Considérons  d’abord  le  cas  où  la  longueur  a est  plus 

grande  que  b.  Quand  le 
rayon  coïncide  avec  AB,  il 
faut,  à partir  du  point  B, 
porter  sur  ce  rayon  une 
longueur  BG  égale  à a,  ce 
^ qui  donne  un  point  G du 
lieu  (fig.  23).  Lorsque  le 
rayon  tourne  autour  du 
point  A et  occupe  la  posi- 
tion AD,  on  a le  point  M. 
Quand  le  rayon  a tourné 
d’un  angle  droit,  le  point  D vient  eu  A,  et  le  point  M en  M'.  Le 
rayon  continuant  son  mouvement,  prend  la  direction  AD';  son 
prolongement  coupe  le  cercle  eu  D,;  il  faut,  à partir  de  ce 
point  D„  porter  dans  la  direction  même  AD'  une  longueur  D,M, 
égale  à a.  Quand  le  rayon,  ayant  tourné  de  deux  angles  droits. 
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occupe  la  position  AX',  le  point  D,  vient  en  B,  et  le  point  M,  en 
H;  on  a ainsi  l’arc  M'M,H  qui  fait  suite  au  premier^  et  qui  est 
aussi  extérieur  au  cercle.  Le  rayon  dépassant  la  position  A\'  et 
tournant  encore  de  deux  angles  droits  pour  revenir  à la  posi- 
tion initiale  AX,  le  point  mobile  décrit  l’arc  HN'G,  symétrique 
de  l’arc  GMH  par  rapport  à la  droite  X^X.  De  cette  manière  le 
point  décrit  la  courbe  entière  d’un  mouvement  continu. 

2°  Supposons  maintenant  que  la  longueur  a soit  égale  à b. 


Le  rayon  vecteur  tour- 
nant de  deux  angles 
droits,  à partir  de  la 
position  initiale  AX, 
le  point  M décrit  l’arc 
GMM'A  (flg.  24),  qui 
vient  aboutir  au  pointA. 
La  tangente  en  A est  la 
droite  AX',  position  li- 
mite de  la  sécante  AM,. 


Fig.  SI. 

de  rebroussement. 


Le  point  A est  un  point 


3°  Considérons  enfin  le  cas  où  la  longueur  a est  plus  petite 
que  b.  Lorsque  le  rayon  vecteur  tourne  d’un  angle  droit  à 
partir  de  la  position  initiale  AX,  le  point  M décrit  l’arc  GMM' 
(Og.  2.’>).  Le  rayon  prend  ensuite  la  direction  AIE;  le  point  D 

vient  en  D„  le  point 
M en  M,.  Le  rayon 
arrive  à une  position 
AD"telleque  la  corde 
D,A  est  égale  à o;le 
' point  M,  vient  alors 
en  A et  la  courbe  est 
tangente  à la  droite 
AD".  Le  rayon  con- 
tinuant son  mouve- 


53  ment,  la  corde  D,A 

devient  plus  grande  que  a,  et,  si  l’on  prend  la  longueur  D,M, 
égale  à a,  on  a un  point  M,  situé  à l’intérieur  du  cercle.  Enfin, 
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quand  le  rayon  prend  la  direction  AX',  le  point  M,  vient  en  H. 
L’arc  extérieur  GM'A  se  prolonge  ainsi  suivant  l’arc  intérieur 
AM, H.  L’autre  moitié  de  la  rotation  donne  l’arc  HNAN'G, 
symétrique  du  premier  par  rapport  à la  droite  X'X,  et  com- 
plète la  courbe. 

35 —  Cherchons  l’équation  de  la  courbe  en  coordonnées 
polaires.  Prenons  le  point  A pour  pôle,  et  la  droite  AX  pour  axe 
polaire.  Appelons  w l’angle  que  fait  la  direction  du  rayon  avec 
la  direction  AX.  Quand  la  direction  même  du  rayon  coupe  le 
cercle,  ce  qui  a lieu  dans  la  position  AD,  le  triangle  rectangle 
ADR  donne  AD  = 6cosw,  et,  par  suite, 

P = DM  -f-  AD  = a -H  6 cosw. 

Quand  c’est  le  prolongement  du  rayon  qui  rencontre  le  cercle, 
ce  qui  a lieu  dans  la  position  AIV,  l’angle  w est  l’angle  XAIV; 
le  triangle  rectangle  BAD,  donne  D,A  = — ôcosw,  et,  par  suite, 

P = D,M,  — Dj  A = a H- 6 cos  w. 

Dans  la  figure  (25),  quand  le  rayon  occupe  la  direction  AD'", 
la  longueur  du  rayon  vecteur  n’est  plus  portée  dans  la  direc- 
tion même  de  ce  rayon,  mais  dans  la  direction  opposée;  il 
convient  de  regarder  ce  rayon  vecteur  comme  négatif;  on  a 
alors 

P = — AM,=  D,M, — AD,=  a -I-  6 costo. 

4 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  la  courbe  entière  est  représentée  par 
l’équation 

(i)  P = a-l-6  cosw. 

En  coordonnées  rectilignes,  si  l’on  prend  le  point  A pour 
origine,  le  diamètre  AB  pour  axe  des  x,  une  perpendiculaire 
pour  axe  des  y,  l’équation  de  la  courbe  est 

(2)  (x’-l-y* — hxy=a}(x'-{-y'). 

On  l’obtient  en  remplaçant  dans  l’équation  (i)  cosw  par  sa 

CO 

valeur  -■>  puis  p’  par  (n°  29),  et  élevant  au  carré 

pour  faire  disparaître  le  radical. 

36—  On  obtient  cette  même  courbe  par  un  autre  procédé. 
Étant  donné  un  cercle  GH  et  un  point  fixe  A,  imaginons  qu’une 
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tangente  mobile  CM  rotile  sur  le  cercle,  et  du  pointA  abaissons 

une  perpendiculaire  ÂM  sur  cette 
tangente  (fig.  26);  on  demande  le 
lieu  du  point  M. 

Il  y a trois  cas  à considérer,  sui- 
vant que  le  point  A est  intérieur  au 
cercle,  sur  le  cercle,  ou  extérieur. 
Supposons,  par  exemple,  le  point 
A extérieur  au  cercle.  Lorsque  la 
tangente  touche  le  cercle  en  G,  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point 
A coïncide  avec  le  diamètre  AG  et  le  point  G est  un  point  du 
lieu.  La  tangente  roulant  sur  le  quart  de  cercle  GCC',  le 
point  M décrit  l’arc  de  courbe  GMM'.  La  tangente  s’incline 
ensuite  jusqu’à  la  position  C"A,  et  l’on  a l’arc  de  courbe  M'A. 
I^  tangente  continuant  son  mouvement  suivant  C"H,  le  pied 
de  la  perpendiculaire  tombe  au-dessous  du  diamètre  et  l’on  a 
l’arc  de  courbe  ANH.  Nous  avons  fait  rouler  la  tangente  sur  le 
demi-cercle  GC'N;  en  la  faisant  rouler  sur  le  demi-cercle  infé- 
rieur, on  obtiendra  une  partie  symétrique  de  la  première. 

37 — 11  est  facile  de  construire  géométriquement  la  tangente 
en  un  point  quelconque  M de  la  courbe 
(fig.  27);  soient  CM  et  C'M'  deux  tan- 
gentes voisines  du  cercle,  L leur  point 
de  rencontre,  AM  et  AM'  les  perpendi- 
culaires abaissées  du  point  A sur  ces 
tangentes;  la  circonférence  décrite 
sur  AL  comme  diamètre  passe  par  les 
Fig.  37.  deux  points  M et  M',  et  la  sécante  MM' 

de  la  courbe  est  aussi  une  sécante  de  ce  cercle.  Si,  maintenant, 
on  suppose  que  le  point  G'  se  rapproche  indéfinimentdu  pointe, 
le  point  M'  se  rapprochera  du  point  M;  le  diamètre  AL  coïnci- 
dera avec  AC  et  la  sécante  MM'  deviendra  tangente  en  M au  cer- 
cle décrit  sur  le  diamètre  AC.  Ainsi,  en  joignant  le  point  M au 
milieu  D de  la  droite  AC  et  menant  une  perpendiculaire  MT  à DM, 
on  aura  la  tangente  à la  courbe  au  point  M.  Au  point  multiple  A 
(fig.  26),  les  tangentes  aux  deux  branches  de  courbe  qui  pas- 
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sent  en  ce  point  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  tan- 
gentes telles  que  AC"  menées  de  ce  point  au  cercle  donné. 

Noos  ferons  remarquer  que  la  copstruction  géométrique  de 
la  tangente  resterait  la  même,  si  l’on  considérait  le  lieu  du 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  d’un  point  fixe  sur  la  tan- 
gente mobile  à une  courbe  quelconque. 

Cherchons  l’équation  de  cette  courbe  en  coordonnées  po- 
laires; prenons  le  point  A pour  pôle,  le  diamètre  AG  pour 
axe  polaire  (flg.  26);  désignons  par  a le  rayon  BG  du  cercle 
donné,  et  par  b la  distance  AB.  Si,  par  le  centre  B du  cercle, 
on  mène  une  parallèle  BD  à la  tangente  CM,  on  a 

P = AD  -1-  DM  = 6 cos  to  a. 

Celte  équation  est  la  même  quel’équation  (i),  d’où  l’on  conclut 
l’identité  des  deux  courbes. 

Au  reste,  il  est  facile  de  reconnaître  géométriquement  celte 
identité.  L’angle  D étant  droit,  le  lieu  du  point  D est  le  cercle 
décrit  sur  AB  comme  diamètre;  on  obtiendra  donc  le  point  M 
en  prolongeant  la  corde  AD  d’une  quantité  constante  DM  égale 
à BC. 

ROSACE  A QUATRE  BRANCHES. 

3 S — Étant  données  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY, 

I sur  lesquelles  glis- 

sent les  extrémilés 
d’une  droite  PQ  de 
longueur  constante, 
du  point  0 on  abaisse 
une  perpendiculaire 
OM  sur  celte  droite; 
étudier  le  lieu  du 
point  M (flg.  28). 

Quand  la  droite  PQ 
s'applique  sur  OY,  le 
point  M vient  en  O, 
et  la  corde  OM  prend 
Fig.  58.  la  direction  OX;  donc 

la  tangente  en  0 à l’arc  OM  coïncide  avec  OX.  Le  point  I, 
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milieu  de  PU,  décril  un  cercle  dont  le  centre  est  0,  et  le 
rayon  égal  à a,  si  l'on  désigne  par  ua  la  longueur  constante  PQ. 
Or,  la  perpendiculaire  OM  est  plus  petite  que  l’oblique  01; 
donc  la  distance  UM  est  maximum  quand  la  droite  PQ  est  per- 
[«ndiculaire  sur  la  bissectrice  OA.  Lorsque  la  droite  mobile 
continue  son  mouvement,  elle  passe  par  une  position  F Q'  sy- 
métrique de  PQ  par  rapport  à la  bissectrice  OA,  et  l’on  obtient 
un  arc  AM'O  symétrique  de  l’arc  OMA.  La  même  courbe  se 
reproduit  dans  chacun  des  quatre  angles  droits.  Ainsi  la  courbe 
a quatre  axes,  savoir  : les  deux  droites  fixes  OX,  OY,  et  les 
deux  bissectrices  OA,  OB.  Le  point  0 est  centre  de  la  courbe. 

Si  l’on  prend  le  point  0 pour  pôle,  et  OX  pour  axe  polaire, 
on  a,  dans  les  triangles  rectangles  O.MP,  OPQ, 

p = OPcosoj,  0P  = 2asinw; 
donc  (i)  p = asin2to. 

Eu  coordonnées  rectilignes,  la  courbe  est  représentée  par 
une  équation  du  sixième  degré 

(2)  — 4a*3:*ÿ’=o. 


CHAPITRE  III. 

De  l’homogénéité. 


39  — DÉFINITIONS.— On  dit  qu’une  fonction  f (a,  b,  c, ...)  est 
homogène,  par  rapport  aux  lettres  a,  b,  c, ...  lorsque,  en 
remplaçant  a par  ka,  b par  kb, . . . , on  a 

f(ka,  kb,  kc,  ...)  = k'^f(a,  b,  c,...}; 

l'exposant  m est  le  degré  de  la  fonction  homogène. 

Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions 


a*-t-  2CÔ, 


a\}b-i-b  yJc  sin  - 
a 


a-hyjab 

a-hc 


le  degré  de  la  première  est  2,  celui  de  la  seconde  celui  de 
la  troisième  o,  et  celui  de  la  quatrième  — 2. 
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On  voit  aisément  : 

I”  Que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  fonctions  homo- 
gènes du  même  degré  est  une  fonction  homogène  du  même 
degré  que  les  fonctions  proposées  ; 

2°  Que  le  produit  de  plusieurs  fonctions  homogènes  de  de- 
grés quelconques  est  une  fonction  homogène  dont  le  degré  est 
égal  à la  somme  des  degrés  des  fonctions  proposées; 

3°  Que  le  quotient  de  deux  fonctions  homogènes  est  une 
fonction  homogène  dont  le  degré  est  égal  à l’excès  du  degré 
du  dividende  sur  le  degré  du  diviseur;  ' 

4“  Que  la  puissance  d’une  fonction  homogène  est  une  fonc- 
tion homogène  dont  le  degré  est  égal  au  degré  de  la  fonction 
proposée  multiplié  par  l’indice  de  la  puissance; 

5”  Que  la  racine  d’une  fonction  homogène  est  une  fonction 
homogène  dont  le  degré  est  égal  au  degré  de  la  fonction  pro- 
posée divisé  par  l’indice  de  la  racine; 

6“  Qu’une  fonction  transcendante  d’une  fonction  homogène 
de  degré  o est  elle-même  homogène  et  de  degré  o.  Par  exemple, 
les  fonctions 


sin 


log 


ti  -t-  b J 


sont  homogènes  et  de  degré  o;  car  si  on  remplace  a et  b par 
ka  et  kb,  la  lettre  k disparaît  sous  le  signe  transcendant, 
et  on  peut  mettre  en  avant  le  facteur  k°.  Mais  si  la  quantité 
placée  sous  le  signe  transcendant,  quoique  homogène,  n’était 
pas  du  degré  o,  la  lettre  k ne  pourrait  se  mettre  en  facteur  en 
avant  du  signe  transcendant  et  la  fonction  ne  serait  pas  homo- 
gène. Ainsi  la  fonction  s'\n  {a -\-\lbc)  n’est  pas  homogène. 

Lorsqu’un  monôme  est  rationnel  et  entier  par  rapport  aux 
lettres  a,  b,  c, ...,  on  appelle  degré  du  monôme,  par  rapport 
à une  lettre,  l’exposant  de  cette  lettre  dans  le  monôme;  degré 
du  monôme,  par  rapport  à plusieurs  lettres,  la  somme  des  ex- 
posants de  ces  lettres.  Un  monôme  est  toujours  une  fonction 
homogène  d’un  degré  égal  au  degré  du  mônome  : donc  la 
somme  de  plusieurs  monômes  de  même  degré  est  un  polynôme 
homogène  de  ce  même  degré.  Par  exemple,  le  polynôme 


a’ — ^a^b  -t-  Sut* — 
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est  une  f'onclion  homogène  du  troisième  degré,  par  rapport 
aux  lettres  a et  6. 

40 — Lorsqu’on  cherche  les  relations  qui  existent  entre  les 
longueurs  des  diverses  lignes  A,  B,  C, ...  d’une  figure,  on 
imagine  ces  lignes  rapportées  à une  unité  de  longueur,  qui 
ordinairement  n’est  pas  spécifiée  et  reste  tout  à fait  arbitraire. 
Désignons  par  les  lettres  a,  b,  c, ...  tes  nombres  qui  expri- 
ment ainsi  les  mesures  des  lignes  de  la  figure,  et  supposons  que 
l’on  ait  trouvé  entre  ces  nombres  la  relation 

(1)  Y(a,  b,  c,...)  = o.  ' 

Les  raisonnements  que  l’on  a faits  pour  arriver  à cette  relation 
étant  indépendants  de  l’unité  de  longueur,  il  est  évident  que 
celte  relation  doit  subsister,  quelle  que  soit  cette  unité.  Appe- 
lons a,  P,  Y, . . . les  valeurs  particulières  de  a,  b,  c, ...  pour 
une  première  unité;  af,  les  valeurs  de  ces  mêmes 

quantités  pour  une  autre  unité;  ces  deux  séries  de  nombres 
vérifient  les  relations 

(2)  /■(«,  fi,  •••)=0, 

(3)  f{CL',  'f,...)=^o. 

Mais  quand  ou  change  l’unité,  les  nombres  varient  proportion- 
nellement, de  sorte  que,  si  l’on  désigne  par  k le  rapport  de  la 
première  unité  à ta  seconde,  on  a 

.a  fl  y 

d’où  yj  = kci,  p'=kp,  •'/=A'y, 

Si  l’on  substitue  dans  la  relation  (3),  il  vient 
(4)  f{kx,  kp,  ky,...)  — o. 

Concevons  que  la  première  unité  restant  fixe,  la  seconde  varie, 
ï,  f-,  y,...  seront  des  nombres  constants,  k un  nombre  ar- 
bitraire, et  l’équation  (4)  devra  être  vérifiée  quel  que  soit  ce 
nombre  k. 

Ainsi  : $i  l’équation  (i)  est  vérifiée  quand  on  y remplace  les 
ttllres  a,  b,  c, . . . par  les  nombres  a,  p,  y,...  elle  sera  aussi 
tirifiée  quand  on  y remplacera  ces  mêmes  lettres  par  ka,  k[4, 
liT, ...  quel  que  soit  le  nombre  k. 
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41 — La  condition  précédente  est  évidemment  remplie  lors- 
que le  premier  membre  de  l’équation  (i)  est  une  fonction 
homogène  des  lettres  a,  b,  C) car,  alors  on  a 

f(kcc,  kp,  ky,...)  = k"'f{ix,  p,  y,..); 

si  l’expression  f(x,  p,  y,...)  est  nulle,  il  en  sera  de  même  de 
f(kx,  kp,  ky,...),  quel  que  soit  k. 

Nous  allons  démontrer  que,  réciproquement,  l’homogénéité 
est  nécessaire,  en  nous  bornant  aux  équations  algébriques 
mises  sous  forme  entière. 

Supposons  que  f(a,b,c,...)  soit  un  polynôme  entier;  si  tous 
les  termes  ne  sont  pas  du  même  degré,  groupons  les  termes 
dont  le  degré  est  le  même;  appelons  ç [a,  b,c, .. .)  l’ensemble 
des  termes  du  degré  le  plus  élevé  m,  (j/  (o>  b,c,.. .)  l’ensemble 
des  termes  du  degré  n,  etc.,  l’équation  (4)  devient 

A-™?(a,  P,  Y,...)-+-A"*<|/(a,  P,  

Pour  que  cette  équation  soit  vérifiée,  quel  que  soit  k,  il  est 
nécessaire  que  l’on  ait  séparément 

y,..-)  = o,  <]/(a,  P,  y,...)  = ü,,... 

Comme  l’unité  à laquelle  se  rapportent  les  nombres  a,  p,  y,... 
est  arbitraire,  on  a entre  les  ligues  de  la  figure  les  relations 
homogènes 

o(a,  b,  c,...)=o,  i(a,  b,  c,. . .)  = o,. . . . 

Donc,  si  l'équation  (i)  nest  pas  homogène,  elle  équivaut  à 
plusieurs  équations  homogènes  séparément. 

418— Cependant  il  peut  arriver  qu’une  équation  non  homo- 
gène soit  vérifiée,  quand  on  fait  choix  d’une  unité  particulière, 
sans  que  les  parties  qui  la  composent  soient  nulles  séparé- 
ment; mais  alors,  si  l’on  change  l’unité,  l’équation  cesse  d’être 
vérifiée. 

Expliquons  ceci  par  un  exemple. 

Proposons-nous  de  déterminer  les  dimensions  d’un  cylindre 
de  telle  sorte  que  sa  surface  soit  équivalente  à celle  d’une 
sphère  de  rayon  donné  A et  sou  volume  à celui  d’une  sphère 
de  rayon  B. 
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Soit  X le  rayon  et  Y la  hauteur  du  cylindre;  appelons  a, 
b,  X,  y les  mesures  des  lignes  A,  B,  X,  Y,  rapportées  à une 
unité  quelconque;  les  inconnues  devront  satisfaire  aux  deux 
équations 

(5)  x'+xy  — 2a’  = o, 

(6)  x^y  — |6’  = o. 

Chacune  de  ces  équations  est  homogène  : l’une  est  du  second 
üegré,  l’autre  du  troisième.  Si  elles  sont  vérifiées  quand  on 
rapporte  les  lignes  à une  certaine  unités  il  en  sera  de  même 
quand  on  les  rapportera  à une  autre  unité. 

Les  inconnues  a;  et  y doivent  également  satisfaire  à l’équa- 
lioQ  non  homogène 

(7)  (x=-+-xÿ  — + — |6’^  = o, 

que  l’on  obtient  en  ajoutant  les  précédentes  membre  à membre. 

Considérons  l’équation  (7),  abstraction  faite  de  son  origine. 
On  peut  trouver  quatre  lignes  A,  B,  X,  Y,  telles  que,  si  on  les 
mesure  avec  une  unité  particulière,  les  nombres  obtenus  véri- 
lient  celte  équation  sans  annuler  séparément  les  deux  parties. 
Supposons,  par  exemple,  que  les  lignes  rapportées  à une  pre- 
mière unité  aient  pour  mesure  les  quatre  nombres  a = i, 
i = 3,  x = i,  i/  = i8,5,  dont  trois  ont  été  pris  arbitrairement 
et  le  quatrième  déterminé  ensuite  par  l’équation  (7);  si  on 
mesure  les  mêmes  lignes  avec  une  unité  deux  fois  plus  petite, 
on  obtient  les  nombres  a = 2,  6 = 6,  æ = 2,  y = 37  qui  ne 
satisfont  plus  à l’équation.  Le  cylindre  construit  avec  les  lignes 
X et  Y ainsi  déterminées  jouit  de  celte  propriété  que  la  somme 
Jes  nombres  qui,  avec  l’unitc  choisie,  expriment  les  mesures 
(le  sa  surface  et  de  son  volume,  est  égale  à la  somme  des  nom- 
bres qui  expriment  les  mesures  de  la  surface  d’une  sphère  et 
du  volume  d’une  autre  sphère;  mais  la  même  relation  n’a  plus 
lieu  quand  l’unité  linéaire  change. 

L’équation  (7)  ne  peut  être  vérifiée  par  les  mesures  des 
mêmes  lignes,  quand  on  fait  varier  arbitrairement  l’unité  de 
longueur,  qu’aulant  que  ces  lignes  satisfont  aux  équations  (5) 
cl  (6)  prises  isolément. 

BU.  3 
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Dans  la  résolution  des  problèmes  de  géométrie,  on  ne  fait 
jamais  de  combinaisons  d’équations  analogues  à la  précédente. 
Les  équations  que  donnent  immédiatement  les  théorèmes  de 
la  géométrie  élémentaire  sont  homogènes;  et,  quand  on 
ajoute  deux  équations  membre  à membre,  c’est  aün  d’obtenir 
une  nouvelle  équation  plus  simple  que  l’une  des  proposées; 
pour  cela,  il  faut  d’abord  que  les  équations  que  l’on  ajoute 
soient  du  même  degré.  Le  principe  de  l’homogénéité  pourra 
donc  servir  à chaque  instant  à vérifier  les  transformations  al- 
gébriques effectuées. 

43— Lorsqu’on  prend  pour  unité  de  longueur  une  des 
lignes  de  la  figure,  les  équations  cessent  d’être  homogènes; 
mais  il  est  facile  de  rétablir  l’homogénéité.  Soit 

(8)  Y(b', 

l’équation  à laquelle  on  arrive  quand  on  prend  pour  unité  la 
ligne  A;  les  lettres  b',  d, ...  désignent  les  mesures  des  lignes 
B,  C, . . . rapportées  à A.  Laissons  l’unité  arbitraire  et  appe- 
lons O,  b,  c, ...  les  mesures  des  ligues  A,  B,  C, . . . ; on  a 

i ^ d 

a b c ■ 

d'où  6'  = ->  = 

a a 

et  l’équation  (8)  se  transforme  dans  la  suivante 


qui  est  homogène. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l’on  rapporte  les  côtés  de  l’angle  droit 
d’un  triangle  rectangle  à l’hypoténuse  de  ce  triangle  prise 
pour  unité,  les  mesures  des  côtés  vérifient  l’équation  non  ho- 
mogène 

de  laquelle  on  déduit  l’équation  homogène 
6’  c’ 

— = i ou  ô*-t-c-=ü’, 
a’  a* 

en  remplaçant  b'  par  ^ et  par 
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Les  courbes,  ellipse,  hyperbole,  parabole,  cissoïde,  etc., 
étudiées  dans  le  chapitre  précédent,  sont  représentées  par  des 
équations  homogènes.  Une  équation  homogène  quelconque 

f(x,  y,  a,  b,  c,...)  = o, 

entre  les  coordonnées  variables  x cl  y d’un  point  du  plan  et 
les  longueurs  a,  b,  c, ...  de  diverses  droites  données,  déter- 
mine une  courbe,  dont  la  position  et  les  dimensions  sont  indé- 
pendantes de  Tunité  avec  laquelle  on  mesure  les  lignes.  Con- 
sidérons au  contraire  une  équation  numérique  entre  x et  y, 

f{x,  ÿ)  = o, 

c’est-à-dire  une  équation  ne  renfermant  pas  d’autres  lettres 
que  X et  y,  et  supposons  cette  équation  non  homogène.  Pour 
représenter  par  des  points  du  plan  les  solutions  réelles  de  celte 
équation,  il  faut  commencer  par  choisir  arbitrairement  une 
eclielle  ou  la  droite  que  l’on  prendra  jiour  unité.  Quand  l’é- 
dielle  varie,  la  courbe  ne  reste  plus  la  même;  nous  verrons 
plus  tard  que  les  diverses  coubes  ainsi  obtenues  ont  des  ana- 
logies remarquables;  ce  sont  des  courbes  homolhéliques. 

44— Remarqi'e  I.  Il  arrive  souvent  que  l’on  considère  dans 
une  même  question  des  nombres  qui  expriment  des  mesures  de 
lignes,  de  surfaces  et  de  volumes;  les  unités  de  surface  et  de 
volume  restent,  comme  l’unité  de  ligne,  indéterminées;  mais 
on  suppose  habituellement  qu’il  existe  entre  elles  cette  rela- 
tion, que  runilé  de  surface  est  le  carré  construit  sur  ruiiilé 
de  longueur,  et  l’unité  de  volume  le  cube  construit  sur  la 
même  droite.  Dans  ce  cas,  pour  vérifier  riiomogénéilé  d’une 
relation  dans  laquelle  certaines  lettres,  S et  V,  désignent  la 
mesure  d’une  surface  ou  d’un  volume,  on  remplacera  ces 
lettres  par  p’  et  y®,  en  désignant  par  p et  q les  côtés  du  carré 
ou  du  cube  équivalents  à la  surface  ou  au  volume  considéré; 
de  cette  manière  l’équation  ne  contiendra  plus  que  des  lignes, 
itn  peut  aussi  se  dispenser  de  faire  celte  substitution,  et  alors, 
dans  l’évaluation  du  degré  de  chaque  terme,  on  double  l’ex- 
posant des  lettres  qui  désignent  des  surfaces,  et  on  triple  ceux 
des  lettres  qui  désignent  des  volumes. 

REM.tRycE  II.  En  général,  lorsque  des  angles  entrent  dans 
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un  calcul,  ces  angles  sont  rapportés  à une  unité  complètement 
déterminée  et  leurs  mesures  sont  des  nombres  fixes.  Pour, 
évaluer  un  angle,  on  décrit  de  son  sommet  comme  centre 
avec  un  rayon  arbitraire  un  arc  de  cercle  et  on  prend  le 
rapport  de  cet  arc  au  rayon,  ce  qui  revient  à prendre  pour 
unité  d’angle  celui  dans  lequel  l’arc  est  égal  au  rayon.  Les 
fonctions  trigonométriques  des  angles  sont  également  des 
nombres.  Dans  l’application  du  principe  de  l’homogénéité,  on 
fera  donc  abstraction  des  lettres  qui  désignent  des  angles  ou 
leurs  fonctions  trigonométriques. 

CONSTRUCTION  DES  FORMULES. 

45 — En  résolvant,  si  cela  est  possible,  les  équations  d’un 
problème  déterminé,  on  obtient  des  formules  qui  indiquent 
les  opérations  arithmétiques  qu’il  fauteffectuer  sur  les  nombres 
qui  mesurent  les  grandeurs  connues  pour  avoir  les  valeurs 
numériques  des  inconnues.  Mais  ne  pourrait-on  pas  déduire 
de  chaque  formule,  ou  même  de  chaque  équation,  une  con- 
struction graphique  propre  à donner,  non  plus  la  valeur 
numérique  de  l’inconnue,  mais  l’inconnue  elie-même?  En  un 
mot,  est-il  possible  de  remplacer  les  opérations  numériques 
par  des  opérations  graphiques?  En  géométrie  élémentaire,  ou 
ne  considère  que  les  constructions  qui  peuvent  être  effec- 
tuées au  moyen  d’un  nombre  limité  de  lignes  droites  et  de 
cercles,  et  qui,  par  conséquent,  n’exigent  que  l’emploi  de  la 
règle  et  du  compas.  Comme  le  cercle  est  la  plus  simple  des 
courbes  et  la  plus  facile  à décrire,  les  anciens  géomètres  atta- 
chaient beaucoup  de  prix  à ces  sortes  de  constructions;  d’un 
autre  côté,  ignorant  l’analyse  algébrique,  ils  manquaient  de 
moyens  pour  décider  si  la  question  qu’ils  avaient  eu  vue  est 
susceptible  d’une  solution  de  ce  genre,  et  ce  n’est  qu’après 
avoir  fait  bien  des  efforts  inutiles  qu’ils  se  décidaient  enfin  à 
recourir  à d’autres  courbes.  Leurs  recherches  ont  rendu  célè- 
bres certains  problèmes  que  l’on  démontre  aujourd’hui  ne 
pouvoir  être  résolus  par  la  ligne  droite  et  le  cercle.  Tels  sont 
les  problèmes  de  la  duplication  du  cube,  de  la  trisection  de 
l’angle,  etc. 
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Nous  supposerons  que  l’inconnue  est  une  ligne  droite; 
|uand  l’inconnue  est  une  surface  ou  un  volume,  on  la  repré- 
;ente  par  OÆ  ou  a’x,  a étant  une  ligne  prise  arbitrairement; 
a construction  de  la  ligne  x donne  un  rectangle  ou  un  paral- 
élipipède  équivalents  à la  surface  ou  au  volume  cherché.  La 
iélermination  d’un  angle  donné  par  une  de  ses  lignes  trigono- 
aiétriques  se  ramène  aussi  à celle  d’une  droite.  Nous  suppose- 
rons encore  que  toutes  les  lettres  désignent,  ainsi  (jue  x,  des 
ignés  droites. 

46— Formcle  rationnelle. — La  formule,  qui  donne  l’in- 
connue x,  doit  être  homogène  et  du  premier  degré;  elle  peut 
d’ailleurs  être  entière,  rationnelle  ou  irrationnelle.  Quand  elle 
est  entière  elle  a la  forme 

x = a — è-f-c. . ., 

et  on  obtient  la  longueur  x en  portant  à la  suite  l’une  de 
l’autre,  dans  un  sens  ou  dans  l’autre,  les  longueurs  a,  h,c.... 

La  formule  fractionnaire  la  plus  simple  est 

ab 

c " 

L’inconnue  est  une  quatrième  proportionnelle  que  l’on  con- 
struira par  deux  parallèles  ou  un  cercle. 

On  construira  de  même  la  formule 


abcd 

X = ,v  -,  ou  X 
a b' & 


a b cd 

«/Xt/Xtt’ 


par  une  série  de  quatrièmes  proportionnelles, 

cd  „ ir 
c 


I 


P: 


aS 

x=  ~- 


a 


A l’aide  de  la  construction  précédente,  un  monôme 
. J 

<J  fr'c^. 

encore  à la  forme  1 étant  une  longueur  quelconque 

d t une  ligne  déterminée  par  la  formule 


^ du  degré  m se  ramènera  à la  forme  ai ..,/,  ou 


l = 


CCI.  . .1 
^m— I 
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48  — CONSTRÜCTION  DES  RACINES  DE  l’ÉQUATION  DÜ  SECOMI 

DEGRÉ. — L'équation  du  second  degré  à une  seule  inconnue  se 
ramène  à la  forme  a:’-f-pa;-f-q  = o;  pour  qu’elle  soit  homo- 
gène, il  faut  que  la  quantité  p soit  du  premier  degré,  et  q du 
second  degré;  si  ces  quantités  sont  rationnelles  ou  irration- 
nelles du  second  degré,  on  pourra  construire  une  ligne  a 
équivalente  à la  première  et  un  carré  6*  équivalent  à la  seconde; 
et  l’équation  du  second  degré  présentera  l’une  des  (juatre  dis- 
positions suivantes  : 

a:’ 4- ax -+- 6*  = O, 

.T*-f-ax  — b-  = o, 

X*  — ax-\-b'  = o, 
x' — ax  — 6*  = o. 

Les  racines  de  la  première  et  de  la  seconde  équations  sont 
égales  à celles  de  la  troisième  et  de  la  quatrième,  prises  en 
signes  contraires;  il  suffit  donc  de  considérer  celles-ci;  or,  si 
on  les  met  sous  la  forme 


x{a  — x)  — b',  x[x  — a)  = b*, 

on  voit  qu’il  s’agit  de  construire  un  rectangle  équivalent  à un 
carré  è’,  et  dont  la  somme  ou  la  différence  des  côtés  soit  égale 
à une  ligne  donnée  a,  problèmes  que  l’on  résout  en  Géométrie 
élémentaire.  La  résolution  des  équations  et  la  construction 
des  formules  feraient  au  besoin  retrouver  les  solutions  de  la 
Géométrie. 

L’équation  bi-carrée  se  ramène  pareillement  à l’un  des  types 

x‘  -h  a&x* — c’  d*  = O, 
x‘  — abx^  -+-  c’  d*  = O, 
x‘  — abx-  — c-d‘  = o; 


car  il  est  inutile  de  considérer  l’équation  x‘-t-aèx*-t-c-d-  = o, 
qui  n’a  que  des  racines  imaginaires.  Si  l’on  pose  x'  = cz,  ces 
équations  deviennent 


, . ob  J,  , flô  , J,  . ab  ,, 

s*-t Z — d*  = o,  z’ z4-d*  = o,  Z* z — d’=o. 

c c c 


On  détermine,  comme  on  vient  de  le  dire,  les  racines  z de 
celles-ci,  puis  on  trouve  x par  une  moyenne  proportionnelle 
entre  c et  z.\ 
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Transformation  des  coordonnées. 


Quand  on  connaît  Téqualion  d’iine  ligne  par  rapport  à cer- 
Liines  coordonnées,  il  importe  de  pouvoir  en  déduire  l’équa- 
tion de  la  même  ligne  par  rapport  à d’autres  coordonnées. 

Pour  résoudre  cette  question  d’une  manière  générale,  il  faut 
trouver  des  formules  qui  ex  priment  les  coordonnées  d’un  point 
quelconque  du  plan  dans  un  certain  système,  au  moyen  des 
coordonnées  du  même  pointdans  un  autre  système.  Ces  for- 
mules sont  utiles  aussi  dans  un  grand  nombre  d’autres  ques- 
tions. 

Nous  nous  occuperons  en  premier  lieu  de  la  transformation 
des  coordonnées  rectilignes  en  d’autres  coordonnées  rectilignes. 

DÉPLACEMENT  DE  l’oRIGINE. 

49 — Supposons  d’abord  que  l’on  remplace  les  deux  axes 
OX  et  OY  par  d’autres  axes  (VX'  et  (V  Y'  respectivement  paral- 
lèles aux  premiers  (lig.  aq)  et  de  même 
sens.  La  position  des  nouveaux  axes  sera 
déterminée  par  les  cordonnées  a et  6 de 
la  nouvelle  origine  O'  relativement  aux 
axes  primitifs.  Nous  appellerons  x ei  y 
les  coordonnées  d’un  point  quelconque  M 
Fig.  «t.  du  plan  relatives  aux  premiers  axes,  x' 

et  ^ les  coordonnées  du  même  point  relatives  aux  nouveaux 
axes.  Imaginons  qu’un  mobile  aille  du  point  O au  point  M en 
suivant  la  ligne  droite  OM  ou  la  ligne  brisée  OO'M,  et  pro- 
jetons ces  deux  chemins  sur  l’axe  OX  parallèlement  à OY.  La 
projection  de  la  droite  OM,  avec  le  signe  qui  lui  convient, 
est  l’abscisse  x du  point  M;  la  projection  de  la  droite  OO'  est 
•abscisse  a du  point  O';  la  projection  de  la  droite  O'M  sur  OX 
eu  sur  l’axe  parallèle  O'X'  est  la  nouvelle  abscisse  a/.  Les 
projections  des  deux  chemins  étant  égales  entre  elles,  on  a 
*=o-ha/.  En  projetant  sur  l’axe  OY,  on  a de  même  y = b-\-y'. 
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On  obtient  ainsi  les  deux  relations 

(i)  Æ = y=^-^y', 

entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  coordonnées  du  point  M. 
Ces  relations  sont  vraies,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M 
dans  le  plan.  On  en  déduit 

(a)  x'  = x — a,  y'=y  — &• 

CHANGEMENT  I)E  I.A  DIRECTION  DES  AXES. 

50 — Supposons  maintenant  que  l’on  change  la  direction 
des  axes  en  conservant  la  même  origine.  Nous  traiterons 

d’abord  un  cas  particulier  qui  se  pré- 
sente souvent  dans  la  pratique,  celui 
où  les  axes  des  deux  systèmes  sont 
rectangulaires.  Imaginons  que  l’on 
change  la  direction  des  axes  en  faisant 
‘ tourner  l’angle  droit  XOY  (fig.  3o) 

^'■8  d’un  certain  angle  a autour  de  l’ori- 

gine pour  l’amener  dans  la  position  X'OY',  et  considérons 
l’angle  a comme  positif,  si  la  rotation  s’effectue  de  OX  vers  OY, 
et  comme  négatif,  si  la  rotation  s’exécute  en  sens  inverse. 

Par  un  point  quelconque  M du  plan  menons  des  parallèles  MP 
et  MP'  aux  axes  OY  et  OY',  désignons  par  a;  et  y les  coordonnées 
du  point  M relatives  aux  premiers  axes,  et  par  et  y'  les  coor- 
données du  même  point  relatives  aux  nouveaux  axes.  Les  pro- 
jections des  deux  chemins  OPM,  OP'M  sur  un  a«e  quelconque 
sont  égales.  Projetons  ces  deux  chemins  d’abord  sur  l’axe  OX; 
la  projection  de  la  longueur  OP  est  cette  longueur  elle-même, 
prise  avec  le  signe  -t-  ou  le  signe  — , suivant  qu’elle  est  portée 
dans  la  direction  OX,  ou  dans  la  direction  opposée;  c’est,  dans 
tous  les  cas,  l’abscisse  x;  PM  étant  perpendiculaire  sur  OX,  sa 
projection  est  nulle;  la  projection  du  premier  chemin  se  réduit 
donc  à X,  Projetons  maintenant  le  chemin  OP'M;  et  d’abord 
projetons  le  premier  côté  OP';  si  la  longueur  OP'  est  portée 
sur  OX',  il  faut  la  multiplier  par  cosa,  ce  qui  donne  la  pro- 
jection OP'Xcosa;  si  cette  longueur  est  portée  en  sens  in- 
verse, il  faut  la  multiplier  par  cos  (a-t-ir),  ce  qui  donne 
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OP  X cos  (a Tv)  ou  — OP' X cos  a;  mais,  dans  le  premier 
<^s,  on  a a/  = OP',  dans  le  second  cas,  od  = — OP';  ainsi  la 
projection  du  côté  OP'  est  toujours  exprimée  par  x’  cos«. 
Considérons  le  second  côté  P'M;  s’il  est  dirigé  dans  le  sens 

TT 

OY',  il  fait  avec  OX'  l’angle  et  sa  projection  est 

P'M  X cos  s’il  est  dirigé  en  sens  inverse,  il  fait  avec 

OX  l’angle  «-f-  et  sa  projection  est  — P'M x cos  ; 

mais  on  a,  dans  le  premier  cas  ÿ'  = P'M,  dans  le  second  cas 
]f= — P'M;  ainsi,  la  projection  de  P'M  est  toujours  exprimée 

par  y'cos^a  + ^y  11  en  résulte  que  le  chemin  OP'M  a pour 

projection  a/cosa  + y'cos^a-|-^^.  ou  a;'cosa  — ysina.  En 

égalant  les  projections  des  deux  chemins  OPM,  OP'M,  on  ob- 
tient la  relation  x = jr'cosa  — j/'sina. 

Projetons  ensuite  les  deux  chemins  sur  l’axe  OY.  La  projec- 
tion de  OP  est  nulle;  celle  de  PM,  prise  avec  le  signe  conve- 
nable, est  y;  ainsi  la  projection  du  premier  chemin  se  réduit 
à y.  Les  deux  directions  OX'  et  OY'  font  avec  OY’  les  angles 

— -H  a et  (X,  ce  qui  donne  pour  la  projection  du  second  che- 
min ar' cos  ^ ^ + »/' cos  a,  ou  .r' sina -|- y' cosa,  et  l’on 

a la  relation  i/  = a:' sina-t-  // cosa.  On  obtient  ainsi  les  for- 
mules 

(3)  x = a/cosa  — y'sina,  »/ = sina-l-y' cosa, 

qui  expriment  les  anciennes  coordonnées  en  fonction  des  nou- 
velles. 

51 — Occupons-nous  maintenant  de  la  question  générale. 
Soient  OX  et  OY  deux  axes  quelconques  faisant  entre  eux  un 
angle  0,  OX'  et  OY’'  deux  nouveaux  axes  dont  on  définit  les 
directions  par  les  angles  a et  p qu’ils  font  avec  OX  (fig.  3i);  on 
convient  de  regarder  les  angles  a et  p comme  positifs,  quand 
une  droite  mobile  les  décrit  en  tournant  de  OX  vers  OY,  et 
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comme  négatifs,  quand  la  droite  tourne  en  sens  contraire.  Par  j 
R'  un  point  M quelconque  du  plan  me- 

T\  ■ ; ' nons  les  droites  MP  et  MP'  respective- 

\!  ^ ment  parallèles  aux  axes  OY  et  OY'. 

i / / Pour  avoir  Æ,  nous  projetterons  les 

' ^'/p  I'  deux  chemins  OPM,  OP'M  sur  une 

direction  OH  perpendiculaire  à OY, 

' et  telle  qu’une  droite,  partant  de  la 
position  OY,  tourne  d’un  angle  égal  à 

li  77 

- de  OY  vers  OX  pour  arriver  à la 


position  011.  La  direction  OX  faisant  avec  OH  l’angle  — 0, 

et  la  direction  OY  étant  perpendiculaire  à OH,  la  projec- 
tion du  premier  chemin  se  réduit  à aüsinÔ.  La  direction 
OX'  fait  avec  OH  un  angle  égal  à l’angle  HOX,  augmenté 

de  l’angle  XOX',cequi  fait  + de  même,  la  direc- 
tion OY'  fait  avec  OH  un  angle  égal  à ~ + Pi  on  “ <^onc 

pour  la  projection  du  second  chemin 

aj'  cos  0 — 6 H-  H-  j/  cos  — 9 -t-  . 

ou  .r'sin  (9  — a)H-  j/'sin  (0  — P), 

i 

ce  qui  donne  la  relation 

a;  sin9  = x'  sin  (9  — o)  H-  j/'  sin  (9  — p). 

Pour  avoir  y,  projetons  les  deux  chemins  OPM,  OF M sur  une 
direction  OK  perpendiculaire  à OX,  et  telle  qu’une  droite, 

partant  de  la  position  OX,  tourne  d’un  angle  égal  à ^de  OX 

vers  OY  pour  arriver  à la  position  OK.  La  direction  OX  étant 
perpendiculaire  à OK  et  la  direction  OY  faisant  avec  cette 

droite  l’angle  — projection  du  premier  chemin  se 

réduit  à ÿsin9.  Les  angles  que  les  directions  OX'  et  OY'  font 
avec  OK  sont  égaux  aux  angles  qu’elles  font  avec  OX,  diminués 

de  ce  qui  donne  projection  du 
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second  chemin  est  doue  a/cos^ — + ÿ' cos  ^ 
ou  a/  sin  a -f-  y'  sin  fi,  et  l’on  a la  relation 

y sin  6 = a'  sina  -t-  y^  sin  [i. 

On  obtient  ainsi  les  deux  formules 

sin  (9  — at)  + y^  sin  (0  — fl) 

sin9  ’ 

a/ sina -1- y' sin  fi 
sin  6 

pour  la  transformation  des  coordonnées  obliques  en  d’autres 
coordonnées  obliques. 

On  en  déduit  facilement  des  formules  servant  à revenir  des 
nouveaux  axes  aux  anciens.  L’angle  des  nouveaux  axes  est 
^ — a;  les  axes  OX  et  OY  font  avec  OX'  les  angles  — a et  6 — a; 
il  suffit  donc,  dans  les  formules  précédentes,  de  remplacer  9 
par  fl  — a,  a par  — a,  ^ par  9 — a,  ce  qui  donne 

a"  sin  fH-  y sin  (fl  — 9) 
sin  ([i  — a) 

— a;  sin  a 4-  y sin  (9  — a) 
sin  (fi  — a) 

53 — On  déduit  de  ces  formules  générales  quelques  formules 
particulières  qu’il  est  bon  de  connaître. 

1“  Cas  où  les  axes  primitifs  sont  rectangulaires.  Dans  ce  cas 

un  a 9 = - > et  les  formules  (4)  se  réduisent  à 
2 

j a:  = a/ cos  a +■  y' cos  fl, 
l y = a/ sin  a 4- y' sin  fl. 

2°  Cas  où  les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires.  Supposons 

,j  = a4-^'»  les  formules  (4)  deviennent 

x'  sin  (9  — g)  — cos  (9  — a) 
sin9 

ay  sina4-y  cosa 
si  11  9 
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415 

On  pourrait  supposer  aussi  [i  = a — ce  qui  revient  à 

changer  le  sens  de  l’axe  OY',  et,  par  conséquent,  le  signe  dey 
dans  les  formules  (7). 

3°  Cas  où  les  deux  systèmes  d’axes  sont  rectangulaires.  Si, 
dans  les  formules  (6),  on  suppose  = on  obtient 'les 

formules  (3)  déjà  trouvées, 

( x = a/cosa  — î/sina, 

[ y = x‘  sma  + ycosa. 

On  les  obtiendrait  aussi  eu  supposant  dans  les  formules  (7) 

h = -. 

2 

TRANSFORMATION  GÉNÉRALE. 

«j»3 — Supposons  que  l’on  change  à la  fois  l’origine  et  la  di- 
rection des  axes.  On  déterminera  le 
nouveau  système  d’axes  par  les  coor- 
données a et  fl  de  la  nouvelle  origine 
. relativement  aux  anciens  axes,  et  par 

les  angles  a et  [i  que  font  les  nouveaux 

/“  * axesO'X'etCKY'avecl’axeOX(fig.  32). 

Fig.  33.  Par  le  point  O'  menons  deux  axes  O'  X, 

et  O Y,  respectivement  parallèles  à OX  et  OY.  On  a,  d’une  part, 

x = a-hx,,  y — b-hy,-, 
d’autre  part,  en  vertu  des  formules  (4), 

a^sin(9  — a)-{-y'sin(6  — jü)  _ ;r'sina-|-y/,’sin[i_ 

sin6  ’ sinf)  ’ 

on  eu  déduit  les  formules  générales  de  transformation 

a/  sin  (0  — a)  -f-  y'  sin  (9  — 
sinO 

a/ sin  « + sin}:! 
smô 

Nous  remarquerons  que  les  coordonnées  anciennes  x et  y 
s’expriment  par  des  fonctions  du  premier  degré  au  moyen  des 
coordonnées  nouvelles  x'  et  y'. 


V x = a-+ 
(8)  ] 

f = 
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IR.\>SFORM.\TION  DES  COORDONNÉES  RECTILIGNES  EN  COORDONNÉES 

POLAIRES. 

54— Soient  OX  et  OY  deux  axes  rectangulaires;  prenons 
l'origine  pour  pôle,  et  l'axe  des  x pour 
axe  polaire  (fig.  33);  eu  projetant  la  droite 
OM  sur  Taxe  OX  et  sur  l'axe  OY,  on  obtient 
les  relations 

(y)  Æ!=pcosw,  ÿ=psintü. 

On  passera  réciproquement  des  coordon- 


\ 

1 

1 

,/! 

M 

0;  1 

P X 

Fig.  33. 


nées  polaires  aux  coordonnées  rectilignes  à l’aide  des  formules 

« 


Nous  avons  fait  plusieurs  transformations  de  celte  sorte, 
quand  nous  avons  cherché  les  équations  en  coordonnées 
rectilignes  de  la  cissoïde,  du  limaçon  de  Pascal  et  de  la  rosace 
(ir  29, 35,  39). 

DISTANCE  DE  DEUX  POINTS.  / 

55 — Supposons  d’abord  les  axes  rectangulaires  et  cher- 
chons la  distance  de  l’origine  à un  point  M 
dont  nous  appelons  x ei  y les  coordonnées  ; 
dans  le  triangle  rectangle  OPM  (tîg.  34),  on  a 

ÜM*  = ÔP‘-4-PÂÎ*  = x*+2/*, 

d,  !■  \ 

Fig.  :n.  quelle  que  soit  la  position  du  point  M dans  le 
plan;  d'où  l'on  déduit,  en  désignant  par  l la  distance  OM, 


I 

I , 

i 


(10)  l = -H  y-. 

Cherchons  maintenant  la  distance  des  deux  points  M et  M^, 
situés  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan;  nous  appelons 
I X et  y les  coordonnées  du  point  M,  01^  et 

y'  celles  du  point  M'  jiar  rapport  aux  axes 
rectangulaires  OX,  OY.  Par  le  point  M 
(fig.  33)  menons  des  axes  MX^  MY',  paral- 
lèles aux  axes  proposées;  les  coordonnées 
du  point  M'  relatives  à ces  nouveaux  axes 
sont  égales  kod  — x,  y'  — y,  ew  vertu  des 


•M' 


Fig.  35» 
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formules  (2)  du  11“  4y-  La  distance  l de  la  nouvelle  origine  M 
au  point  SE  sera  donc,  d’apres  la  formule  (lo). 


(11)  l = yi(x'  — xf-h{!/  — yy. 

50 — Nous  avons  supposé  jusqu’à  présent  les  axes  rectangu- 
laires. Quand  les  axes  sont  obliques  et  font  entre  eux  l’angle  0, 

l’expression  de  la  distance  est  un 
peu  plus  compliquée.  Cherchons 
d’abord  la  distance  de  l'origine  O à 
un  point  quelconque  SI  du  plan. 
Dans  le  triangle  OPM  (fig.  36),  quelle 
que  soit  la  position  du  point  M, 


ou  a 


l' IC . 


1>M‘  — 2 . OP . PM  .cos OPM. 


Quand  le  point  M est  silué  dans  l’angle  YOX,  les  coordonnées 
X et  y de  ce  point  sont  égales  à + OP  et  à 4-  PM,  et  l’angle  OPM 
est  le  supplément  de  l’angle  6;  on  a donc 

(12)  /=^x*-hy'-l-2xy  cüsO. 

Si  le  point  SI  est  situé  dans  l’angle  Y' OX',  les  coordonnées  xely 
étant  égales  à — OP  et  à — PM,  et  l’angle  OPM  le  supplément 
de  0,  on  obtient  la  même  formule  {12).  Quand  le  point  M est 
situé  dans  l’un  des  angles  YOX',  Y'OX,  l’angle  OPM  est  égal  à 6, 
mais  l’une  des  coordonnées  est  positive,  l’autre  négative,  ce 
qui  reproduit  encore  la  formule  (12).  Celle  formule  est  donc 
générale. 

Pour  avoir  la  distance  de  deux  points  M et  SI',  on  imaginera 
comme  précédemment  par  le  point  SI  des  axes  parallèles  aux 
premiers,  et  on  obtiendra  la  formule 


(i3)  l = \f(^ 

57-On  a 


l'ig.  37 


— x)*-|-(y'  — y)*-f-2(x'  — x)  (y'  — y)  cos9. 

souvent  besoin  des  coordonnées  du  point  qui 
partage  dans  un  rapport  donné  la  droite 
qui  joint  deux  points  donnés.  Appelons 
X et  y,  a/  et  y'  les  coordonnées  des  deux 
points  donnés  M et  SI'  (fig.  37),  et  dési- 
gnons par  X,  et  y,  les  coordonnées  du 
point  SI,  qui  pailagc  la  droite  M.M'  en 
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deux  segments  tels  que  l’on  ait  Si  l’on  transporte 

les  axes  parallèlement  à eux-mêmes  au  point  M,  les  coordonnées 
nouvelles  du  point  M'  et  du  point  M,  seront  sd  — x,  yf  — y et 
X,  — X,  y,  — y.  Les  différences  x,  — x et  x'  — x,  ou  y,  — y 


lit  y'  — y>  ont  le  même  signe;  leur  rapport  est  égal  à 


ou 


m! 

m-hm’’ 


on  a donc 


x^—x  _ y^  — y _ m'  . 
x'  — X y'  — y 


d’où 


mx  + ni'  x'  my  -I-  m' y' 

m + m'  ’ m-hm' 


On  peut  se  proposer  plus  généralement  de  chercher  sur  une 
droite  MM'  un  point  tel  que  le  rapport  de  scs  distances  aux 
deux  points  M et  M'  soit  égal  au  rapport  de  m'  et  m.  Envisagée 
de  ce  point  de  vue,  la  question  présente  deux  solutions;  les  for- 
mules précédentes  se  rapportent  au  cas  où  le  point  M,  est  placé 
entre  les  deux  points  M et  M';  mais  il  y aune  seconde  solution  : 
supposons,  par  exemple,  m' plus  grand  que  m;  on  peut  trouver 
sur  le  prolongement  de  la  droite  MM',  au  delà  du  point  M',  un 

point  M,  tel  que  l’on  ait  Appelons  x,  et  y,  les  co- 

ordonnées de  ce  point;  on  aura,  comme  précédemment, 

a?,—  X _ y,—  y _ M,M  _ m'  . 
x'  — X y'  — y MM'  m'  — m’ 


on  déduit  ces  formules  des  précédentes  en  changeant  le  signe 
de  l’une  des  quantités  m et  m'.  On  aura  donc 


X, 


m'x' — mx  m'y'  — my 

m'  — m ’ m!  — m 


Uuand  les  deux  quantités  met  m'  sont  égales,  le  point  M, 
devient  le  point  milieu  de  MM'  et  a pour  coordonnées 

X4-X'  y-+-y' 

x,  = . Vi  = - — 


Le  point  M,  s’éloigne  à l’inûni. 


CLASSIFICATION  DES  LIGNES. 

On  emploie  surtout  les  coordonnées  rectilignes  pour 

BR.  ■4 
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l’étude  des  propriétés  générales  des  lignes  planes.  Dans  ce 
système,  on  classe  les  lignes  de  la  manière  suivante  : on  dis- 
tingue d’abord  les  lignes  en  lignes  algébriques  et  en  lignes 
transcendantes,  suivant  que  les  équations  qui  les  représentent 
sont  algébriques  ou  transcendantes.  Une  équation  est  dite  al- 
gébrique lorsque  les  cordonnées  a;  et  y n’y  entrent  qu’affectées 
des  signes  d’opérations  algébriques.  Mais,  si  l’une  des  coordon- 
nées entre  sous  un  signe  transcendant,  comme  un  sinus,  un 
logarithme,  etc.,  l'équation  est  dite  transcendante.  On  peut 
toujours  mettre  les  équations  algébriques  sous  la  forme  en- 
tière, en  faisant  disparaître  les  radicaux  et  les  dénominateurs. 

On  classe  ensuite  les  lignes  algébriques  d’après  le  degré  de 
leurs  équations.  Leslignesdu  premier  degré  sontcellesqui  sont 
représentées  par  des  équations  du  premier  degré  en  a;  et  y;  l’é- 
quation du  second  degré  donne  les  lignes  du  second  degré,  etc. 

11  est  aisé  de  voir  que  le  degré  d’une  ligne  reste  le  même, 
quelle  que  soit  la  position  des  axes  des  coordonnées  dans  le 
plan.  En  effet,  soit  f(x,  y)  = o l’équation  d’une  ligne  rappor- 
tée à de  certains  axes  OX  et  OY,  m le  degré  de  celte  équation 
supposée  entière  (dans l’évaluation  du  degré,  on  ne  tient  compte 
que  des  coordonnées  x et  y).  Pour  rapporter  celte  ligne  à 
d’autres  axes  CKX'  et  D'Y',  on  substituera  à a:  et  y dans  l’é- 
quation les  valeurs  données  par  les  formules  de  transforma- 
tion (8);  ces  formules  étant  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coordonnées  x'  et  y',  il  est  impossible  que  l’équation  en 
x'  et  ly  soit  d’un  degré  plus  élevé  que  m.  Elle  ne  sera  pas  non 
plus  d’un  degré  moindre;  car  alors  la  transformation  inverse 
élèverait  le  degré,  ce  qui  est  impossible.  Ainsi,  la  nouvelle 
équation  est  du  même  degré  que  l’équation  primitive. 

Le  degré  d’une  ligne  indique  en  combien  de  points  au  plus 
la  ligne  peut  être  coupée  par  une  droite.  En  effet,  soit  m le 
degré  d'une  ligne,  f{oc,y)  = o l’équation  qui  la  représente 
lorsqu’on  prend  la  droite  sécante  pour  axe  des  x;  si,  dans  celte 
équation,  on  fait  y = o,  l’équation  en  x ainsi  obtenue  donnera 
les  abscisses  des  points  du  lieu  qui  ont  une  ordonnée  nulle, 
c’est-à-dire  les  points  communs  à ce  lieu  et  à l’axe  des  x.  Quand 
le  premier  membre  de  l’équation  n’est  pas  identiquement  nul. 
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îomme  il  est  au  plus  du  degré  m,  l’équation  n’a  pas  plus  de  m 
acines,  et,  par  conséquent,  la  droite  a au  plus  ni  points  com- 
nuns  avec  la  ligne.  Si  l’équalion  était  vérifiée  par  plus  de  m 
râleurs  de  x,  le  premier  membre  serait  identiquement  nul,  et, 
par  conséquent,  la  droite  entière  ferait  partie  du  lieu;  dans  ce 
:as,  le  polynôme  \{x,  y)  devenant  identiquement  nul,  quand 
an  y fait  y = o,  contiendrait  y en  facteur  et  l’équation /'(x,ÿ)=o 
se  décomposerait  en  deux,  l’une  y = o du  premier  degré, 
l’autre  du  degré  m — i . 

D’après  cela,  les  lignes  du  premier  degré,  ne  pouvant  être 
coupées  par  une  droite  en  plus  d’un  point,  sont  des  lignes 
droites.  Les  lignes  du  second  degré  ne  peuvent  être  coupées 
par  une  droite  en  plus  de  deux  points;  celles  du  troisième 
degré  en  plus  de  trois  points.  Le  cercle,  l’ellipse,  l’hyperbole 
et  la  parabole  sont  des  courbes  du  second  degré  (n°’  ii,  I9, 
23,  26);  ces  courbes  peuvent  être  coupées  en  deux  points  par 
des  droites.  La  cissoïde  et  la  stropboïde  (n“*  29  et  82)  sont  du 
troisième  degré;  ces  courbes  peuvent  être  coupées  en  trois 
points  par  des  droites.  Le  limaçon  de  Pascal  (n«  35)  est  du 
quatrième  degré,  la  rosace  à quatre  branches  (n“  3g)  du  sixième 
degré. 

Nous  étudierons  d’abord  les  lignes  du  premier  degré,  puis 
celles  du  second  degré,  et  ensuite  les  lignes  d’un  degré  quel- 
conque. 

Quand  on  dit  qu’une  équation  algébrique  entière  du  degré  m 
représente  une  courbe  du  degré  m,  on  suppose  que  le  premier 
membre  n’est  pas  décomposable  en  un  produit  de  facteurs  en- 
tiers; autrement  l’équation  représenterait  deux  ou  un  plus 
grand  nombre  de  lignes  d’ordres  inférieurs.  Ainsi,  par  exemple, 
une  équation  du  second  degré,  dont  le  premier  membre  est  le 
produit  de  deux  facteurs  entiers  du  premier  degré,  représente 
deux  lignes  du  premier  degré,  c’est-à-dire  deux  droites.  De 
môme,  une  équation  du  troisième  degré  peut  représenter  trois 
droites,  ou  une  ligne  du  second  degré  avec  une  ligne  droite. 
C’est  pourquoi  certaines  propriétés  des  lignes  de  l’ordre  m 
s’appliquent  au  système  de  m droites,  c’est-à-dire  au  polygone 
de  m côtés. 
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CHAPITRE  I. 

Ligne  droite. 

CONSTRUCTION  DE  l’ÉQUATION  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

59— L’équalion  générale  du  premier  degré  entre  les  deux 
variables  x et  y est  de  la  forme 

(i)  Aa;-t-By-f-C  = o. 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  la  ligne  représentée  par 
celte  équation,  ne  pouvant  être  coupée  par  une  droite  en  plus 
d’nn  point,  est  nécessairement  droite.  Nous  démontrerons  di- 
rectement que  cette  équation  représente  une  ligne  droite. 

11  est  impossible  que  les  deux  coeftlcients  A et  B des  varia- 
bles soient  nuis  à la  fois;  car  alors  il  faudrait  que  l’on  eût 
C = O,  et  réquation  se  réduirait  à une 
identité.  Mais  il  peut  arriver  que  l’un  des 
coefficients  soit  nul;  si,  par  exemple,  le 
coefficient  A est  nul,  l’équation  se  réduit 
X à la  forme  By-i-C  = o ou  y = 6.  Celte 
Fig.  :j8.  équation  représente  le  lieu  d’un  point  M 

dont  l'ordonnée  MP  est  constante  et  égale  à b,  quelle  que  soit 
l’abscisse  OP;  c’est  une  droite  G'G  parallèle  à l’axe  OX  (lig.  38); 
on  l’obtient  en  portant  sur  l’axe  OY,  à partir  de  l’origine,  une 
longueur  OB  égale  à la  valeur  absolue  de  b,  dans  un  sens  ou 
dans  l’autre,  suivant  le  signe  de  b,  et  menant  par  le  point  B 
une  parallèle  G'G  à l’axe  OX.  En  particulier,  l’équation  y = o 
représente  l’axe  OX  lui-même. 

Lorsque  le  coefficient  B est  nul,  l’équation  se  réduit  à 
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Aj-t-C  = o,  ou  x = a.  Celte  équation  représente  le  lieu  du 
point  M dont  l’abscisse  MQ  est  constante  et 
égale  à a,  quelle  que  soit  l’ordonnée  OQ; 
c’est  une  droite  H'H  parallèle  à l’axe  OY 
(fig.  39);  on  l’obtient  en  portant  sur  l’axe 
OX,  à partir  de  l’origine,  une  longueur  OA 
égale  à la  valeur  absolue  de  a,  dans  un  sens 
Fig.  39.  ou  dans  l’autre,  suivant  le  signe  de  a,  et 
menant  par  le  point  A une  parallèle  H'H  à l’axe  OY.  En  parti- 
culier, l’équation  a:  = o représente  l’axe  OY. 

Lorsque  le  coefficient  B n’est  pas  nul,  on  peut  diviser  par  B 
et  mettre  l’équation  sous  la  forme 


ni  (2)  y = ax  + b. 


en  posant,  pour  abréger,  o = — g»  b =—  jj- 

Considérons  d’abord  le  cas  particulier  où  b = o,  ce  qui  ré 
duit  l’équation  à la  forme 


y = ax, 


a. 


Si  a est  un  nombre  positif, 


tous  les  points  du  lieu,  ayant 
leurs  coordonnées  de  même 
signe,  se  trouvent  dans  l’angle 
YOX,  ou  dans  son  opposé  par 
le  sommet  Y'OX'  (fig.  40).  Pre- 
nons une  abscisse  quelconque 
OP,  et  par  le  point  P menons 
une  parallèle  à l’axe  des  y;  on 
pourra,  sur  cette  parallèle, 
trouver  un  point  M tel  que 
MP 

l’on  ait 


sera  un  point  du  lieu.  Soient  M,  M',  M", ...  divers  points  du 
lieu  construits  de  celte  façon  ; des  rapports  égaux 


MP  M' F — M"P" 
OP“  OF  —OP" 
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il  résulte  que  les  triangles  OPM,  OP'M^  OP"»!", ...  sont  sem- 
blables, et  que,  par  suite,  les  angles  MOP,  M'OP',  M"OP^',  . . . 
sont  égaux;  donc  les  poinis  M,  M',  M", . . . sont  tous  placés  sur 
une  même  droite  A' A,  passant  par  l’origine.  Si  l’on  fait  varier 
X d’une  manière  continue  de  — oo  à -l-oo , le  point  M se  meut 
d’un  mouvement  continu  et  décrit  la  droite  indéflnie  k'k. 

Lorsque  o est  négatif,  tous  les  points  du  lieu,  ayant  leurs 
coordonnées  de  signes  contraires, 
sont  situés  dans  les  angles  Y'OX  et 
YOX'  (fig.  4i).  Soient  M,  M',  M'',  . .. 
^ différents  points  du  lieu;  des  rela- 
tions 

MP  M^P'  — M"P' 

_Op— _0F~  OP" 

Fig.  41. 

on  conclut,  comme  précédemment,  que  tous  ces  points  sont 
sur  une  même  droite  k'k  passant  par  l’origine.  Ainsi,  dans 
tous  les  cas,  l’équation  y = ax  représente  une  ligne  droite  A'k 
passant  par  l’origine. 

Revenons  maintenant  à l’équation  yz=ax-\-b.  Si  l’on  com- 
pare les  deux  équations  y = ax-\-b  et  y — ax,  on  voit  que  les 
ordonnées  correspondantes  à une  même  abscisse  diffèrent 
d’une  quantité  constante  b;  on  augmentera  donc  ou  l’on  dimi- 
nuera, suivant  le  signe  de  b,  les  ordonnées  de  tous  les  points 
de  la  droite  A'A  de  longueurs  MN,  M'N',  M"N", ...  égales  à la 
valeur  absolue  de  b (flg.  4o);  les  points  N,  N',  N'',...  ainsi 
obtenus  forment  évidemment  une  droite  B'B  parallèle  à k'k. 

H résulte  de  ce  qui  précède  que  toute  équation  du  premier 
degré  entre  les  deux  variables  x et  y représente  une  ligne 
droite. 

60— Nous  ferons  voir  que,  réciproquement,  toute  ligne 
droite  est  représentée  par  une  équation  du  premier  degré. 
Si  la  droite  est  parallèle  à l’axe  OX,  comme  tous  ses  points 
ont  même  ordonnée,  son  équation  est  de  la  forme  y = b 
(fig.  38).  Si  elle  est  parallèle  à l’axe  OY,  tousses  points  ayant 
même  abscisse,  son  équation  est  de  la  forme  x = a (fig.  89).  Si 
la  droite  passe  par  l’origine,  elle  occupe  l’une  des  deux  posi- 
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lions  indiquées  dans  les  figures  4o  et  4i,  et  les  triangles  sem- 
blables donnent 

MP  M'P'  — M"P"_ 

oF'"ôF"  -OP 

MP  MF  _-M"P"_ 

Z7ÔP“"  — OP“  OP" 

Si  l’on  appelle  a ce  rapport  constant,  l’équation  de  la  droite 
est  - = a ou  M = ax.  Supposons  enfin  que  la  droite,  sans  être 

X 

parallèle  à l’un  des  axes,  ne  passe  pas  par  l’origine  (fig.  4»); 
une  parallèle  à celte  droite  menée  par  l’origine  aura  pour 
équation,  d’après  ce  qui  précède,  y = ax;  or,  l’excès  de  1 or- 
donnée de  la  droite  proposée  sur  l’ordonnée  correspondante 
de  la  parallèle  est  une  quantité  constante  b;  donc  la  droite 
proposée  a pour  équation  y — ax-hb. 

SIGNIFICATION  DES  COEFFICIENTS. 

01_L’équation  de  toute  droite  non  parallèle  à l’axe  des  y 
peut  être  mise  sous  la  forme 

y = ax-hb. 

La  constante  b est  l’ordonnée  du  point  H (fig.  4®)  où  la  droite 
coupe  l’axe  des  y;  on  l’appelle  ordonnée  à l origine. 

La  constante  a ne  dépend  que  de  la  direction  de  la  droite; 
elle  est  la  même  pour  toutes  les  droites  parallèles;  on  l’appelle 
coefficient  angulaire  ou  de  direction.  Menons  par  l’origine  une 
demi-droite  OA  parallèle  à la  droite  proposée  et  située  par  rap- 
port à l’axe  X'X  du  même  côté  que  la  demi-droite  OY.  Appe- 
lons 6 l’angle  des  axes,  a l’angle  de  OA  avec  OX,  angle  qui 
peut  varier  de  o à ir;  on  a,  dans  la  disposition  de  la  figure  4o» 

ÿ _ MP  _ sin MOP  _ sina 
® X OP  sinOMP  sin  (0  — a) 

et,  dans  celle  de  la  figure  4i, 

y MP  sinMOP  _ sina  . 

ZTÔp  — — sinOMP~  — sin(a  — 6)  sin  (6  — a)’ 
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on  a donc,  dans  tous  les  cas, 

sina 


(3) 


= a. 


sin  (ô  — a) 

Quand  les  axes  sont  rectangulaires,  cette  relation  se  réduit  à 


(4)  tanga  = a. 


et  détermine  l’angle  a,  que  fait  avec  l’axe  OX  la  direction  OA. 

Quand  les  axes  sont  obliques,  de  la  relation  (3)  on  déduit  la 
formule 


(3) 


tanga 


asin9 
I -l-acos9’ 


Cette  formule  n’étant  pas  calculable  par  logarithmes,  pour  ob- 
tenir l’angle  a au  moyen  des  tables,  on  la  transforme  de  la 
manière  suivante.  On  a,  en  effet, 

a — lésina  — sin  (6  — a) 

o-f-i  sinaH-sin(9  — a)  , 9 ’ 

tang- 

d’où  (6)  tang(^a  — ®^  = |^tang®- 

OS — Lorsqu’on  veut  construire  la  droite  représentée  par 
une  équation  du  premier  degré  à coefficients  numériques,  on 
cherche  ordinairement  les  points  où  elle  coupe  les  axes,  et  on 
fait  passer  une  droite  par  ces  deux  points. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  zx  — 3y  = 5;  pour  y = o,  on 
a 37  = 1;  pour  x = o,  f ; on  portera,  à partir  de  l’origine 
sur  l’axe  des  x,  la  longueur  | dans  la  direction  OX,  sur  l’axe 
des  y la  longueur  dans  la  direction  OY'. 

Quand  l’équation  ne  renferme  pas  de  terme  constant,  la 
droite  passe  par  l’origine.  On  en  détermine  un  second  point, 
en  donnant  à x une  valeur  particulière;  soit,  par  exemple, 
l’équation  2ÿ-4-3a:  = o;  l’équation  étant  vérifiée  pour  a:  = o, 
y — O,  la  droite  passe  par  l’origine;  si  l’on  fait  a;  = 2,  on  a 
y = — 3;  construisant  le  point  qui  a pour  coordonnées  x = 2, 
y= — 3,  on  obtiendra  un  second  point  que  l’on  joindra  à 
l’origine. 
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63—  L’équation  générale  de  la  ligne  droite 

Aa:  + B,?/-t-C  = o 

renferme  deux  coefficients  ou  paramètres  arbitraires;  car  on 
peut  diviser  l’équation  par  l’un  des  coefficients,  et  il  restera 
les  rapports  des  deux  autres  coefficients  à celui  par  lequel  on  a 
divisé.  Quand  on  met  l’équation  sous  la  forme  y = ax-hb,  ces 
deux  paramètres  sont  a et  b.  Pour  fixer  la  position  de  la  ligne 
droite  dans  le  plan,  il  faudra  donner  les  valeurs  des  deux 
paramètres,  ou  deux  équations  entre  ces  deux  paramètres  ser- 
vant à déterminer  leurs  valeurs. 

PROBLÈME  I. 

64—  Trouver  l'équation  générale  des  droites  qui  passent  par 
un  point  donné. 

Appelons  x*  et  y'  les  coordonnées  du  point  donné  M.  L’équa- 
tion d’une  droite  quelconque  est 

y = ax-\-b. 

Pour  que  cette  droite  passe  par  le  point  M,  il  faut  que  les  coor- 
données de  ce  point  vérifient  l’équation  de  la  droite;  si  donc 
on  remplace  les  coordonnées  variables  x et  y par  les  coordon- 
nées 3/  et  y'  du  point  M,  on  aura  l’équation  de  condition 

i/  = aa/  + b. 

Celte  relation  entre  les  deux  paramètres  o et  6 détermine  l’un 
d’eux  en  fonction  de  l’autre,  par  exemple  le  paramètre  b en 
fonction  de  a;  en  remplaçant  dans  l’équation  de  la  droite  b 
par  sa  valeur  if  — ax'  tirée  de  l’équation  de  condition,  on  ob- 
tient l’équation 

(7)  V — y'  — a {x  — x^). 

L’équation  (7),  dans  laquelle  le  coefficient  angulaire  a est  arbi- 
traire, représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  M. 
Quand  on  fait  varier  le  paramètre  a,  la  droite  tourne  autour 
du  point  M. 

Nous  avons  supposé  que  toute  droite  est  représentée  par 
une  équation  de  la  forme  y = ax-i-b,  quelle  que  soit  sa  posi- 
tion dans  le  plan.  Cependant  il  y a une  exception,  c’est  lorsque 
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la  droite  est  parallèle  à Taxe  des  y;  car,  dans  ce  cas,  le  coeffi- 
cient angulaire  a est  infini,  ainsi  que  l’ordonnée  à l’origine  6. 
Cependant,  si  dans  l’équation  (7)  on  remplace  a parle  rapport 

Kïi 

-f  qu’on  mette  Téquation  sous  la  forme 
n{y  — y')  = m{x  — x/), 

et  qu’on  fasse  ensuite  n = o,  on  obtient  Téquation  x = xf,  qui 
représente  la  parallèle  à Taxe  des  y,  menée  par  le  point  M. 


PROBLÈME  II. 

«w  point  donné  mener  une  droite  parallèle  à une 
droite  donnée. 

Soit  y = ax-i-b  Téquation  de  la  droite  donnée  AB,  et 
y'  les  coordonnées  du  point  donné  M 
(fig.  42).  La  droite  demandée  devant 
passer  par  le  point  donné,  son  équation, 
comme  nous  l’avons  dit,  sera  de  la  forme 

y — yf  = a'[x—xf). 

Cette  droite  devant  être  parallèle  à la 
droite  AB,  son  coefficient  angulaire  a'  sera  égal  au  coefficient 
angulaire  o de  la  droite  AB;  on  aura  donc  a'  — a,  et  la  pa- 
rallèle demandée  CD  sera  représentée  par  Téquation 
y — i/  — a{x  — x'). 


PROBLÈME  III. 


06 — Mener  une  droite  par  deux  points  donnés. 

Soient  M et  M'  (flg.  43)  les  deux  points  donnés,  x'  et  y'  les 
coordonnées  du  point  M,  x"  et  y''  celles 
du  point  M'.  La  droite  MM',  passant  par 
le  point  M,  est  représentée  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

(7)  y~y'  = a[x  — x'); 


il  s’agit  de  déterminer  le  coefficient  a,  de  manière  que  cette 
droite  passe  aussi  par  le  point  M'.  Il  faut  pour  cela  que  les  coor- 
données du  point  M'  vérifient  Téquation  (7),  ce  qui  donne  la 
relation 

t/'  — y'=a(x"  — x'), 
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On  voit  q»ie  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  MM'  est  égal  au 
rapport  de  la  différence  des  ordonnées  à la  différence  des  abs- 
cisses des  deux  points  donnés.  Si,  dans  l’équation  (7),  on  rem- 
place a par  sa  valeur,  on  obtient  l’équation  de  la  droite  MM', 


(8)  y — i = 


y"— y' 


{x—xf). 


équation  que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 

X — x' y — >/ 

a-” — x/  ~~  y"  — if 

Lorsque  le  point  M est  à l’origine,  on  a a'  = o,  y'  = o,  et 
l’équation  (8)  se  réduit  à 

y” 

'it  — " /r 


«X— Il  arrive  souvent  que  la  droite  est  définie  par  les  points 
ï/  A et  B où  elle  coupe  les  axes  (flg.  44);  ap* 

\ / pelons  a l’abscisse  du  premier  point,  b 

sk  l’ordonnée  du  second,  et  soit 

y Nv  Ax-f-By-f-C  = o 

jô  ô T l’équation  de  la  droite  cherchée.  Si  l’on  y 

/ fait  successivement  y = o et  x = o,  on  ob- 

Fig.  41.  tient  les  points  où  la  droite  coupe  les  axes; 

G C G C 

on  a ainsi  a = — t’  — d’où  A = » B = — r- En 

AB  a b 

remplaçant  A et  B par  leurs  valeurs,  on  met  l’équation  sous  la 

forme  simple 

, ^ X y 

<9* 


PROBLÈME  IV. 

AS — Trouver  le  point  d’intersection  de  deux  droites  données. 
Soient 

Ax-i-By-l-G  =0, 

A'x  ■+■  B'y  -f-  G'  = O, 
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les  équations  de  deux  droites  données  AB  et  CD  (fig.  4Ô),  M le 
point  d’intersection  de  ces  deux  droites. 
Le  point  M appartenant  à chacune  des 
droites,  ses  coordonnées  vérifient  à la  fois 
les  deux  équations;  si  donc  on  résout  ces 
deux  équations  simultanées  à deux  incon- 
nues X et  y,  on  obtiendra  les  coordonnées 
Fig.  45.  du  point  M, 

BC'  — CB'  CA'  — AC' 

^~AB'  — BA'’  '^“"AB'  — BA'’ 

Quand  le  dénominateur  AB'  — BA'  est  différent  de  zéro,  les 
formules  donnent  pour  xety  des  valeurs  finies  et  détermi- 
nées et  les  deux  droites  se  coupent  effectivement  en  un  point  M. 
Mais  quand  le  dénominateur  AB'  — BA'  est  nul,  sans  que  les 
numérateurs  le  soient,  on  obtient  pour  a;  et  ÿ des  valeurs 
infinies;  ceci  indique  que  les  deux  droites  proposées  sont  pa- 
rallèles; et,  en  effet,  dans  ce  casellesont  leurs  coefficients  angu- 

laires  égaux  — ^ = — ip.  Si  1 on  a » la  fois  ^ = ^.  les 
deux  numérateurs  sont  nuis  en  même  temps  que  les  dénomi- 
nateurs, et  les  valeurs  de  x et  de  y se  présentent  sous  la  forme 

il  y a indétermination,  et,  en  effet,  les  deux  droites  proposées 

A'  B'  C' 

coïncident;  car,  si  l’on  pose  — = — = 77  = A,  d’où  A'  = AA-, 

A D Ci 

B'  = BA,  C'=  CA,  que  l’on  remplace  dans  la  seconde  équation, 
et  que  l’on  divise  par  A,  cette  équation  devient  identique  à la 
première. 

PROBLÈME  V. 

69—  Trouver  l’équation  générale  des  droites  qui  passent  par 
le  point  d’intersection  de  deux  droites  données. 

Soient 

(10)  A a: -4- B // -+- C =0, 

(11)  A'x  -t-  B'y  -4-  C'  = O, 

les  équations  des  deux  droites  données.  On  pourrait  traiter  la 
question  en  cherchant  les  coordonnées  du  point  d'intersection 
des  deux  droites  par  la  résolution  des  équations  (10)  et  (i  i),  et 


Digilized  by  Google 


LIGNE  DROITE.  61 


faisant  passer  une  droite  quelconque  par  ce  point  (n°  64).  Mais 
on  arrive  au  même  résultat  par  une  marche  beaucoup  plus 
rapide. 

Si  l’on  ajoute  membre  à membre  les  deux  équations  (lo)  et 
(il),  après  avoir  multiplié  l’une  d’elles  par  une  quantité  arbi- 
traire on  obtient  une  équation  du  premier  degré 

(12)  (Aa?  “i— By C) -f- X (A’j7  = O, 

qui  représente  une  troisième  droite  passant  par  le  point  d’in- 
tersection des  deux  premières;  et,  en  effet,  les  coordonnées  de 
ce  point,  vériliant  à la  fois  les  deux  équations  (10)  et  (i  1),  an- 
nulent les  deux  parenthèses,  et,  par  conséquent,  satisfont  à 
l’équation  (12).  Cette  équation  (12],  dans  laquelle  le  coefficient  >. 
est  arbitraire,  représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  le 
point  d’intersection  des  deux  droites  données;  car,  on  peut 
déterminer  ce  coefficient  de  manière  que  la  droite  passe  par 
un  point  quelconque  M du  plan,  ayant  pour  coordonnées  x' 
et  y';  il  suffit  pour  cela  que  l’équation  de  condition 

(Ax'  -+-  By'  -4-  C)  -t-  ^ ( A'a/  -I-  By'  -4-  C'  = u 


soit  vérifiée,  ce  qui  donne 
(i3)  >.= 


Ax''-|-B//-)-C 
A a/ -H  B' y -h  C'’ 


Quand  on  fait  >.=0,  l’équation  (12)  devient  Ax  -4-  By  -t-  C = o; 

c’est  la  première  droite.  Si  l’on  remplace  ^ par  ^ » et  qu’après 

avoir  multiplié  par  n,  on  fasse  n = o,  on  a la  seconde  droite 
A'x-|-B'y-t-C'=o. 

Si,  dans  l’équation  (12),  on  remplace  X par  sa  valeur  (i3),  on 
obtient  l’équation 

Ax-t-By-4-C  _ A'x-l-B'y  H-C' 

Ax  -hby  + C “ A x' -HB'y' -4- C'’ 

qui  représente  la  droite  passant  parle  point  M et  le  point  d’in- 
tersection des  deux  droites  données.  Les  numérateurs  sont  les 
premiers  membres  des  équations  des  deux  droites  données,  les 
dénominateurs  les  valeurs  de  ces  polynômes,  quand  y on  rem- 
place X et  y par  les  coordonnées  du  point  donné.  On  reconnaît 
immédiatement,  à l’inspection  de  cette  équation,  que  la  droite 
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qu’elle  représente  passe  par  le  point  donné  et  par  le  point  d’in- 
tersection des  deux  droites  données. 

Une  équation  du  premier  degré  en  a;  et  y contenant  un  pa- 
ramètre arbitraire  >.  représente  uneinûnitéde  droites;  lorsque 
ce  paramètre  n’entre  qu’au  premier  degré  dans  l’équation,  on 
peut  mettre  l’équation  sous  la  forme  (12);  on  voit  alors  que 
toutes  les  droites  passent  par  un  même  point,  le  point  d’inter- 
section des  droites  (10)  et  (ii). 


PROBLÈME  VI. 


y O — Reconnaître  si  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

Soient  M,  M',  SF  les  trois  points  donnés,  x'  eti/  les  coordon- 
nées du  premier  point,  x"  et  1/  celles  du  second,  et  »/" 
^ celles  du  troisième  (fig.  46)-  Les  coeffi- 

/ cients  angulaires  des  droites  MM',  MM" 

/ . y"  — y'  y'"  — v'  , ■ 

/ les  trois  points  M,  M',  M"  sont  en  ligne 

7 droite,  les  deux  droites  MM',  MM"  coïn- 

Fig.  46.  cident,  leurs  coefficients  angulaires  sont 

égaux,  et  l’on  a la  relation 


y"—y'_y'"  — y‘ 

x"—a^~x<"  — 


X 


PROBLÈME  VU. 

7%.— Reconnaître  si  trois  droites  passent  par  un  même  point. 
Soient 

A X -j—  B g -f-  C = O, 

A'x  -t-  B' 1/  -H  C'  = O, 

A"a:-+-B"y  + C"=o, 

les  équations  des  trois  droites  données.  On  cherchera  le  point 
d’intersection  des  deux  premières  droites,  et  on  substituera 
les  coordonnées  de  ce  point  dans  la  troisième  équation. 

On  peut  aussi  traiter  la  question  par  une  autre  méthode. 
L’équation 

(A -t- X A')  Æ 4- (B  4- B')  y (C  + X C')  = O 
représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  d’inter- 
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section  des  deux  premières  droites;  si  la  troisième  droite  passe 
par  ce  point,  on  doit  pouvoir  déterminer  le  paramètre  1,  de 
manière  que  l’équation  précédente  représente  cette  troisième 
droite;  pour  que  deux  équations  représentent  une  même 
droite,  il  est  nécessaire  que  les  coefQcients  soient  proportion- 
nels; on  a ainsi  les  deux  relations 

A-h\A'  C-f-XC' 

~~F  ~ B"  “ G"  ’ 


à une  inconnue  L’élimination  de  cette  inconnue  conduit  à 
une  équation  de  condition. 

79 — Considérons,  par  exemple,  les  trois  médianes  d’un  tri- 
angle OâB  (ûg.  47)  ; prenons  le  sommet 
0 pour  origine,  les  deux  côtés  OA  et  OB 
pour  axes  des  coordonnées,  et  dési- 
gnons par  a et  6 les  deux  longueurs  OA 
et  OB.  La  médiane  AE,  coupant  les 

' axes  à des  distances  o et  - de  l'ori- 

Fig.  47.  , 2 

gine,  a pour  équation 


a;  2, y 


ï; 


de  même,  la  médiane  BF  a pour  équation 


2X 


a b 


Le  point  D,  milieu  de  AB,  a pour  coordonnées  OF  = ^*  OE  = 

la  droite  OD,  qui  va  de  l’origine  à ce  point,  est  représentée  par 
l’équation 

y 2=  - Æ. 
a 


En  résolvant  les  deux  premières  équations,  on  obtient  les 

coordonnées  ^ y — \'  point  d’intersection  G des  deux 

premières  médianes  AE  et  BF.  Ces  coordonnées  vériflant  la 
troisième  équation,  on  en  conclut  que  la  troisième  médiane 
passe  aussi  par  le  point  G. 
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On  voit  d’abord  immédiatement  que  les  trois  médianes  pas- 
sent par  un  même  point;  car,  si  l’on  retranche  les  deux  pre- 
mières équations  membre  à membre,  on  obtient  la  troisième. 

fS — Comme  exemple  de  trois  points  en  ligne  droite,  consi- 
dérons un  quadrilatère  OACB  (lig.  48);  si  l’on  prolonge  les 

quatre  côtés  indéfiniment 
on  forme  ce  qu’on  appelle 
un  quadrilatère  complet;  les 
côtés  se  coupent  deux  à deux 
en  six  points  ou  sommets; 
enjoignant  les  sommets  op- 
posés, on  obtient  trois  dia- 
gonales AB,  A' B',  OC;  nous 
allons  démontrer  que  les  trois  points  D,  E,  F,  qui  divisent  ces 
diagonales  en  deux  parties  égales,  sont  en  ligne  droite. 

Prenons  les  côtés  OA  et  OB  pour  axes  des  coordonnées; 
désignons  par  a et  a'  les  deux  longueurs  OA  et  OA',  par  6 et  ô' 
les  deux  longueurs  OB  et  OB'.  Le  point  D,  milieu  de  AB,  a pour 

coordonnées  = — Le  point  E,  milieu  de  A' B',  a 


Fig.  48. 


pour  coordonnées  = ÿ’'=- 


Pour  avoir  les  coordon- 


nées du  point  F,  milieu  de  OC,  cherchons  celles  du  point  C, 
intersection  des  deux  droites  AB',  A'B,  qui  ont  pour  équations 


X 

a 


y.— 

b'~ 


X 

a' 


6 *• 


En  résolvant  ces  deux  équations  simultanées,  on  obtient  les 
coordonnées  du  point  C, 

■h')  bb' (a  — a') 


aa'  [b 

OC  — 


ab  — a' b' 


IJ- 


ab  — a' b' 


Le  point  F étant  le  milieu  de  la  droite  OC,  ses  coordonnées  æ'", 
sont  les  moitiés  de  celles  du  point  C;  on  a donc 

,,,  _ aa'  {b  — &')  _ bb'  {a  — a') 

2(ab  — a! b')'  ^ ,2[ab  — a'b')’ 

Ayant  les  coordonnées  des  points  D,  E,  F,  on  reconnaît  aisé- 
ment que  les  trois  points  sont  en  ligne  droite.  Les  droites  DE 
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el  DF  ont  pour  coefficients  angulaires 

bb'  (g  — a') , 

//"  — y b'  — b y"'  — y' ab  — a!  b'  6'  — 

x—oc/  a'  — a’  oc/"  — od  aa' (b  — b'}  a' — a' 

ab  — a' b'  ^ 

ces  deux  coefficients  angulaires  étant  égaux  entre  eux,  on  en 
conclut  que  les  trois  points  D,  E,  F sont  en  ligne  droite. 


PROBLEME  vni. 


Soient  y = ax  + b, 

y' 


7 é— Trouver  V angle  de  deux  droites. 

y — a'x-hiy,  les  équations  de  deux 
droites  données.  Par  l’origine,  et  du 
côté  de  l’axe  X'X  où  se  trouve  OY,  me- 
nons des  demi-droites  OA  et  OA'  pa- 
rallèles aux  droites  données  (fig.  49)  ; 
appelons  a et  a!  les  angles  que  font  ces 
directions  avec  OX,  V l’angle  qu’elles 
font  entre  elles,  et,  pour  préciser,  sup- 


/'■ 

. 


/ 


Fig.  lu. 

posons  a'>  a.  On  a évidemment  V = a'  — 

tanga'  — tanga 


a,  d’où 


tangV  ; 


1 -1-  tanga  tanga' 

Uuand  les  axes  sont  rectangulaires,  on  sait  que 
tanga  = a,  tanga'  = a'; 

si  l’on  substitue  dans  la  formule  précédente,  il  vient 

o'  — a 


(i6)  tangV  = 


i-l-aa' 


Quand  les  axes  sont  obliques,  on  a (n®  6i)  : 
tan 

et,  par  suite, 


. asinO  , , a'sin( 

tanga  = _ , tanga'  = 


I -H  acos9 


i-l-a'cosÔ 


, , (a'  — a)sin0 

(•7)  îi'iS  i_(_  aa' -h(a-f- a')cos9 


De  ces  formules,  on  déduit  la  relation  qui  existe  entre  lies 
coefficients  angulaires  de  deux  droites  perpendiculaires  entre 
elles.  En  effet,  quand  l’angle  V est  droit,  sa  tangente  devenant 

BR. 
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infînie,  on  a,  si  les  axes  sont  rectangulaires, 

(i8)  i-\-aa'  = o, 
et,  si  les  axes  sont  obliques, 

(19)  1 + oa' H- (a + a0  cos6  = O. 

MIOULÈUE  IX. 

7&—D'un  point  donné  abaisser  une  perpendiculaire  sur  une 
droite  donnée,  et  trouver  la  longueur  de  celle  perpendiculaire. 
Soit 

(2)  y = ax-hb 

l’équation  de  la  droite  donnée  AB,  x'  cl  i/  les  coordonnées  du 
point  donné  M (fig.  5o).  Supposons  d’abord 
les  axes  rectangulaires.  Une  droite  quel- 
conque passant  par  le  point  M a une 
équation  de  la  forme  (n°  64) 

y — ij  = a{x  — x'). 

Fig.  50.  Pour  que  cette  droite  soit  perpendicu- 
laire à la  droite  AB,  il  faut  que  la  relation  (n°  74)  i -t-aa'  = o 

soit  vérifiée;  d’où  l’on  déduit  a'=—  En  remplaçant  a'  par 

sa  valeur,  on  obtient  l’équation  de  la  perpendiculaire  MP 


(20)  y ■~y'=—-[x  — x'). 

U 


On  trouvera  les  coordonnées  x et  y du  pied  P de  la  perpen- 
diculaire, ou  le  point  d’intersection  des  deux  droites  AB  et  MP, 
en  résolvant  les  deux  équations  simultanées  (2)  et  (20);  mais 
nous  préférons  chercher  tes  différences  x — a/  et  y — y'-, 
l’équation  (2)  peut  être  mise  sous  la  forme 

y — !/  = a(x  — x')  — (y'—  ax'  — 6); 

sij  dans  cette  équation,  on  remplace  ÿ—  1/  par  sa  valeur  donnée 
par  l’équation  (20),  on  trouve 


X — x' 


ajij  — ax  — b) 
I -f-  a* 
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et,  par  suite,  en  vertu  de  l’équation  (20), 


y~ÿ=— 


y'  — ax'  — b 
I H-  o’ 


En  appliquant  la  formule  de  la  distance  de  deux  points  (11“  55), 
on  obtiendra  la  longueur  l de  la  perpendiculaire  MP, 


(//  — ax'  — 6)*(i  + g*). 


(I 


d’où 


(21) 


— ax’  — b 

Vu- a* 


On  prendra  le  signe  de  façon  que  l’on  ait  pour  l une  valeur 
positive.  11  est  aisé  de  voir  que  le  numérateur  est  positif  ou 
négatif,  suivant  que  le  point  M est  placé  par  rapport  à la 
droite  AB  du  côté  des  y positives  ou  du  côté  des  y négatives. 
En  effet,  soit  N le  point  où  la  droite  AB  est  rencontrée  par  la 
parallèle  à l’axe  des  y menée  par  le  point  M;  le  point  N étant 
sur  la  droite  AB,  l’ordonnée  y^  de  ce  point  est  égale  à axf-\-b, 
de  sorte  que  la  formule  (21)  devient 


Vi 

La  différence  — y^  est  positive  dans  le  premier  cas,  négative 
dans  le  second  cas. 

On  aurait  pu  obtenir  immédiatement  la  longueur  de  la  per- 
pendiculaire sous  cette  dernière  forme,  en  remarquant  que  le 
triangle  rectangle  MNP  donne 

MP  --  MNsinMNP=±(y'  — ÿ.)  cosa=±  • 

Vn-û’ 


Supposons  maintenant  les  coordonnées  obliques;  les 
droites  AB  et  MP  seront  perpendiculaires  si  leurs  coefficients 
angulaires  a et  o'  vérifient  la  relation  n-aa'+(a-t-a')cos6=o, 

<l’où  l’on  déduit  a'= — i -1-  a cos9  L’équation  de  la  perpen- 
a-hcosO  ^ 

^iculaire  MP  est  donc 


(22) 


I a cosô 
o-|-cos6 


{x  — x'j. 


En  résolvant  les  deux  équations  simultanées  (2)  et  (22),  on 
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obliendra  les  coordonnées  x et  y du  point  P;  si,  comme  précé- 
demment, on  cherche  les  différences  x — x',  y — y' , on  trouve 

_ ^ (y'  — a,r'  — fcUaH-cosÔ) 

%Jü  tX/  •—  »,  ~ 9 

I + a’-t-2acosÇ) 

! (y'  — ax'  — h){i  H-  acosO 

^ i-H  a*  -i-  2 0 cosô 


substituant  ces  différences  dans  la  formule  de  la  distance  de 
deux  points  (n“  56) 

l — ^[x  — x'Y -h  {y  — y‘)*  -t-  2 (x  — x')  (y  — y')  cosô, 

on  a 

± (y' — ax! — b]\l{a-h  cos6)*-|-  ( i + a cosO)* — 2 (a  -h  cos6)  ( i + a cos6  ) ( 

I -f-  2acosO  -t-  a* 


En  développant  les  calculs,  on  voit  que  la  quantité  placée  sous 
le  radical  contient  le  facteur  i — cos’ô  ou  sin‘8,  et  s’écrit 


il  en  résulte 


(i  -I-  2acos6-|-  a’)  sin’6; 


(23) 


(y'  — ax'  — b)sinO 
Vi-f-2acos6-|-«‘ 


Le  numérateur  est  positif  ou  négatif  suivant  que  le  point  M 
est  placé  par  rapport  à la  droite  AB  du  côté  des  y positives,  ou 
du  côté  des  y négatives.  On  prendra  le  signe  de  façon  que  l’on 
ait  pour  l une  quantité  positive. 

77 — Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  l’équation 
de  la  droite  donnée  mise  sous  la  forme  y = ax-hb.  Si  cette 
é(}uation  avait  la  forme  générale 

(i)  Aic  + By  + C = o; 


le  coefiicieiit  angulaire  a de  la  droite  donnée  étant  égal  à 

A 

— g’  on  aurait  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires 

a'  = — - = x’  perpendiculaire  abaissée  du  point  M serait 

représentée  par  l’équation 

B , 

y — y-  = - (x  — X’), 
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011  plus  simplement 

(H) 


X — x)  y — y' 
A 


La  formule  (ai),  dans  laquelle  on  remplace  a et  b par  leurs 


valeurs  — 


A G 

b’  b’ 


devient 

^ ^ A.T^-f-B//  + G 

“ ~ \'A*-t-B‘ 


Celte  formule  exprime  la  distance  d’un  point  à une  droite  en 
coordonnées  rectangulaires  : le  numérateur  est  le  premier 
membre  de  l’équation  de  la  droite,  dans  lequel  on  remplace  x 
eli/parlescoordonnéesdu  point;  le  dénominateur  est  la  racine 
carrée  de  la  somme  des  carrés  des  coefficients  de  x et  de  y. 

Quand  les  axes  sont  obliques,  on  a 

— AcosO 
® ~A-BcosO’ 


l’équation  de  la  perpendiculaire  est 

..  X — x'  y — y' 

A — Bcos6~B  — AcosO’ 

et  la  formule  (a3)  devient 

, , , , fAic'  + Bj/+ C)siii6 

(37)  lz=-+-~—  ' 

VA’+B*  — 2ABcosO 

Il  est  aisé  de  reconnaître  le  signe  du  numérateur,  suivant  la 
position  du  point  M par  rapport  à la  droite  AB.  Soit  N (fig.  5o)  le 
point  où  la  parallèle  NQ  à l’axe  des  y rencontre  la  droite  AB; 
pour  le  point  N,  l’expression  Ajî-|-  By  -I-  G est  nulle;  quand  le 
ooetficient  B est  positif,  si  l’on  marche  dans  le  sens  des  y posi- 
ÜTes,  le  terme  By  augmente,  et  la  fonction  prend  des  valeurs 
l*ositives  de  plus  en  plus  grandes;  si  l’on  marche  dans  le  sens 
opposé,  elle  prend  des  valeurs  négatives.  C’est  le  contraire  qui 
olieu,  lorsque  B est  négatif. 


PROBLÈME  X. 

ÏS— Par  le  point  (Tmlersection  de  deux  droites  données, 
nener  une  droite  perpendiculaire  à une  droite  donnée. 
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Soient 

Ax-l-By-t-C  =o, 
k' X ->r^' y r/  = O, 

A"x  + B"ÿ  + C”=o, 

les  équations  des  trois  données  en  coordonnées  rectangulaires; 
toute  droite  passant  par  le  point  d’intersection  des  deux  pre- 
mières droites  est  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

{kx  B y “1—  C)  ^ {k^ X — 1“  B^y  —I—  C^)  — o; 

pour  qu’elle  soit  perpendiculaire  à la  troisième  droite,  on  doit 
avoir 

, A"(A-l->A0 
’'^B"(B-^XB0“°’ 

d’où  l’on  déduit 

AA"+BB". 

~ A'A"-f-B'B'’ 

en  remplaçant  X par  sa  valeur,  on  obtient  l’équation  de  la 
droite  cherchée 

(28)  (A'A"-|-B'B''j  (Ax  -t-  Bÿ-I-C)  = (A"A-hB''B)  {k>x-hB'y-\-C'). 

79— Les  trois  droites  données  forment  un  triangle  dont  les 
sommets  sont  les  points  d’intersection  de  ces  droites  deux  à 
deux;  l’équation  (28)  représente  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l’un  des  sommets  sur  le  côté  opposé.  En  permutant  les  ac- 
cents, on  aura  les  équations  des  perpendiculaires  abaissées  de 
chacun  des  deux  autres  sommets  sur  le  côté  opposé  : 

(A"A  + B"B)  (A' J-  -t-  B'y +C0  = (AA'  -f-  BB'  ) (A"a:-+-B''y-)-C"), 
(AA'-hBB')  (k"x-hB''y  + C")  = (A'A"4-B'B")  (A  x-hh  y-hC  ). 

On  voit  qu’en  ajoutant  les  deux  premières  équations  membre 
à membre,  on  obtient  la  troisième.  On  en  conclut  que  les  trois 
hauteurs  d’un  triangle  passent  par  un  même  point. 

PROBLÈME  XI. 

SO — Trouver  le  lieu  des  points  également  distants  de  deux 
points  donnés. 

Supposons  les  axes  rectangulaires  et  soient  x'  et  y',  x"  et  y” 
les  coordonnées  des  deux  points  donnés.  Si  l’on  désigne  par 
a:  et  y les  coordonnées  d’un  point  quelconque  du  lieu,  l’é- 
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quation  du  lieu  sera 

{x  — x!)*  + {y  — «/")*  = (Æ  — 35")*+  (y  — y”f, 
ou  plus  simplement 

+ [y"- y')  (y — = »• 

Ce  lieu  est  une  droite  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite 
qui  joint  les  deux  points  donnés. 

PROBLÈME  XII. 

81 — Trouver  le  lieu  des  points  également  distants  de  deux 
droites  données. 

Nous  supposons  encore  les  axes  rectangulaires;  soient 

Ax  + By  + C =o, 

A'35  + B'y  + C'  = o, 

les  équations  des  deux  droites  données.  Si  l’on  désigne  par  x 
et  y les  coordonnées  d’un  point  quelconque  du  lieu,  l'équation 
du  lieu  sera 

. AÆ  + By  + C A'35  + B'y  + C' 

(.lo)  — ■■■ — = -+- , — • 

VA‘  + B*  “ Va'*+B'* 

A.  cause  du  double  signe,  cette  équation  représente  deux 
droites,  qui  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  deux 
droites  données. 


(29)  {x"  — x')(x  — ^^-=^^ 


\B 


ÊQDATION  DE  LA  LIGNE  DROITE  EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 

82— Soit  O le  pôle  et  OX  l’axe  polaire.  On  peut  déterminer 
la  position  d’une  droite  AB  par  la  longueur  a de  la  perpendi- 
culaire OD  abaissée  de  l’origine  sur  cette 
droite  (fig.  5i),  et  par  l’angle  a que  fait 
cette  perpendiculaire  avec  l’axe  polaire, 
cet  angle  étant  compris  entre  o et  air.  Ap- 
, petons  P et  to  les  coordonnées  d’un  point 
quelconque  M de  la  droite;  en  projetant 
le  rayon  vecteur  OM  sur  la  perpendicu- 


/ 

/ 

i— 

Ü 


Fig.  GK 

laire  OD,  on  a 

(3i)  pcos(w- 


■ x)  = a;  ou  p = 


cos  (tü  — a) 
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Cette  équation  est  de  la  forme 

(3a)  P \ cos  (d  -t-  B sin  oj 

Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  représente 
une  droite;  car  si  l’on  revient  aux  coordonnées  rectilignes,  en 
prenant  l’axe  polaire  pour  axe  des  x,  et  une  perpendiculaire 
menée  par  le  j)ôle  pour  axe  des  y,  l’équation  se  met  sous  la 
forme  A£r-t-B?/  = C. 


AUTRE  FORME  DE  l’ÉQUATION  d'uNE  DROITE. 


L’équation  (3i)  développée  devient 


P cosoj  cosa  -t-  P smw  sma  = a, 
ou,  en  coordonnées  rectilignes  rectangulaires, 

(33)  accosa-t-ÿsina  — a = o. 

L’équation  de  la  droite  étant  mise  sous  cette  forme,  le  pre- 
mier membre  a une  signification  géomé- 
trique très-simple.  Considérons  un  point 
quelconque  M du  plan,  ayant  pour  coor- 
données polaires  P et  w,  et  pour  coordon- 
nées rectilignes  xeiy;  de  ce  point  abais- 
sons une  perpendiculaire  MP  sur  la  droite 
AB  (fig.  52).  La  projection  du  rayon  vec- 
Fig.  52.  teur  OM  sur  la  droite  OD  est  pcos(w  — a); 

mais  cette  projection  est  égale  à OD,  augmentée  ou  diminuée  de 
la  perpendiculaire  PM,  suivant  que  le  point  M et  l’origine  O sont 
situés  de  part  et  d’autre  de  la  droite  ou  du  même  côté;  si  donc 
on  désigne  par  p cette  perpendiculaire,  affectée  du  signe  -i- 
dans  le  premier  cas,  du  signe  — dans  le  second  cas,  on  aura, 
d’une  manière  générale, 

a-l-p  = p cos  (td  — a)  = xcosa  -4-  y sin  a, 
d’où  p = a:cosa-t-ÿsina  — a. 


Ainsi,  le  premier  membre  de  l’équation  (33)  représente  la  dis- 
tance d’un  point  quelconque  du  plan  ayant  pour  coordonnées 
a;  et  y à la  droite  définie  par  cette  équation,  distance  affectée 
d’un  signe  convenable. 
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Il  est  facile  d’en  déduire  les  coordonnées  x,  et  y^  du  pied  P 
de  la  perpendiculaire;  les  différences  x — ac,,  y — y,  étant  les 
projections  de  la  droite  PM  sur  les  deux  axes,  on  a 

X — X,  =p  cosa  = (x  cosa  + y sin  a — a)  cos  a, 
y — yt=p  sina=  (xcosa4-y sina  — a)  sina. 

La  forme  (33),  sous  laquelle  on  peut  toujours  mettre  l’équa- 
tion de  la  droite,  est  utile  dans  un  grand  nombre  de  questions. 


CHAPITRE  II. 

Du  eerele. 


g4 — Cherchons  d’abord  l’équation  de  la  circonférence  en 
coordonnées  rectangulaires.  Désignons 
I par  a et  6 les  coordonnées  du  centre  G 

0«  (fig.  53)  et  par  r le  rayon;  la  circonfé- 

rence, étant  le  lieu  des  points  dont  la 
distance  au  centre  est  égale  au  rayon,  a 
il'  ^ pour  équation 

FiK.53.  W (x-a)*  + (y-6)*  = r*; 

cette  équation  dévelopi)ée  se  met  sous  la  forme 
(a)  x’-(-y’  + Ax-|-By-l-C  = o. 

Ainsi,  l’équation  du  cercle,  en  coordonnées  rectangulaires,  est 
une  équation  du  second  degré,  qui  ne  renferme  pas  le  rectangle 
sy  de*  variables,  et  dans  laquelle  les  termes  en  x’  et  en  y*  ont 
même  coefficient. 

85 — Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme,  en 
coordonnées  rectangulaires,  représente  une  circonférence  de 
cercle,  quand  elle  représente  un  lieu.  En  effet,  on  peut  écrire 
l’équation  (a)  de  la  manière  suivante 


x-l-  - 


A* 
2/ 


!)■ 


— c, 
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A'  B 

Marquons  le  point  C,  qui  a pour  coordonnées  — — et  — le 

premier  membre  représente  le  carré  de  la  distance  d’un  point 
quelconque  M du  plan  ayant  pour  coordonnées  a:  et  y au  point 
C;  si  le  second  membre  est  positif,  l’équation  sera  ■vérifiée  par 
les  coordonnées  de  tous  les  points  du  plan  dont  la  distance  au 


point  C est  égale  à 


B* 


C;  elle  représente  donc  une 


circonférence  de  cercle.  Lorsque  le  second  membre  est  nul,  la 
distance  MC  devant  être  nulle,  le  point  M coïncidera  avec  le 
point  C,  et  l’équation  ne  sera  vérifiée  que  parles  coordonnées 
de  ce  point;  le  lieu  se  réduit  donc  à un  point  unique.  Enfln, 
lorsque  le  second  membre  est  négatif,  l’équation  ne  peut  être 
vérifiée  par  les  coordonnées  d’aucun  point  du  plan;  car  le 
carré  de  la  distance  d’un  point  M au  point  C est  une  quantité 
positive;  l’équation  ne  représente  donc,  dans  ce  cas,  aucun 
lieu  géométrique. 


86— Supposons,  maintenant,  les 
axes  des  coordonnées  obliques  et 
faisant  entre  eux  l’angle  0 (fig.  54); 
en  exprimant  que  la  distance  d’un 
point  quelconque  du  lieu  au  centre 
est  égale  au  rayon,  on  aura  l’équa- 
tion de  la  circonférence 


(3)  (.r  — a)* -t-  (y  — h)'  — a)  (y  — b)  cos6  = r*. 


Cette  équation  est  de  la  forme 

(4)  a:*-l-y*-l-2a;ÿCOs6-HAÆ:-|-By-|-C  = o. 

Ainsi  l’équation  du  cercle,  en  coordonnées  obliques,  est  une 
équation  du  second  degré,  dans  laquelle  les  termes  en  x’  et  en  y’ 
ont  pour  coefficients  l’unité,  et  le  terme  en  xy  deux  fois  le  co- 
sinus de  Vangle  des  axes. 

87 — Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  repré- 
sente une  circonférence  du  cercle,  quand  elle  représente  un 
lieu.  En  effet,  on  peut  déterminer  les  trois  constantes  a,  b,  r’, 
de  manière  à idenlifier  les  équations  (3)  et  (4).  L’équation  (3), 
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développée,  devient 

X*  -H  -ixy  cos6  — 2 (a  -t-  6 cos  9)  a;  — 2 (6  -h  a cosO)  y 
-H(a*  H- 6’ -1- 2 o6  cos  9 — r’)  = O. 

On  identifiera  cette  équation  à l’équation  (4)  en  posant 

à-+-6cos9= — — * 6h-ocos9  = — — . 

2 2 

a’ + 6’ -t-  2 a6  cos9 — r’ = C. 

Les  deux  premières  relations  donnent  pour  a et  6 des  valeurs 
finies,  puisque  le  dénominateur  i — cos’9  ou  sin’9  est  différent 
de  zéro.  La  troisième  donne 

r*  = 206  cos9  — C. 

Marquons  le  point  C,  qui  a pour  coordonnées  a et  h.  Le  pre- 
mier membre  de  l’équation  (3)  représente  le  carré  de  la  dis- 
tance d’un  point  quelconque  M du  plan,  ayant  pour  coordon- 
nées X et  ^ au  point  C.  Si  l’on  trouve  pour  r*  une  quantité 
positive,  l’equation  sera  vérifiée  par  les  coordonnées  de  tous 
les  points  du  plan  distants  du  point  C delà  longueur  r;elle 
représente  donc  une  circonférence  de  cercle.  Si  l’on  trouve 
pour  r*  une  quantité  nulle,  la  distance  MC  devant  être  nulle, 
l’équation  ne  sera  vérifiée  que  par  les  coordonnées  du  point  C; 
elle  représente  un  seul  point.  Enfin,  si  l’on  trouve  par  r*  une 
quantité  négative,  l’équation  n’est  vérifiée  par  les  coordonnées 
d’aucun  point  du  plan. 

Au  lieu  de  déterminer  le  centre  C du  cercle  par  ses  coordon- 
nées a et  h,  il  est  plus  commode  de  le  déterminer  par  les 
projections  orthogonales  de  la  droite  OC  sur  les  deux  axes. 
Appelons  a'  et  V ces  deux  projections  OD  et  OE  (fig.  54),  prises 
avec  le  signe  convenable,  et  exprimons  que  la  projection  de  la 
droite  OC  sur  l’un  ou  l’autre  axe  est  égale  à celle  de  la  ligne 
brisée  OPC  ou  OQC;  nous  aurons 

a'  = «-i-6cos9,  è'=:6-i-acos9; 

il  en  résulte  a'= — — ■>  b' = — — . 

2 2 

Après  avoir  porté  sur  les  axes  à partir  de  l’origine  les  Ion- 
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gueurs  a'  et  b',  on  mènera  par  les  points  D et  E des  perpendi- 
culaires aux  axes;  l’intersection  des  deux  perpendiculaires 
déterminera  le  centre  C. 

88— L’équation  d’une  circonférence  du  cercle,  comme  nous 
l’avons  dit,  est 

(5)  (x  — a)- -h(ÿ  — b)‘  -h  2(x  — a)  {y  — b)  cos8  — r*  = o. 

Le  premier  membre  a une  signification  géométrique  qu’il  est 
bon  de  remarquer.  Considérons  un  point  M du  plan  ayant  pour 
coordonnées  x et  y;  l’expression 

{x  — a)*-|-  (y  — 6)’-t-  2 (a:  — a)  {y  — 6)  cos9 


représente  le  carré  de  la  droite  MC  qui  joint  le  point  M au 

^ centre  (fig.  55);  le  premier  membre  de  l’é- 

I quation  est  donc  égal  à MC*  — r’,  c’est-à-dire 

\ j au  produit  des  deux  facteurs  MC-t-r  et 

^ MC  — r,  qui  sont  les  deux  segments  MA  et 

Fig.  55.  MB  du  diamètre  mené  par  le  point  M,  seg- 

ments affectes  du  même  signe  ou  de  signes  contraires,  suivant 
(|u’ils  sont  portés  dans  le  même  sens,  ou  dans  des  sens  opposés. 
Ainsi,  le  premier  membre  de  l’équation  (5)  représente  le  pro- 
duit des  deux  segments  d’une  sécante  quelconque  menée  par 
le  point  M.  Quand  le  point  M est  extérieur  au  cercle,  ce  produit 
est  égal  au  carré  de  la  tangente. 


PROBLEME  f. 


H9— Trouver  l’équalion  de  la  tangente  à une  courbe  quel- 
conque. 

Nous  avons  déjà  donné  la  défi- 
'!  y nition  de  la  tangente  en  un  point  M 

d’une  courbe  (n®  27).  Par  le  point 
—in  M et  un  point  voisin  M'  pris  sur  la 
I j courbe,  menons  une  sécante  MM’, 

/ / ; j puis  supposons  que  le  point  M’ se 

^ rapproche  indéfiniment  du  point 
F‘k-  5®-  M ; la  sécante  MM’  tournera  autour 

du  point  M et  tendra  une  position  limite  MT;  cette  droite  MT 
est  dite  tangente  à la  courbe  au  point  M (fig.  56). 
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Soient  æ et  y les  coordonnées  du  point  du  contact  M,  a:  -h  A 
et  y 4- A-  celles  du  point  \oisin  UE;  le  coefficient  angulaire 

de  la  sécante  MM'  est  le  rapport  ^ de  la  différence  des  ordon- 
nées des  deux  points  M et  M'  à la  différence  de  leurs  abscisses. 
Quand  le  point  M'  se  rapproche  indéûnimcnt  du  point  M^  les 
deux  accroissements  h et  A tendent  simultanément  vers  zéro, 

et  leur  rapport^  tend  vers  une  limite,  qui  est  la  dérivée  de 

l’ordonnée  considérée  comme  fonction  de  l’abscisse. 

Si  l’équation  de  la  courbe  est  résolue  par  rapport  à y et 
mise  sous  la  forme  y = f{x);  la  tangente  aura  pour  coefficient 
angulaire  y'  = f'[x).  Lorsque  l’équation  de  la  courbe /'(a:,  y)  = o 
n’est  pas  résolue,  on  obtient  la  dérivée  y'  de  la  fonction  impli- 
cite y à l’aide  de  l’équation  = dans  laquelle 

et  f'^  désignent  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  f{x,  y) 
par  rapport  à a:  et  par  rapport  à y.  On  en  déduit 

(6)  IJI  — —U. 

Ainsi,  si  l’on  désigne  par  X et  Y les  cordonnées  d’un  point 
quelconque  de  la  tangente,  l’équation  de  cette  droite  est 

(7)  V — y=— p^(X  — a;),  ou  (X —a;) f, -H (Y  — y )/■',=  o. 

PBOBLÈME  II. 

90 — Trouver  l'équalion  de  la  langenle  au  cercle. 
Appliquons  la  formule  précédente  au  cercle,  et,  pour  siin- 
pbQcr,  supposons  les  axes  rectangulaires  et  l’origine  des 
coordonnées  placées  au  centre  du  cercle;  le  cercle  a pour 
équation 

a-’-t-ÿ'  — r’  = ü. 

Résolue  par  rapport  à y,  l’équation  devient  y =±  — a:*; 

en  prenant  la  dérivée  de  cette  fonction,  on  a 

, — X X 

y = — = 

+ \ r^  — .T*  U 

En  conservant  l’équation  non  résolue  et  appliquant  la  formule 
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(6),  on  obtient  la  même  valeur  y'  =— 
la  tangente  est 


X 

ÿ' 


Ainsi  l’équation  de 


Y-y  = -î(X-o^), 


ou  x\  + ij\  = -h  . 


Puisque  le  point  M est  sur  le  cercle,  ses  coordonnées  vériüeut 
l’équation  du  cercle,  et  l’on  a x*-\-y*  — r*.  L’équation  delà 
tangente  se  simplifie  et  devient 

(8)  a;X-4-ÿY  = /'*. 

Le  coefficient  angulaire  du  rayon  qui  va  du  centre  au  point 
V 

de  contact,  étant  -»  on  voit  que  la  tangente  est  perpendicu- 

OC 

laire  à ce  rayon. 

PROBLEME  ni. 


91 — Mener  une  tangente  au  cercle  par  un  point  extérieur  P. 

Supposons  toujours  le  cercle  rapporté  à des  axes  rectangu- 
laires menés  par  le  centre,  et  représenté  par  l’équation 

(9)  = 

Désignons  par  x,  et  y,  les  coordonnées  du  point  donné  P (fig.  57). 

Soit  PM  une  tangente  menée  parce  point; 
laquestion  revient  à déterminer  le  point 
de  contact  M,  dont  nous  appellerons  x 
et  ÿ les  coordonnées  inconnues.  Le  point 
M étant  sur  le  cercle,  ses  coordonnées 
vérifient  l’équation  (9).  La  tangente  au 
point  M a pour  équation  xX  + t/Y= r’. 
ï’ig-  w-  Cette  tangente  passant  par  le  point  P, 

son  équation  doit  être  vérifiée  par  tes  coordonnées  de  ce 
point,  ce  qui  donne  la  relation 

(10)  xx,-hyij^=rK 

En  résolvant  les  deux  équations  simultanées  (9)  et  (10),  on  ob- 
tiendra les  valeurs  des  inconnues  x et  y. 

La  résolution  des  deux  équations  (9)  et  (10)  revient  à la 
recherche  des  points  d’intersection  de  deux  lignes.  La  première 
équation  représente  le  cercle  proposé;  la  seconde  une  ligne 
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droite.  Chercher  les  valeurs  de  a:  et  de  y qui  vérifient  à la  fois 
ces  deux  équations,  c’est  chercher  les  points  d’intersection  de 
la  droite  et  du  cercle.  Celte  droite  coupe  le  cercle  en  deux 
points  M et  M';  c’est  la  droite  des  contacts.  On  remarque  que 
l’équation  (lo)  de  la  droite  des  contacts  a même  forme  que 
l’équation  (8)  de  la  tangente;  seulement,  les  coordonnées  du 
point  de  contact  sont  remplacées  par  celles  du  point  P. 

9* — On  sait  que,  lorsqu’on  a deux  équations  simultanées 

A = o,  B=o, 

a deux  inconnues  x et  y,  si  l’on  remplace  l’une  d’elles  par 
l’équation  mA  -t-  «B  = o,  que  l’onobtienten  ajoutant  membre 
à membre  les  deux  équations  proposées,  après  les  avoir  multi- 
pliées par  des  nombres  arbitraires  m et  n,  on  forme  un  nouveau 
système  d’équations 

A=i),  »»A-|-nB  = (), 

équivalent  au  système  proposé.  Cela  signifie  géométriquement 
que  les  points  d’intersection  des  deux  lignes  représentées  par 
les  deux  équations  proposées  sont  les  mêmes  que  les  points 
d’intersection  de  l’une  d’elles  par  la  troisième  ligne. 

Nous  avons  dit  que  les  points  de  contact  M et  M'  sont  donnés 
l>ar  l’intersection  du  cercle  proposé  et  de  la  droite  des  contacts. 
Enrelrancbant  les  deux  équations  (9)  et  (10)  membre  à membre, 
on  obtient  la  nouvelle  équation 

4- _ a-,  a;  — y,  y = U, 

qui  peut  remplacer  l’équation  (10);  celle  nouvelle  équation 

cc 

représente  un  cercle;  le  centre,  dont  les  coordonnées  sont  ~ 

et  |‘i  est  le  milieu  de  la  droite  OP;  l’équation  ne  contenant 

pas  de  terme  constant,  le  cercle  passe  par  l’origine  ; on  a ainsi 
le  cercle  décrit  sur  la  droite  OP  comme  diamètre;  les  points 
où  ce  cercle  coupe  le  cercle  proposé  sont  les  points  de  contact. 
On  retrouve  de  celte  manière  la  construction  de  la  géométrie 
élémentaire. 
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PROBLEME  IV. 

93— Mener  une  tangente  parallèle  à une  droite  donnée. 
Au  cercle 

(9) 


on  veut  mener  une  tangente  parallèle  à la  droite  y — mx,  que 
l’on  peut  supposer  passant  par  l’origine  (fig.  58).  Si  l’on  dé- 
signe par  X ci  y les  coordonnées  du  point  de  contact  M,  on 
sait  que  le  coefficient  angulaire  de  la 

tangente  est  égal  à — pour  que  la 

tangente  MT  soit  parallèle  à la  droite 
\ donnée,  il  faut  que  son  coefficient  an- 
gulaire soit  égal  à m;  on  aura  donc  la 

relation = m,  ou 

y 


Fig.  î>8. 


(I 


l)  «= — ~x. 

' ^ 7tl 


D’ailleurs  les  coordonnées  du  point  M vérifient  l’équation  du 
cercle.  Ces  coordonnées  seront  donc  déterminées  par  les  deux 
équations  simultanées  (9)  et  (i  i),  et  par  conséquent,  les  points 
de  contact  M et  M'  seront  donnés  par  l’intersection  du  cercle  et 
de  la  droite  que  représente  l’équation  (11);  cette  droite  MM'  est 
un  diamètre  perpendiculaire  à la  droite  donnée  OA. 

94— On  peut  traiter  la  question  d’une  autre  manière,  et 
ceci  nous  fournira  l’occasion  de  présenter  l’équation  de  la  tan- 
gente au  cercle  sous  une  forme  nouvelle.  Proposons-nous  d’a- 
bord de  chercher  les  points  d’intersection  d’un  cercle  x*-l-y*=r’ 
et  d’une  droite  quelconque  y = mx-hk.  En  éliminant  y,  on 
obtient  l’équation  du  second  degré  x^+{mx-h  k)*  = r*,  ou 

(m*  -f- 1 ) x’  -4-  2 mkx  /,*  — j - = o. 

Uuand  cette  équation  a ses  racines  réelles,  la  droite  coupe  le 
cercle  en  deux  points,  dont  les  abscisses  sont  les  racines  de 
réquation.  Si  les  racines  deviennent  égales  entre  elles,  les  deux 
points  d’intersection  se  confondent,  et  la  sécante  devient  tan- 
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geôle  au  cercle.  Enfin,  quand  les  racines  sont  imaginaires,  la 
droite  ne  rencontre  i>as  le  cercle. 

Ainsi,  la  condition  pour  que  la  droite  soit  tangente  au  cercle 
est 

m*k*  — {m*-\-i)[k* — r*)  = o,  ou  A*  = r*(m*-I- 1). 

L’équation  de  la  droite,  dans  laquelle  on  remplace  k par  sa 
valeur,  devient 

(12)  y — mx  ±.  r slni^  -+- 1 ; 

Celte  équation,  qui  renferme  un  paramètre  arbitraire  m,  repré- 
sente toutes  les  tangentes  au  cercle. 

Si  l’on  donne  la  direction  de  la  tangente,  le  coefficient  angu- 
laire m étant  connu,  on  a immédiatement  les  équations  des 
deux  tangentes  parallèles  à la  direction  donnée. 

PROBLÈME  V. 

95 — Trouver  le  lieu  des  points  do7illes  distances  à deux 
points  fixes  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné. 

Soient  A et  B les  deux  points  donnés  (fig.  Sq);  prenons 

pour  axes  des  x la  droite  AB  et 
pour  axe  des  y la  perpendiculaire 
élev  ée  sur  le  milieu  de  AB.  Si  l’on 

appelle  2a  la  distance  AB,  — le 

rapport  donné,  et  si  l’on  désigne 
[>ar  x et  y les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  du  lieu,  l’équa- 
i'ig-  vu.  tion  de  ce  lieu  sera 

« 

ÿ--l-(x4-a)* 71^ 

y*-h{x  — 0/  n*’ 

ou 

1)1*  i - *1* 

(.3)  x*  + ÿ^-2ajr^^^^.4-a‘  = o. 

C’est  un  cercle  dont  le  centre  est  situé  sur  l’axe  des  x;  les 
deux  extrémités  du  diamètre  DE  sont  les  points  qui  divisent  la 
droite  AB  dans  le  rapport  de  m à «. 

BR.  <j 
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PROBLEME  VI. 

96 — Trouver  les  points  d’intersection  de  deux  cercles. 

Soient 

(14)  Æ*-f-ÿ’  + Ao'--l-Bi/  + C =ü, 

(15)  Aa:  + B^y-f-C'  = o 

les  équations  des  deux  cercles  en  coordonnées  rectangulaires. 
Les  points  d’intersection  seront  donnés  par  ces  deux  équations 
simultanées.  On  peut  remplacer  le  second  cercle  par  la  droite 

(i6)  (A  — A0®H-(B  — B0ÿH-(C  — C0  = o, 

que  l’on  obtient  en  retranchant  ces  équations  membre  û 
membre,  et  la  question  est  ramenée  à la  recherche  des  points 
d’intersection  du  premier  cercle  par  cette  droite.  Si  la  droite 
coupe  le  cercle,  les  deux  cercles  auront  deux  points  d’inter- 
section, et  l’équation  (i6)  représentera  la  sécante  commune. 
Si  la  droite  devient  tangente  au  cercle,  les  deux  points  d’inter- 
section se  confondent,  et  les  deux  cercles  sont  tangents; 
l’équation  (i6)  représente  dans  ce  cas  la  tangente  commune. 
Enfin,  lorsque  la  droite  ne  rencontre  pas  le  cercle,  les  deux 
cercles  n’ont  pas  de  point  commun. 

Cependant  l’équation  (i6)  a,  dans  tous  les  cas,  une  significa- 
tion géométrique  remarquable.  Les  premiers  membres  des 
équations  (i4)  et  (i5)  représentent  (n“  88)  les  produits  des  seg- 
ments des  sécantes  menées  par  un  point  quelconque  M du  plan 
ayant  pour  coordonnées  a;  et  y à travers  l’un  et  l’autre  cercle  ; 
or,  on  obtient  l’équation  (i6)  en  égalant  ces  deux  expressions, 
ce  qui  fait  disparaître  les  termes  du  second  degré;  l’équation 
(i6)  représente  donc  le  lieu  des  points  tels  que  les  produits  des 
segments  des  sécantes  menées  de  chacun  d’eux  à l’un  et  l’autre 
cercle  soient  égaux  ; ce  lieu  est  une  droite  que  l’on  appelle  axe 
radical  de  deux  cercles.  La  partie  de  celte  droite  extérieure 
aux  cercles  est  le  lieu  des  points  d’où  les  tangentes  menées 
aux  deux  cercles  sont  égales  entre  elles.  11  est  clair  que  les  axes 
radicaux  de  trois  cercles  combinés  deux  à deux  passent  par 
un  même  point;  on  appelle  ce  point  centre  radical  des  trois 
courbes. 
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ÉQUATION  DU  CERCLE  EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 

•T— Soit  0 le  pôle  et  OX  l’axe  polaire  (flg.  6o);  appelons  a 
et  a les  coordonnées  du  centre  C,  r le 
rayon,  p et  <o  les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  M de  la  circonfé- 
rence. Dans  le  triangle  OCM,  on  a 

- (17)  p’— 2apcos((i>— a)4-o* — r*=o. 

^*8-  Lorsque  le  pôle  O est  situé  sur  la 

circonférence,  on  a a = r,  et  l’équation  se  réduit  à 

(18)  p = 2rcos(w  — a). 

Pour  montrer  une  application  de  cette  équation,  considérons 
deux  cercles  qui  se  coupent;  par  l’un  des  points  d’intersection 
0,  menons  une  sécante  quelconque;  cette  sécante  rencontré 
les  cercles  en  deux  autres  points  M etM';  cherchons  le  lieu  du 
point  milieu  de  la  droite  MM’.  Si  l’on  prend  le  point  0 pour 
pôle,  les  deux  cercles  sont  représentés  par  les  équations 

p = 2rcos(w  — a),  p = 21^008  (to  — oc’), 
et  l’on  obtient  immédiatement  l’équation  du  lieu 
p = r cos  (<o  — a) -h  r' cos  (w  — a’)  ; 
cette  équation  pouvant  être  mise  sous  la  forme 
p = r,  cos  (p>  — a,), 

le  lieu  est  un  cercle  passant  par  le  point  d’intersection  0 des 
deux  cercles  donnés. 


CHAPITRE  III. 

Lieux  géomételquee. 


9§— On  définit  les  lieux  géométriques  de  plusieurs  ma- 
nières : tantôt  on  donne  une  propriété  commune  à chacun 
(les  points  du  lieu  ; et  c’est  en  traduisant  cette  propriété,  à l’aide 
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des  signes  algébriques,  que  Pon  obtient  l’équation  du  lieu. 
C’est  ainsi  que  nous  avons  défini  la  circonférence  du  cercle,  le 
lieu  des  points  distants  d’un  point  donné  d’une  quantitédonnée; 
en  exprimant  cette  propriété  commune  à tous  les  points  du 
lieu,  nous  avons  obtenu  l’équation  de  la  circonférence  (n*  84). 
Nous  avons  trouvé  de  la  même  manière  le  lieu  des  points  dont 
les  distances  à deux  points  donnés  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  donné  (n®  gS);  l’expression  de  cette  propriété  donne 
l’équation  du  lieu.  Nous  avons  aussi  obtenu  par  le  même  pro- 
cédé l’équation  de  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de 
la  droite  qui  joint  deux  points  donnés  (n°  8o),  et  celles  des 
bissectrices  des  angles  formés  par  deux  droites  données  (n®8i  ). 

Mais  on  définit  ordinairement  une  ligne  PQ  (fig.  6i)  par  le 
mouvement  d’un  point  dans  le  plan.  Chacune  des  positions  du 
point  mobile  M est  donnée  par  la  construction  d’une  figure  dont 
les  diverses  parties  ne  dépendent  que  d'un  paramètre  arbi- 
traire a.  D’après  cela,  les  deux  coordonnées  a;  et  y du  point  M 
sont  des  fonctions  de  ce  paramètre  variable  a;  soient 

x = f{a),  yz=f,{a), 

ces  deux  fonctions  ; on  obtiendra  l’équation  du  lieu  décrit  par 
le  point  M,  en  éliminant  le  paramètre  a entre  ces  deux  équa- 
tions. 

En  général,  la  construction  géométrique  détermine  chacun 
des  points  du  lieu  par  la  rencontre  de  deux  lignes  mobiles  qui 
dépendent  par  conséquent  du  paramètre  a;  soient 

(1)  F(a;,y,  a)  = o 

(2)  F,(x,  y,  a)  = o 

les  équations  de  ces  deux  lignes.  Si  l’on  attribue  à ce  paramètre 
une  valeur  particulière,  on  obtien  t deux 
lignes  A et  B qui  se  coupent  en  un 
point  M,  dont  les  coordonnées  æ et  y 
vérifient  les  deux  équations  simultanées 
(i)  et  (2].  Si  l’on  attribue  au  paramètre 
une  autre  valeur  a',  les  deux  lignes 
occuperont  les  positions  k'  et  B'  et  le 
point  d’intersection  viendra  en  M';  une 


Digilized  by  Google 


LIEUX  GÉOMÉTRIQUES.  85 

troisième  valeur  a"  attribuée  au  paramètre  donnera  les  deux 
lignes  A"  et  B"  et  le  point  d’intersection  M",  et  ainsi  de  suite. 
Concevons  que  l’on  fasse  varier  le  paramètre  a d’une  manière 
continue,  les  deux  lignes  A et  B se  déplaceront  dans  le  plan 
d’une  manière  continue  et  le  point  d’intersection  M décrira  la 
ligne  PQ. 

On  obtiendra  l’équation  de  la  ligne  PQ,  lieu  du  point  M,  en 
éliminant  le  paramètre  o entre  les  deux  équations  (i)  et  (2). 
En  effet,  éliminer  a entre  les  deux  équations  (i)  et  (2),  c’est 
trouver  un  système  de  deux  équations 

(3) .  Y^{x,y,  a)  = o, 

(4)  f{x,y)  = o, 

équivalent  au  système  des  deux  équations  (i)  et  (2),  et  tel  que 
l’ime  d’elles  ne  renferme  plus  la  lettre  a.  On  dit  que  deux  sys- 
tèmes d’équations  sont  équivalents,  lorsqu’ils  sont  vériflés  par 
les  mêmes  valeurs  attribuées  aux  variables.  Quand  on  attribue 
à a une  valeur  particulière,  les  coordonnées  a:  et  ÿ du  point  M, 
jointes  à cette  valeur  de  a,  forment  un  système  de  valeurs  des 
trois  quantités  x,  y,  a vérifiant  à la  fois  les  deux  équations  (i) 
et  (2);  puisque  le  système  des  équations  (3)  et  (4)  est  équiva- 
lente au  précédent,  ces  valeurs  vérifient  aussi  les  équations  (3) 
et  (4);  l’équation  (4),  ne  renfermant  pas  a,  est  donc  vérifiée 
par  les  coordonnées  de  l’un  quelconque  des  points  du  lieu. 
Ainsi,  l’équation  (4)  représente  la  ligne  que  décrit  le  point  M, 
quand  on  fait  varier  le  paramètre  a. 

Réciproquement,  tout  point  M,  dont  les  coordonnées  x et  y 
vérifient  l’équation  (4),  appartient  au  lieu.  Car,  si  l’on  déter- 
mine la  valeur  de  a qui  vérifie  l’équation  (3),  dans  laquelle  on 
attribue  kxety  les  valeurs  précédentes,  on  obtient  un  système 
de  valeurs  des  trois  quantités  x,  y,  a vérifiant  le  système  des 
équations  (3)  et  (4).  Les  équations  (i)  et  {2),  formant  un  sys- 
tème équivalent  à celui-là,  seront  vérifiées  par  les  mêmes  va- 
leurs; on  obtiendra  ainsi  deux  lignes  A et  B passant  par  le 
point  M. 

11  peut  arriver  cependant  qu’à  un  système  de  valeurs  réelles 
de  x et  de  »/  vérifiant  l’équation  (4)  corresponde  une  valeur 
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de  a,  pour  laquelle  les  équations  (i)  et  (2)  ne  représentent  pas 
de  lignes;  c’est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  si  la  valeur  de 
a était  imaginaire.  Mais,  dans  tous  les  cas,  les  valeurs  de  x,  y 
a satisferont  aux  deux  équations  (1)  et  (2). 

09 — Quoique  la  construction  de  cliacune  des  positions  de 
la  figure  qui  donne  les  divers  points  du  lieu  ne  dépende  que 
de  la  valeur  attribuée  à un  paramètre  arbitraire,  il  est  souvent 
plus  commode  d’introduire  dans  le  calcul  plusieurs  paramètres 
variables  a,  5,  c,. . mais  alors  ces  paramètres  sont  liés  entre 
eux  de  telle  sorte  que  la  valeur  d’un  seul  suit  arbitraire  et  que 
la  variation  de  ce  paramètre  détermine,  par  conséquent,  celle 
de  tous  les  autres.  Si  ces  paramètres  sont  au  nombre  de  n,  ils 
seront  liés  par  n — i équations  de  condition. 

Supposons  d’abord  que  l’on  n’emploie  que  deux  paramètres 
variables  a et  è liés  par  l’équation  de  condition 
(5)  <p(o,  6)  = o, 

et  soient 

(6)  F {X,  y,  a,  b)  = o, 

(7)  F, (a:,  y,  a,  6)  = O, 

les  équations  des  deux  lignes  mobiles  A et  B dont  l’intersection 
donne  chaque  point  du  lieu.  Si  l’on  fait  varier  le  paramètre  a 
d’une  manière  continue,  le  paramètre  b,  qui  dépend  de  a d’a- 
près la  relation  (5),  variera  aussi  d’une  manière  continue;  les 
deux  lignes  A et  B,  dont  les  équations  contiennent  ces  deux 
paramètres,  varieront  aussi  d’une  manière  continue,  et  leur 
point  d’inlersection  M décrira  la  ligne  PQ. 

On  obtiendra  l’équation  de  celte  ligne  en  éliminant  les  deux 
paramètres  a et  6 entre  les  trois  équations  (5),  (6),  (7).  Eu  effet, 
éliminer  a et  6 entre  ces  trois  équations,  c’est  trouver  un  sys- 
tème de  trois  équations 

(8)  Fj(a;,  y,  a,  b)  — o, 

(9)  y,  «3  b)  = o, 

(10)  f[x,y)  — o, 

équivalent  au  système  proposé  et  tel  que  l’une  d’elles  ne  con- 
tienne plus  a et  b.  Quand  on  attribue  à a et  è des  valeurs  véri- 
fiant l’équation  (5),  les  coordonnées  a:  et  y du  point  M,  jointes 
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à ces  valeurs  de  a et  de  b,  formeut  un  système  de  valeurs  des 
quatre  quantités  x,  y,  a,  b,  vérifiant  à la  fois  les  trois  équa- 
tions (5J,  (6),  (7).  Les  trois  équations  (8),  fy),  (10),  formant  un 
système  équivalent  au  système  précédent,  seront  aussi  vérifiées 
parles  mêmes  valeurs;  l’équation  (10),  étant  indépendante  de  a 
et  de  b,  sera  donc  vérifiée  par  les  coordonnées  x et  y de  chacun 
des  points  du  lieu.  Réciproquement,  tout  point  M dont  les  coor- 
données x et  y vérifient  l’équation  (10),  appartient  au  lieu;  car, 
si  l’on  détermine  les  valeurs  de  a et  de  6 qui  vérifient  les  deux 
équations  (8j  et  fy),  dans  lesquelles  on  attribue  à x et  à y les 
valeurs  précédentes,  on  obtient  un  système  de  valeurs  des 
quatre  quantités  x,  y,  0,  b vérifiant  le  système  des  trois  équa- 
tions (8),  (y),  (10).  Les  trois  équations  (5),  (6),  (7),  formant  un 
système  équivalent  à celui-là,  seront  aussi  vérifiées,  et  l’on 
aura  deux  lignes  A et  B passant  {>ar  le  point  M. 

100 — Supposons,  en  général,  que  l’on  emploie  n paramè- 
tres variables  a,  b,  c,.. h,  liés  entre  eux  par  n — i équa- 
tions de  condition 


Çj(ci,  bf  c, . . . , h]  — O, 
è,  c, ...,  A)  = o, 


I <p„-,(a,  6,  c,...,h)=o, 

et  soient 

(12)  F (x,  y,  a,  b,  c,...,  h)  =0, 

(13)  F, (X,  y,  a,  6,  c,...,  /()  = «, 


les  équations  des  deux  lignes  mobiles  A et  B,  dont  l'intersection 
donne  chaque  point  du  lieu.  Quand  on  fait  varier  le  paramètre 
a,  les  autres  paramètres  varient  simultanément,  et  le  point  M 
décrit  le  lieu.  On  obtient  l’équation  de  ce  lieu  eh  éliminant  les 
«paramètres  entre  les  n-t- 1 équations  (ii),  {12),  (i3). 

101— Nous  avons  dit  que  la  construction  de  la  figure  ne 
dépend  que  d’un  seul  paramètre  arbitraire  a.  Si  la  figure  dé- 
pendait de  deux  paramètres  arbitraires  a et  b,  les  deux  coor- 
données X et  y du  point  M seraient  des  fonctions  de  ces  deux 
paramètres 

x = f[a,b),  y = fi{a,b). 
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On  pourrait  attribuer  à ces  paramètres  des  valeurs  telles  que  le 
point  M coïncidât  avec  un  point  quelconque  du  plan  ayant  pour 
coordonnées  x^  et  y^;  il  suffirait,  pour  cela,  de  déterminer  a et 
b à l’aide  des  deux  équations 

x,  = f{a,b),  y,  = f,{a,b). 

Le  point  M décrirait  ainsi  tout  le  plan  et  non  une  ligne  déter- 
minée dans  le  plan. 

On  comprend  bien  par  là  comment  il  est  nécessaire,  lors- 
qu’on emploie  n paramètres  variables,  que  ces  n paramè- 
tres soient  liés  par  n — i équations  de  condition  distinctes; 
car  si  on  pouvait  réduire  ces  équations  de  condition  à un 
nombre  moindre,  deux  paramètres  au  moins  seraient  arbi- 
traires. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  lignes  variables  A et  B se  cou- 
pent en  plusieurs  points;  le  calcul  précédent  donne  le  lieu 
décrit  par  l’ensemble  de  ces  points. 


PROBLÈME  I. 


102— Etant  donnés  un  angle  XOY  et  un  point  fixe  P dans 
le  plan  (fig.  62),  par  le  point  P on  mène  une  sécante  fixe  PBA 
et  une  sécante  mobile  PDG,  on  mène  les  droites  AD,  BC;  trouver 
le  lieu  de  leur  point  de  rencontre  M. 

Prenons  les  droites  OX  et  OY  pour  axes  des  coordonnées,  et 

désignons  par  ic,  et  yj’.les  coordon- 
nées du  point  P.  La  sécante  fixe 
PBA  aura  une  équation  de  la  forme 

y-y^  = a{x  — x,), 

dans  laquelle  le  paramètre  a a une 
valeur  constante.  De  même  la  sé- 
cante mobile  PDG  sera  représentée 

y — î/i  — (x  Xx), 


dans  laquelle  m désigne  un  paramètre  variable.  Si,  dans  cha- 
cune de  ces  équations,  on  fait  successivement  y =0,  x = o, 
on  obtient  les  coordonnées  des  points  où  ces  droites  rencon- 
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rent  Ica  axes  des  coordonnées, 

A,  ÿ = o, 

B,  x — o,  ÿ = y,  — ox„ 

G,  y = o,  x=iT.— 

D,  x = o,  y = y^~tnx^. 


En  appliquant  la  formule  du  n°  67,  on  a les  équations  des 
IroilesAD,  CB, 


(I) 


X y 

3.  Vx-mXi 


(2) 


X 


X,— 


h 

m 


y 

y,  — ax^ 


I. 


Les  valeurs  de  x et  y,  qui  vérifient  les  deux  équations  si- 
multanées (i)  et  (2),  sont  les  coordonnées  du  point  d’intersec- 
tion M des  deux  droites  AD  et  BC;  ces  coordonnées  varient 
avec  le  paramètre  arbitraire  m.  Si  l’on  retranche  les  deux 
équations  membre  à membre,  on  obtient  l’équation 


a 

y,  — ax^ 


O, 


ou  plus  simplement 


(3) 


m- 


(y,  — mx.Hÿ,  — O®,) 


(y,a;-4-ic,y)  = o 


qui,  jointe  à l’équation  (i),  forme  un  système  équivalent  au 
système  des  deux  équations  (i)  et  (2).  Tant  que  le  paramètre  m 
a une  valeur  différente  de  a,  le  premier  facteur  étant  différent 
de  zéro,  les  coordonnées  æ et  y du  point  M doivent  annuler  le 
second  facteur.  Ainsi,  les  coordonnées  de  chacun  des  points  du 
lieu  vérifient  l’équation 


‘y^x-lrx^y  = o, 


(4) 


CC  it/j 


Ce  lieu  est  une  droite  OL  passant  par  l’origine. 


( 
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Quand  m=a,  le  système  des  deux  équations  (i)  et  (2)  se  ré- 
duit à l’équation  (i);  les  deux  droites  AD  et  BC  coïncident  et  leur 
point  d’intersection  est  un  point  quelconque  de  la  sécante  fixe  PA . 

Si  l’on  avait  fait  l’élimination  d’une  autre  manière;  si  l’on 
avait,  par  exemple,  tiré  la  valeur  de  m de  l’équation  (i)  pour 
la  porter  dans  l’équation  (2),  on  aurait  obtenu  une  équation 
du  second  degré,  dont  le  premier  membre  serait  décomposable 
en  deux  facteurs  du  premier  degré  et  qui,  par  conséquent, 
représenterait  deux  droites,  le  lieu  OL  et  la  droite  PA,  Cette 
équation  serait 

(y,  a; -h  Æ,  y)  (y  — y,  — O (X  — £F,)]  = O. 

On  voit  que  l’équation  (4)  ne  contient  pas  le  paramètre  con- 
stant a;  il  en  résulte  que  le  lieu  est  indépendant  de  la  position 
particulière  attribuée  à la  sécante  fixe  PA.  On  en  conclut  le 
théorème  suivant  : Étant  donnés  un  angle  XOY  et  un  point  fixe 
P dans  son  plan,  si  par  le  point  P on  mène  deux  sécantes  quel- 
conques PA,  PC,  le  point  de  rencontre  M des  deux  droites  AD 
et  BG  est  toujours  situé  sur  une  même  droite  OL. 

Nous  remarquerons  encore  que  l’équdtion  (4)  ne  dépend  que 

du  rapport  c’est-à-dire  du  coefficient  angulaire  de  la  droite 

OP.  Ainsi  le  lieu  OL  restera  le  même,  si  l’on  déplace  le  point  P 
sur  la  droite  OP  passant  à l’origine. 

103 — On  peut  traiter  cette  question  d’une  manière  plus 
rapide.  Supposons  que  l’on  ait  tracé  dans  le  plan  deux  axes 
quelconques.  Représentons,  pour  abréger,  par  a = o,  p = o 
les  équations  des  droites  données  OA  et  OB,  et  par  y = o celle 
de  la  sécante  fixe  PA.  On  déterminera  le  point  donné  P,  non 
plus  par  ses  coordonnées,  mais  par  l’intersection  des  deux 
droites  données  PA  et  OP;  cette  dernière,  passant  par  le  point 
d’intersection  0 des  droites  OA  et  OB,  a une  équation  de  la 
forme  p -f-aa  = o.  La  sécante  mobile  PC,  menée  par  le  point 
d’intersection  P des  deux  droites  p-t-aa  = o,  y = o,  est  re- 
présentée par  une  équation  de  la  forme 

(i)  p-haa-t-mY  = o, 

dans  laquelle  m désigne  un  paramètre  arbitraire.  Le  point  C,  où 
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celle  sécante  coupe  la  droite  OA^  est  donné  par  les  deux  équa- 
tions simultanées  a = o,  p-t-aa-t-niY  = o,  ou  plus  simple- 
ment a = o,  P-t-mY  = o;  celte  dernière  équation  représente 
une  droite  passant  par  le  point  C,  et  aussi  par  le  point  d'inter- 
section B des  droites  P = o,  y = o;  c’est  donc  l’équation  de  la 
droite  BC.  De  même,  le  point  D,  où  la  sécante  mobile  coupe  la 
droite  OB,  est  donné  par  les  deux  équations  simultanées  P=o, 
jH-a(x-t-mY  = o,  ou  plus  simplement  P = o,  aa-f-my  = oj 
la  droite  représentée  par  cette  dernière  équation,  passant  aussi 
par  le  point  d’intersection  A des  droites  a — o,  y = o,  n’est 
autre  chose  que  la  droite  AD.  Les  deux  droites  mobiles  BC  et 
AD,  dont  l’intersection  détermine  un  point  M du  lieu,  ont  donc 
pour  équations 

(2)  P -t-  my  = O, 

(3)  aa-|-my  = o. 

On  obtiendra  l’équation  du  lieu  en  éliminant  le  paramètre  m 
entre  ces  deux  équations;  si  on  les  retranche  membre  à mem- 
bre, on  obtient  l’équation 

(4)  P — aa  = o. 


On  en  conclut  que  le  lieu  est  une  droite  passant  par  le  point  O, 
Cette  droite  est  indépendante  de  y,  c’est-à-dire  de  la  sécante 
fixe  PA,  et  elle  est  la  même  quelle  que  soit  la  position  du  point 
P sur  la  droite  OP. 

Nous  avons  supposé  que  le  paramètre  m a une  valeur  finie, 
si  Ton  remplace  m par  et,  qu’apres  avoir  multiplié  par  q,  on 


fasse  q =0,  les  équations  (i),  (2),  (3)  se  réduisent  à y = o;  la 
sécante  mobile  coïncide  avec  ,1a  sécante  fixe  PA,  ainsi  que  les 
deux  droites  BC  et  AD. 


PROBLÈME  II. 

104 — Les  côtés  d'un  triangle  variable  ABC  tournent  autour 
de  trois  points  fixes  P,  P',  P”,  situés  en  ligne  droite,  tandis  que 
deux  des  sommets  A et  B glissent  sur  deux  droites  fixes  ID  et  lE; 
trouver  le  lieu  décrit  par  le  troisième  sommet  C (fig.  63). 
Traçons  dans  le  plan  deux  axes  quelconques,  et,  pour  abré- 
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ger,  représenlons,  comme  précédemment,  par  a = o,  ^ = o 

les  équations  des  droites  données 
ID,  lE,  et  par  y==o  celle  de  la 
droite  PP' P";  chacun  des  points 
fixes  P,  P',  P"  peut  être  défini  par 
Tintersection  de  cette  droite  et 
d’une  droite  passant  par  le  point 
I;  le  point  I étant  le  point  d’in- 
tersection des  droites  o=o,  P=o, 
les  droites  IP,  IF,  IP"  ont  des 

équations  de  la  forme 

P-f-aa=o,  {J-|-a'a  = o,  p-|-a"a=:o, 

dans  lesquelles  a,  a',  a"  désignent  des  coefficients  constants. 
Pour  construire  une  position  particulière  de  la  figure  variable, 
on  mènera  par  le  point  P une  droite  arbitraire  PA,  puis  on 
tracera  les  droites  AP'  et  BP"  dont  l’intersection  donnera  un 
point  C du  lieu.  Le  point  P étant  l’intersection  des  deux  droites 
Y = o,  p-f-aa  = o,  la  droite  PA,  menée  par  ce  point,  aura 
une  équation  de  la  forme 

(1)  p-f-aa-|-my  = o, 

dans  laquelle  m désigne  un  paramètre  arbitraire.  Le  point  A, 
où  la  droite  PA  coupe  la  droite  IA,  est  donné  par  les  deux 
équations  simultanées  a = o,  [i-i-  aa -i-  my  = o,  ou  plus  sim- 
plement a = o,  p + my  = o.  La  droite  AP',  passant  par  ce 
point,  a une  équation  de  la  forme  p -i- my -i- m'a  = o;  il  faut 
déterminer  le  coefficient  m'  de  manière  que  la  droite  passe 
aussi  par  le  point  P',  défini  par  les  deux  équations  y = o, 

P -t-  a'a  = o;  si  dans  l’équation  de  cette  droite  on  fait  y = o et 
P= — o'a,  on  a (m'  — a')a  = o;  et,  comme  a n’est  pas  nulle, 
puisque  le  point  P'  n’est  pas  sur  la  droite  a = o,  on  a 
m'  — a'  = o;  on  prendra  donc  m'=o'.  Ainsi,  la  droite  AP' 
est  représentée  par  l’équation 

(2)  p-f-a'a-t-my  = o. 

De  même,  le  point  B,  où  la  droite  PB  coupe  la  droite  IB,  est 
donné  par  les  deux  équations  fi  = o,  p -t- aa-f-my  = 0,  ou 
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plus  simplement  fi  = o,  aei  -hmy  = o;  la  droite  BP",  passant 
par  ce  point,  a une  équation  de  la  forme  aa4-mY  + m"{i  = o; 
on  déterminera  le  coefficient  m"  de  manière  que  celte  droite 
passe  parle  point  P",  intersection  des  droites  y =o,  p-(-a"a=o; 
si,  dans  celte  équation,  on  fait  y = o et  fj  = — o"a,  on  a 

(a  — m"a")  a = o;  on  prendra  donc  m"=  ainsi,  la  droite 

Gt 

BP'  est  représentée  par  l'équation 

(3)  ^(fi-l-a"a)-i-my=o. 

Ixs  équations  (2)  et  (3)  sont  les  équations  des  deux  droites  mo- 
biles AP'  et  BP",  dont  rinterseclion  donne  un  point  quelcon- 
que C du  lieu  ; on  obtiendra  l’équation  du  lieu  en  éliminant  le 
paramètre  arbitraire  m entre  ces  deux  équations;  si  on  les 
retranche  membre  à membre,  on  a l’équation 

(4)  (0' — a]  o"a  -I-  (0"  — a)  fs  = o. 

On  en  conclut  que  le  lieu  cherché  est  une  droite  passant  par  le 
point  I. 

10«K — Corollaire  1.  On  déduit  de  ce  qui  précède  la  solu- 
tion de  ce  problème  : Inscrire  dans  un  triangle  IDE  un  second 
triangle  dont  les  côtés  passent  respectivement  par  trois  points 
donnés  P,  P',  P"  en  ligne  droite.  Si  l’on  conçoit  un  triangle 
variable  dont  les  côtés  soient  assujettis  à passer  par  les  points 
P,  P',  P",  tandis  que  deux  des  sommets  A et  B glissent  sur  les 
droites  ID,  lE,  le  lieu  du  troisième  sommet  C est  une  droite  IC. 
Le  point  de  rencontre  C,  des  droites  IC  et  DE  est  donc  l’un  des 
sommets  du  triangle  cherché;  les  droites  C,P',  C,P"  donnent 
les  deux  autres  sommets  A,  et  B,.  11  est  à remarquer  que  cette 
solution  n’exige  aucun  autre  instrument  que  la  règle. 

Corollaire  11.  On  peut  aisément  généraliser  le  problème 
précédent.  Considérons  un  quadrilatère  dont  les  quatre  côtés 
pivotent  autour  de  quatre  points  fixes  P,  P,  P,  P'"  situés  en 
ligue  droite,  tandis  que  trois  sommets  A,  B,  C glissent  sur 
trois  droites  fixes  R,  S,  T;  et  proposons  de  chercher  le  lieu 
décrit  par  le  quatrième  sommet  D (lig.  64). 

Les  trois  côtés  du  triangle  BCE  pivotent  autour  des  trois 
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points  fixes  P,  P",  F",  tandis  que  deux  sommets  B et  G glissent 

sur  les  droites  fixes  S 
et  T;  le  sommet  E dé- 
crit donc  une  droite  EF. 
D’après  cela,  les  trois 
côtés  du  triangle  AED 
pivotent  autour  des  trois 
points  fixes  P,  P',  P", 
tandis  que  deux  som- 
mets A et  E glissent  sur 
les  deux  droites  R et  EF; 
le  sommet  D décrit  donc 
!■’*«  w.  une  ligne  droite. 

Du  quadrilatère  on  passera  de  la  même  manière  au  penta- 
gone. Ainsi,  quand  les  n côtés  d"un  polygone  pivotent  autour 
des  n points  fixes  situés  en  ligne  droite,  tandis  que  n — i som- 
mets glissent  sur  n — i droites  fixes,  le  n™*  sommet  décrit  une 
ligne  droite. 

On  en  déduit  le  moyen  d’inscrire  dans  un  polygone  de  n 
côtés  un  autre  polygone  de  n côtés  passant  respectivement 
par  n points  fixes  en  ligne  droite. 

PROBLÈME  ni. 

t06  — Étant  donné  un  triangle  ABA',  par  un  point  fixe  O 
pris  sur  un  côté  AA'  on  mène  une  sécante  mobile  OCC',  on  fait 
passer  un  premier  cercle  par  les  trois  points  O,  A,  G et  un 
second  cercle  par  les  trois  points  O,  A',  G';  trouver  le  lieu  du 
point  d’intersection  M de  ces  deux  cercles  (tig.  65). 

Prenons  la  droite  OA'  pour  axe 
des  X et  une  perpendiculaire  OY 
menée  par  le  point  0 pour  axe  des 
y.  Si  l’on  appelle  a et  a'  les  abscisses 
des  points  A et  A',  les  deux  droites 
fixes  AB,  A' B seront  représentées 
par  les  équations 

(i)  y = c{x  — a), 

6^-  (•2)  y = c'{x  — a'), 
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et  la  sécante  mobile  OC  par  l’équation 

(3)  y = mx, 

dans  laquelle  m désigne  un  paramètre  variable.  On  obtient  les 
coordonnées  du  point  C en  résolvant  les  deux  équations  simul- 
tanées (i)  et  (3),  ce  qui  donne 

ca  nica 

x = « u = • 

c — m ^ c — m 

Tout  cercle  passant  par  les  deux  points  0 et  A a une  équation 
(le  la  forme 

x’-f-y’  — ax  — by  = o, 

dans  laquelle  le  paramètre  b est  arbitraire.  On  détermine  ce 
paramètre  en  exprimant  que  le  cercle  passe  par  le  point  C,  ce 
qui  donne 

c — m ’ 


le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  0,  C a donc  pour 
équation 


, a (cm -t-i) 

(4)  x‘-hy^—ax — ^y  = o. 


c — m 


Si,  dans  cette  équation,  on  remplace  a et  c par  a'  et  &,  ou 
obtiendra  évidemment  Téquation  du  cercle  qui  passe  par  les 
trois  points  O,  A',  C', 


(5)  x^-hy'~a  X 


i) 

cf  — m 


y = o. 


Pour  avoir  l’équation  du  lieu  du  point  d’intersection  M des 
deux  cercles,  il  faut  éliminer  le  paramètre  variable  m entre 
les  deux  équations  (4)  et  (o).  En  égalant  les  valeurs  de  m tirées 
des  équations  (4)  et  (5),  on  obtient  l’équation 

c {x*-t~y*  — ax)  — ay & y* — a x)  — a' y 

y*  — ax)-hcay  (x*-hy^ — a'  x)->r  d a'  y' 

qui,  mise  sous  forme  entière,  s’écrit 

(c  — a')  [(x*  4-  y’ — ax)  (x*  H-  ÿ*  — a'x)  -f-  ad  y*) 

-4-  ( 14-  cd)  y [o'  (x*-i-  y*  — ax)  — a (x*  -4  y’  — dx)  | = o 
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(c  — (/)  [ (æ*  -H  ÿ‘)*  — (a  + a')  x (x*  -t-  y’)  -t-  aa'  (x*  -+-  y*)  ] 

(1  + cc')  (o'  — a)  y (x'-hif)  — o; 

en  mettant  a:*-|-  y*  en  facteur  commun,  et  divisant  par  c — c', 
on  a réquation 

(6)  y *—  (a 4- oO x — ^ — ^y-t-aa  j = o. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux;  l’une, 

æ’  -I-  y*  = o, 

donne  le  point  O où  se  coupent  toujours  les  deux  cercles 
mobiles;  l’autre 

(")  + ÿ^)  — (a  H-  oO  Æ - 7 ^ y + aa^  = o. 

est  l’équation  du  lieu  du  point  M.  Ce  lieu  est  un  cercle. 

Ou  reconnaît  à priori  que  les  trois  points  B,  A,  A'  appartien- 
nent au  lieu.  Car,  si  la  sécante  mobile  passe  par  le  point  B,  les 
deux  cercles  se  coupent  en  B;  ce  point  fait  partie  du  lieu. 
Supposons  que  la  sécante  devienne  parallèle  à la  droite  A^B,  le 
point  C'  s’éloignant  à l’inûni,  le  second  cercle  coïncide  avec  lu 
droite  OA',  qui  coupe  en  A le  premier  cercle;  on  obtient  de 
même  le  point  A',  quand  la  sécante  devient  parallèle  à AB.  Il 
est  d’ailleurs  facile  de  vérifier  sur  l’équation  (7)  que  le  lieu 
passe  par  trois  points  B,  A,  A'.  Ainsi  le  lieu  demandé  est  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABA'. 


PROBLEME  iV. 


lOy — Étanl  donnés 


un  cercle  et  un  point  fixe  P à l’inté- 
rieur du  cercle,  autour  du  point  P on 
fait  tourner  un  angle  droit  APB;  on 
joint  par  une  droite  les  deux  points  A 
et  B,  où  les  côtés  de  l'angle  droit  ren- 
contrent le  cercle,  et  on  abaisse  du 
point  P une  perpendiculaire  PM  sur 
la  droite  AB;  trouver  le  lieu  du  pied  M 
de  la  perpendiculaire  (fig.  66). 

Prenons  pour  axe  des  x le  diamètre 
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OP,  pour  axe  des  y un  diamètre  perpendiculaire;  le  cercle 
donné  est  représenté  par  l’équalion 

(I)  x^--hy'-=r\ 

Soit  (2)  y = ax-\-h 

l’équation  de  la  sécante  AB.  Si  l’on  élimine  y entre  les  deux 
équations  (i)  et  (2),  on  obtient  une  équation  du  second  degré 

(3)  (i -|-a’)x’H-2aèa;  + 6*  — r’  = o, 

dont  les  racines  sont  les  abscisses  x'  et  x"  des  points  A et  B; 
les  ordonnées  et  y"  auront  pour  valeurs  ax'-\-b,  ax"-\-b. 
Si  l’on  appelle  c la  longueur  constante  ÜP,  les  deux  droites 
PA,  PB  ont  pour  coefficients  angulaires 

y'  y"  ax'-hb  ax"-hb 

—r — ’ — ’ OU  ’ — — ; 

X — c X — c X — c.  X — c 

l’angle  APB  étant  droit,  on  a la  condition 

{ax'  ■+■  b)  fax"-!-  b) 

(x'  — c)  (x" — c)  ’ 

qui  s’écrit 

(i  -t-  a*)  x'x’-t-  (o6  — cHx'-t-x")  = o; 

si  l’on  remplace  x'4-x"  et  x'x"  par  leurs  valeurs  tirées  de 
l'équation  (3),  on  obtient  la  relation 

(4)  (n-a*)(c’  — r’)-+-2è(ac-f-è)  = o, 
qui  lie  les  deux  paramètres  variables  a et  b. 

La  perpendiculaire  PM,  abaissée  du  point  P sur  la  droite  AB, 
a pour  équation 

(5)  y=-.L{x—c). 

U point  M est  déflni  par  les  équations  (2)  et  (5),  dans  lesquelles 
les  paramètres  variables  a et  6 satisfont  à l’équalion  (4)  ; on 
«hlient  l’équalion  du  lieu  du  point  M en  éliminant  ces  deux 
paramètres  entre  les  trois  équations  (2),  (4),  (5).  De  l’équation 

'3)onlire  a= — ; de  l’équation  (2)  on  déduit  ensuite 

l=- — En  portant  ces  valeurs  dans  l’équalion  (4), 
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on  obtient  l’équation 

qui  se  décompose  en  deux;  Tune,  j/®4-(æ  — c)*  = o,  donne  le 
point  P;  l’autre, 

(7)  x^  + if  — cx-\ = 0 

représente  le  lieu  cherché. 

Il  est  évident  que  le  point  P n’appartient  pas  au  lieu  géomé- 
trique tel  qu’on  l’a  défini  ; mais  il  est  facile  de  comprendre 
comment  l’analyse  l’introduit  dans  le  résultat.  Les  coordonnées 
x — c,  y = o du  |)oint  P vérifient  l’équation  (5),  quels  que 
soient  les  paramètres;  on  pourra  donc  déduire  des  deux  équa- 
tions (2)  et  (4)  des  valeurs  correspondantes  des  deux  paramè- 
tres a et  b;  on  trouve  ainsi  a=±i,  b= — ac.  C’est  une  ap- 
plication de  la  remarque  faite  au  n“  98. 

L’équation  (7)  montre  que  le  lieu  est  un  cercle  ayant  son 
centre  sur  la  droite  OP.  Pour  le  construire,  il  suffit  de  déter- 
miner les  deux  extrémités  du  diamètre  CD;  si  l’on  mène  des 
droites  AB',  BA'  faisant  des  angles  de  43“  •ivec  le  diamètre  OP, 
les  cordes  AA',  BB',  étant  perpendiculaires  sur  ce  diamètre, 
donneront  les  deux  points  C et  D. 

On  obtient  le  môme  cercle  en  cherchant  le  lieu  du  milieu 
M'  de  la  corde  AB.  En  effet,  ce  point  milieu  est  déterminé  par 
l’intersection  de  la  corde  AB  et  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  sur  cette  corde.  Ces  deux  droites  ayant  pour  équa- 
tions 

y = ax  + b,  y=—lx, 

d 

on  obtiendra  l’équation  du  lieu  en  éliminant  les  deux  para- 
mètres variables  a et  b entre  ces  deux  équations  et  l’équation 
(4),  ce  qui  conduit  à l’équation 

(x‘ -h y’)  -I- y‘  — ex -4-  ^ = o, 

qui  se  décompose  en  deux,  donnant  l’une  le  point  0 étranger 
au  lieu  géométrique,  l’autre  le  cercle. 
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108 —  Remarque.  La  circonstance  que  nous  venons  de  si- 
gnaler se  présentera  toutes  les  fois  que  l’une  des  deux  courbes 
variables  A et  B,  dont  l’intersection  donne  un  point  M du  lieu 
(n“  98),  passera  par  un  point  fixe  P.  En  effet,  supposons  que 
les  équations  des  deux  lignes  contiennent  n paramètres  varia- 
bles liés  entre  eux  par  n — i relations;  si  les  coordonnées 

et  y,  d’un  point  fixe  P satisfont  à l’équation  de  la  ligne  A, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  paramètres,  en  remplaçant 
.r  et  y par  et  y,  dans  l’équation  de  la  ligne  B,  on  aura  une 
équation  qui,  jointe  aux  n — i équations  de  condition  entre  les 
paramètres,  formera  un  système  de  n équations  pour  déter- 
miner les  valeurs  de  ces  paramètres.  Ce  point  P sera  étranger 
au  lieu  géométrique  proprement  dit,  si  aux  valeurs  trouvées 
ne  correspondent  pas  de  lignes  réelles. 

Dans  ce  cas,  il  arrive  quelquefois  que  le  point  P entre  dans 
l’équation  par  un  facteur  particulier  que  l’on  peut  supprimer; 
après  la  suppression  de  ce  facteur,  l’équation  représente  le 
lieu  géométrique  lui-même.  Mais  souvent  il  est  impossible  de 
décomposer  en  deux  facteurs  le  premier  membre  de  l’équation, 
elle  point  P doit  être  considéré  comme  un  point  isolé  lié  à la 
courbe. 

PROBLÈME  V. 

109 —  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  de  chacun  d’eux  sur  les  trois  côtés 
d’un  triangle  ABC  soient  en  ligne  droite. 

Soient 

(ajcosa-t-y  sino  — p,=  o, 

X cos6  H-  y sinfc  — P,  = o, 
xcosc  -f-y sine  — Ps  = o. 

les  équations  des  trois  côtés  du  triangle  rapportées  à deux  axes 
rectangulaires  quelconques,  et,  pour  abréger,  désignons  par 
a,  P,  Y les  premiers  membres  de  ces  équations.  Appelons  x 
et  y les  coordonnées  d’un  point  M du  lieu,  x,  et  y„  æ,  et  y,, 
X,  et  y,  celles  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
point  M sur  les  côtés  du  triangle,  on  a (n°  83), 

x^  — x = acosa,  X, — x = jîcos6,  æ,  — a:  = YCOsc, 
y,  — y = asino,  y,  — y = Psinô,  y,  — y = ysinc. 
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Nous  obtiendrons  l’équation  du  lieu  en  exprimant  que  ces 
trois  j)oints  sont  en  ligne  droite.  Il  faut  pour  cela  égaler  les 

deux  rapports  ■>  que  l’on  peut  mettre  sous  la 

^3  ^1 

forme 

[y, — y)  — (y. — v)  _ (.Va  — v)  — iv,  — v) 

(x^—x)  — {,x,  — x)  [x^—x)  — [x^  — x) 

On  a ainsi  l’équation 

Psin6  — asina y sine  — asina 

ficos6  — acosa  — acosa 

ou 

(2)  ap  sin  (I»  — a)  + fJy  (c  — 6)  -1-  sin  (a  — c)  = o. 

Les  lettres  a,  y désignant  des  polynômes  du  premier  degré 
en  X et  y,  on  voit  que  l’équation  (2)  est  du  second  degré.  Le 
coefQcient  du  terme  en  xy  est 

sin  [a  -H  h)  sin  (6  — a)  -+-  sin  [h  -h  c)  sin  (c  — 6)  -t-  sin  (c  4-  a)  sin  (a  — r 
si  l’on  transforme  les  produits  de  sinus  en  différences  de  co- 
sinus, ce  coeflicient  devient 

(cos 2 a — COS26)  (COS26  — C0S2C)  -H  (C0S2C  — cos 20) . 

- ■"  ' ~ ' • » 

2 

il  est  égal  à zéro.  Les  coefficients  des  termes  en  x’  et  en  y*  sont 

A = cos  O cos  ô sin  (6  — o)  -!-  cos  6 cosc  sin  (c  — ô)  -f-  cosc  cos  o sin  (a  — < 
B = sin  O sin  6 sin  (6  — o)  4-  sin  b sin  c sin  (c  — ô)  -f-  sine  sin  a sin  [a  — 1 

Si  on  calcule  leur  somme  et  leur  différence,  on  a 
A — B = cos  (a  H-  6)  sin  (ô — o)  4-  cos(6  4-  c)  si  n (c — ô)  4-  cos  (c  -1-  a)  sin  (a  - 

siii2Ô  — sin2  0 4-sin2c  — sin26  4-sin2fl  — sin2C 

= - ; 

A -h  B = cos  (O  — ô)  sin  (6 — o)  -4  cos  (6 — c)  si n (c — 6)  4-  cos  (c — O)  si n (a  - 

pi n 2 (6  — o)-4-sin2(c  — 6) -4- sin 2(0  — c) 

" 2 

= — 2 sin  (5  — o)  sin  (c  — b]  sin.fo  — c); 

on  en  déduit 

A = B =— sin  (6  — a)  sin  (c  — b)  sin  (o  — c). 

Ainsi,  le  lieu  est  une  circonférence  de  cercle.  L’équation  (2) 
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étant  vériflée  quand  on  y fait  P = o,  y = o,  le  point  A ai>par- 
tient  au  lieu;  il  en  est  de  même  des  points  B et  G;  le  lieu  est 
donc  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

HflO — Il  faut  remarquer  cette  forme  de  l’équation  du  cercle 
circonscrit  à un  triangle.  Le  premier 
membre  a une  signification  géonjétriquc 
très-simple.  Pour  préciser,  supposons 
que  l’origine  des  coordonnées  soit  placée 
à l’intérieur  du  triangle  ABC  (fig.  67)  et 
que  les  angles  a,  6,  c,  compris  entre  o 
et  2-,  soient  rangés  par  ordre  de  gran- 
Fig.  67.  clcur  croissante.  Considérons  un  point  M 

ayant  pour  coordonnées  x cly  et  situé  aussi  à l’intérieur  du 
triangle;  de  ce  point  abaissons  des  perpendiculaires  sur  les 
côtés  et  joignons  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  pour  former 
le  triangle  DEF.  Les  lettres  a,  p,  y désignent  les  longueurs 
de  ces  perpendiculaires  affectées  ici  du  signe  — ; ces  perj>en- 
diculaires  sont  d’ailleurs  dirigées  dans  le  même  sens  que  celles 
qui  ont  été  menées  de  l’origine  et  qui  ont  servi  a détermiticr 
les  angles  a,  b,  c.  Le  terme  afisin(6  — a)  étant  égal  à 
Ml)  X ME  X sinDME  représente  le  double  de  l’aire  du  triangle 
DME  ; les  deux  autres  termes  représentent  de  même  les  doubles 
•les  triangles  EMF,  FMD;  ainsi,  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion (2)  représente  le  double  de  l’aire  du  triangle  DEF. 

Considérons  maintenant  un  point  M'  situé  à l’extérieur  du 
triangle  ABC.  On  a,  dans  ce  cas,  a= — M'D',  — M'E', 

y =-t-M' F';  le  premier  membre  de  l’équation  représente  le 
double  de  la  différence  qui  existe  entre  le  triangle  D'M'E'  cl 
la  somme  des  deux  triangles  E'M'F',  F'M'D';  c’est  encore  le 
•louble  de  l’aire  du  triangle  D'UT'  affectée  du  signe  -j-  ou  du 
signe  Ainsi,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M dans  le 
plan,  le  premier  membre  de  l’équation  représente  le  double 
de  Faire  du  triangle  DEF  affectée  du  signe  -f-  ou  du  signe  — . 
L’équation  (2)  exprime  donc  que  Faire  du  triangle  DEF  est 
nulle;  c’est-à-dire  que  les  trois  points  D,  E,  F sont  en  ligne 
droite. 

Si  l’on  appelle  r le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
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ABC,  et  d la  distance  d’un  point  ayant  pour  coordonnées  x et  7/ 
au  centre  de  ce  cercle,  le  premier  membre  de  l’équation  (2) 
pouvant  être  mis  sous  la  forme 

A(a:*  + ÿ’-t- ) 

est  égal  à A (fP  — r-).  Cette  expression  conserve  le  même  signe, 
tant  ([lie  la  distance  d est  moindre  ([UC  r,  c’est-à-dire  tant  que 
le  point  M reste  à l’intérieur  du  cercle,  et  elle  prend  un  signe 
contraire  quand  le  point  M passe  à l’extérieur, 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  lieu  des  points  tels  que 
l’aire  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  trois  per- 
pendiculaires soit  égale  à une  quantité  donnée  k-  se  compose 
de  deux  cercles  représentés  parles  équations 

a.^  sin  [h  — a)  -f-  jîy  sin  (c  — à)  -|-  ya  sin  (a  — c)  =±^k-. 

Ces  deux  cercles  sont  concentriques  au  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC;  l’un  est  extérieur  et  toujours  réel,  quelle  que 
soit  l’aire  donnée;  l’autre  est  intérieur  et  n’est  réel  que  si 

2 


l’aire  donnée  est  moindre  que  la  valeur  absolue  de 


EXERCICES. 

1“  Exprimer  faire  d’un  triangle  et  d’un  polygone  quelconque  en  fonction 
des  coordonnées  des  sommets. 

2»  Trouver  faire  d’un  triangle  formé  par  trois  droites  dont  011  donne  les 
équations. 

3“  Étant  donnés  dans  un  plan  n points  A,  B,  G,. ..  et  n quantités  ni', 
m",  m'",. ..  qui  correspondent  à ces  n points;  sur  la  droite  AB  on  prend 
un  point  Ni,  tel  que  les  distances  de  ce  point  aux  deux  premiers  points 
soient  dans  le  rapport  de  m'  îi  m";  puis  sur  la  droite  NiG  qui  joint  N,  au 
troisième  point  on  prend  un  point  N,  tel  que  scs  distances  aux  points  Ni 
et  G soient  dans  le  rapport  de  m'"  à ni'-|-m";  puis  sur  la  droite  N,D  qu, 
joint  le  point  N,  au  quatrième  point  D un  point  N3 , tel  que  ses  distances 
aux  points  NjCt  D soient  dans  le  rapport  de  m"  à m'-[- m" -j- m'",  et  ainsi 
de  suite,  jusqu’à  ce  qu’on  soit  arrivé  au  dernier  point  donné;  trouver  les 
coordonnées  du  dernier  point  do  division  que  fon  appelle  centre  des  dis- 
tances proportionnelles. 

Lorsque  les  multiplicateurs  ni',  m",  ni"', ...sont  égaux  entre  eux,  le 
dernier  point  de  division  s’appelle  centre  des  moyennes  distances. 

Gomme  application,  trouver  le  centre  des  distances  proportionnelles  des 
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trois  sommets  d’un  triangle,  en  déduire  le  centre  de  gravité,  le  centre  du 
cercle  inscrit,  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs,  et  le  centre  du 
cercle  circonscrit. 

4o  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  produits  des  carrés 
des  distances  de  chacun  d’eux  à n points  donnés  par  des  quantités  con- 
stantes m' , m",  m'",. . . soit  égale  h une  quantité  donnée. 

5°  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  sont  vus  de  deux  points  donnés  sous 
des  angles  donnés. 

6»  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  rencontrent,  en  des  points  diamétra- 
lement opposés,  deux  cercles  donnés. 

7»  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  distances  de  chacun  d’eux  à 
deux  droites  et  en  général  h plusieurs  droites  données  soit  constante. 

8“  Sur  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  on  construit  un  rectangle 
variable  OABC  ayant  un  périmètre  donné  -a,  la  perpendiculaire  menée 
au  sommet  C sur  la  diagonale  AB  passe  par  un  point  fixe. 

9»  Ayant  fait  la  figure  qui  sert  à démontrer  le  théorème  du  carré  de 
l'hypoténuse  d’un  triangle  rectangle,  démontrer  que  les  deux  droites  qui 
joignent  les  exirémités  de  l'hypoténuse  aux  sommets  {les  carrés  construits 
sur  les  côtés  opposés  se  coupent  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet 
de  l’angle  droit  sur  l'hypoténuse. 

10»  D'un  point  fixe  P on  mène  des  tangentes  aux  cercles  qui  passent 
par  deux  points  donnés;  trouver  le  lieu  du  point  où  la  corde  des  contacts 
rencontre  le  diamètre  qui  passe  au  point  P. 

Il»  Etant  donné  un  hexagone  régulier  ABCDEF,  on  joint  AC  et  AE; 
parle  centre  on  mène  une  sécante  quelconque  qui  coupe  les  deux  droites 
•AC  et  AE  aux  points  G cl  11  ; on  joint  BG  et  Eli  ; trouver  le  lieu  du  point 
de  rencontre  de  ces  deux  droites. 

12»  Les  circonférences  décrites  sur  les  trois  diagonales  d’un  quadrilatère 
complet,  comme  diamètres,  ont  même  axe  radical. 

13»  Étant  données  cinq  droites,  on  en  prend  quatre  qui  für(nenl  un 
quadrilatère  complet,  dans  lequel  les  milieux  des  trois  diagonales  sont  en 
ligne  droite;  les  cinq  droites  ainsi  obtenues  sè  coupent  au  même  point. 

li°  Étant  donnés  trois  points  A,  D,  C,  et  deux  droites  X,  Y';  sur  AB 
comme  diagonale,  on  construit  un  parallélogramme  dont  les  côtés  sont  pa- 
rallèles h X et  Y’;  on  opère  de  même  avec  lî,  C et  C,  A;  les  secondes  dia- 
gonales des  trois  parullélugramiiics  passent  au  même  point. 

13°  Étant  données  quatre  droites  A,  B,  C,  I),  on  en  prend  trois  pour 
tonner  un  triangle,  dont  on  détermine  le  point  de  concours  des  hauteurs; 
les  quatre  points  ainsi  obtenus  sont  en  ligne  droite. 

16»  Étant  donnés  deux  cercles  lixes,  deux  cercles  variables  sont  tangents 
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entre  eux  et  aux  précédents  ; trouver  le  lieu  du  point  de  contact  des  cercles 
variables. 

<7»  On  prend  quatre  points  arbitraiiement  sur  une  circonférence,  les 
bissectrices  des  trois  couples  de  droites  qui  passent  par  ces  quatre  points 
sont  parallèles  deux  à deux, 

18o  Lieu  du  point  tel  que  les  cordes  de  contact  des  tangentes  menées  de 
ce  point  è trois  cercles  donnés  se  coupent  en  un  même  point. 

19»  On  donne  nn  angle  AOA'  et  un  point  G sur  la  bissectrice.  Un  angle 
de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  sommet  placé  en  C,  on  joint 
les  ]ioints  de  rencontre  B et  B'  des  côtés  de  l’angle  mobile  avec  les  côtés  de 
l’angle  fixe,  du  point  C on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  BB';  trouver  le 
lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire. 

20“  Oo  donne  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  qui,  prises  trois  à trois,  for- 
ment quatre  triangles.  La  droite  A appartient  à trois  de  ces  triangles,  on 
joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  à chacun  deux  au  sommet  non  situé  sur 
A;  les  trois  droites  ainsi  obtenues  se  coupent  en  un  même  point  I;  les 
quatre  points  analogues  à 1 et  les  centres  des  quatre  cercles  sont  sur  une 
même  circonférence. 

21“  Étant  donnés  divers  cercles  qui,  pris  deux  à deux,  admettent  le 
même  axe  radical;  si  un  cercle  variable  coupe  deux  de  ces  cercles  sous  des 
angles  constants,  il  coupera  également  chacun  di  s autres  cercles  sous  un 
angle  constant. 


» 
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COURBES  DU  SECO]¥D  DECRÉ. 


CHAPITRE  I. 

Conatrnetlon  dea  lignes  dn  second  degré. 


111— L’équation  générale  du  second  degré  entre  les  deux 
J xariables  a:  et  y est  de  la  forme 

D;  (i)Ax’-|-Bary-|-Cÿ’+Dx+Ey-4-F=o; 

elle  renferme  cinq  paramètres  ar- 
bitraires, les  rapports  de  cinq  co- 
efficients au  sixième.  Supposons 
d’abord  que  l’un  des  coefficients  de 
x’  et  de  y-,  G [lar  exemple,  ne  soit 
pas  nul,  et  résolvons  l’équation  par 
rapport  à y;  on  a 

± -Î-:  V.'lic*4-2Nx-l-P, 

2L 


m posant  M = B*— 4 AC,  N = BE  — aCD,  P = E*— 4CF. 
Construisons  la  droite  DIV  représentée  par  l’équation 

6x  + E 

i/= — • 


Pour  chaque  valeur  de  x,  il  faut,  à partir  de  la  droile  DD', 
porter  de  part  et  d’autre  sur  l’ordonnée  une  longueur  égale  ii 


Y=  ^ VMx*-t-2Nx  -h P. 

La  droite  DD'  (fig.  68),  qui  divise  en  deux  parties  égales  les 
i^^ordes  parallèles  à l’axe  OY,  est  un  diamètre  de  la  courbe;  la 
'luantité  Y est  la  valeur  de  l’ordonnée  comptée  à partir  du 
'liamètre.  La  construction  du  lieu  est  ainsi  ramenée  à l’étude 
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du  trinôme 

Mx’  + aNx-hP; 

et  comme  la  forme  du  lieu  dépend  principalement  du  signe 
du  coefflcient  M,  on  distingue  trois  cas  principaux. 

GENRE  ELLIPSE. 

119 — Considérons  d’abord  le  cas  où  le  coefficient  M,  qui 
est  égal  à B*  — 4 AC,  aune  valeur  négative.  L’ordonnée  Y n’est 
réelle  que  si  le  trinôme  a une  valeur  positive.  Pour  reconnaître 
le  signe  du  trinôme,  quand  x varie,  on  lui  donne  diverses 
formes;  c’est  pourquoi  le  cas  que  nous  examinons  se  subdivise 
à son  tour  eu  trois  autres. 

1®  N*  — .MP>  O.  Les  deux  racines  du  trinôme  sont  réelles 
et  inégales.  Désignons  par  x'  la  plus  petite  et  par  x"  la  plus 
grande;  le  trinôme  peut  s’écrire 

M (x  — a/)  (x  — x"),  ou  — M (æ  — x')  (x"  — ar)  ; 

le  trinôme  est  positif,  et  par  conséquent  l’ordonnée  Y est 
réelle  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  x'  et  x"; 
le  trinôme  est  au  contraire  négatif,  et  l’ordonnée  imaginaire, 
pour  toute  valeur  de  x plus  petite  que  x',  ou  plus  grande 
que  x". 

Prenons  sur  l’axe  des  x deux  points  P'  et  P"  ayant  pour  ab- 
scisses x'  et  x";  et  par  les  |)oints  P'  et  P'  menons  des  paral- 
lèles P^A',  P' A"  à l’axe  des  ÿ;  la  courbe  sera  tout  entière 
comprise  entre  ces  deux  parallèles.  L’abscisse  x variant  de  x' 
il  x",  l’ordonnée  Y’  conserve  une  valeur  finie,  et  part  de  la 
valeur  zéro  pour  revenir  à zéro;  on  a ainsi  une  courbe  fermée 
qui  passe  par  les  points  A'  et  A",  et  à laquelle  on  a donné  le 
nom  d’ellipse. 

Une  valeur  de  x comprise  entre  a/  et  x"  sera  l’abscisse  d’un 
point  P compris  entre  P'  et  P",  et  la  valeur  correspondante  de 
Y sera  égale  à 

2Li 

Le  produit  variable  PP'xPP"  des  deux  segments  de  la  droite 
P' P"  est  égal  au  carré  de  l’ordonnée  du  cercle  décrit  sur  FP" 

» 
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comme  diamètre;  quand  le  point  P va  de  P'  au  point  I,  milieu 
de  PP",  l’ordonnée  du  cercle,  et  par  suite  la  quantité  Y qui 
lui  est  proportionnelle,  va  en  augmentant;  elle  diminue  au 
contraire  quand  le  point  P va  de  I en  P".  La  quantité  Y acquiert 
donc  sa  valeur  maximum,  quand  le  point  P est  en  I,  c’est-à- 
x>  -\-x"  N 

dire  quand  x — — ^ — = — jj;  cette  valeur  maximum  est 


égale  à 


{x”  — x')  \] — M 
4C 


• A partir  du  point  G,  milieu  du  dia- 


mètre A' A",  portons  sur  l’ordonnée,  et  de  part  et  d’autre,  une 
longueur  égale  à cette  valeur  maximum,  nous  aurons  deux 
points  B'  et  B"  de  la  courbe,  et  en  menant  par  ces  points  des 
parallèles  au  diamètre,  nous  formerons  un  parallélogramme 
FGKII,  dans  lequel  sera  comprise  l’ellipse. 

H est  clair  qu’à  deux  points  P et  Q également  distants  du 
milieu  I correspondent  des  valeurs  égales  de  Y;  ces  valeurs, 
portées  de  part  et  d’autre  du  diamètre  DD',  donnent  les  quatre 
points  M,  M',  N,  N'.  Les  deux  triangles  CRM,  CSiV,  étant  égaux, 
les  trois  points  M,  C,  N'  sont  en  ligne  droite  et  le  point  C est  le 
milieu  de  MN';  ainsi  tous  les  points  de  la  courbe  sont  deux  à 
deux  symétriques  j)ar  rapport  au  point  C,  milieu  du  diamètre 
ce  point  C est  donc  le  centre  de  l’ellipse.  On  voit  éga- 
lement que  les  droites  MN,  M'N'  sont  parallèles  au  diamètre 
A'.V"  et  partagées  chacune  en  deux  parties  égales  par  la  droite 
B' R";  cette  droite  est  un  second  diamètre.  Les  deux  diamètres 
A' A",  B' B",  qui  partagent  chacun  en  deux  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à l’autre,  sont  dits  diamètres  conjugués  de 
l’ellipse. 

113-  Remarque.  Puisqu’on  a 


1.,  , « T.  MP  — N^ 

3Ia:’-t-2Na;-t-P  = M(Æ-+-^j  H — » 


l’équation  (i)  peut  être  mise  sous  la  forme 


(3)  f aCy -t- Bæ H- E j — M(a;-t-jjj)  -1 — — o. 

Le  premier  terme  est  le  carré  d’un  polynôme  contenant  les 
(leux  variables  x et  y,  le  second  le  carré  d’un  polynôme  qui 
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ne  contient  que  la  variable  x,  et  le  troisième  une  quantité 
constante  négative. 

— 2®  N*  — MP  = o.  Les  deux  racines  x!  et  x"  sont 
égales,  et  l’on  a 


OCf  — CC  ' ■ * 

M 


Y: 


X — X' 

aC 


VSÎ; 


le  coefficient  M étant  négatif,  la  quantité  Y est  imaginaire  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  excepté  pour  x — ocf,  et  alors  Y = o. 
L’équation  n’admettant  qu’un  système  de  solutions  réelles,  le 
lieu  est  un  point  unique  C placé  sur  la  droite  DIV.  L’équation 
(3),  se  réduit  dans  ce  cas,  à 

(4)  (2Cj/  + Bo:  + E)’-M^a;H-^y  = o, 

et  l’on  voit  immédiatement  qu’elle  n’a  qu’une  solution  réelle. 
— 3®  N*  — MP  <o.  Le  trinôme 

« , XT  n N\‘  MP  — N* 

Mx’-l-2Na;-|-P  = M (x-h— j H > 

est  négatif,  et  par  conséquent  Y imaginaire,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x;  l’équation,  n’ayant  pas  de  solution  réelle,  ne 
représente  aucun  lieu  géométrique.  Si  l’on  met  l’équation  (i) 
sous  la  forme  (3),  les  trois  termes  étant  positifs,  on  voit  qu’en 
effet  l’équation  n’admet  pas  de  solution  réelle. 


GENRE  HYPERBOLE. 

116 — Considérons  maintenant  le  cas  où  le  coefficient  M a 

une  valeur  positive;  ce  cas  se  sub- 
divise aussi  en  trois. 

I®  N*  — MP>  O.  Le  trinôme 

Mx*-f-2Na;-f-P, 

que  l’on  met  sous  la  forme  M(ar— .t/) 
[x  — x"),  est  positif,  et  par  suite,  Y 
est  réelle  quand  x varie  de  x"  à 
-t-Qo  et  de  a/  à — oo;  d’ailleurs  Y 
varie  en  même  temps  de  o à oo . 
Fig.  69.  Prenons,  comme  précédemment, 

sur  l’axe  des  x deux  points  F et  P"  ayant  pour  abscisses  x'  et 
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x",  et  menons  par  ces  points  deux  parallèles  FA',  P" A"  à Taxe 
des  y;  la  courbe  sera  située  en  dehors  de  ces  parallèles;  elle  se 
compose  de  deux  branches  séparées  l’une  de  l’autre  et  qui  s’é- 
tendent à l’infini  (fig.  67);  on  a donné  à celte  courbe  le  nom 
d’hyperbole.  Si,  à partir  du  point  I,  milieu  de  F P",  on  prend 
deux  longueurs  égales  IP  et  IQ  de  part  et  d’autre  sur  l’axe  des 
X,  les  valeurs  correspondantes  de  Y sont  égales;  l’on  voit  que 
le  point  C,  milieu  de  A' A",  est  le  centre  de  la  courbe,  et  que 
les  deux  droites  DF  et  IC  sont  deux  diamètres  conjugués. 

^ 4®  y — Considérons  la  valeur  de  y, 


y=— 


Baj  + E 


2C 


±îüV/''Hs)’- 


MP— N' 
M ’ 


Lorscjue  x a une  valeur  numérique  très-grande,  le  premier 
terme  de  la  parenthèse  placée  sous  le  signe  radical  est  très- 
grand  par  rapport  au  second  ; si  l’on  réduit  la  parenthèse  à son 
premier  terme,  on  a une  valeur  approchée  de  y. 


(5) 


!/i=— 


Bx-f-  E 
2C 


L’équation  précédente  définit  deux  droites  distinctes,  qui  se 
coupent  en  un  point  du  diamètre  DD'  dont  l’abscisse  est  égale 
N 

a — c’est-à-dire  à la  demi-somme  des  abscisses  des  points 


F et  F';  ce  point  est  donc  le  centre  C de  la  courbe.  Considérons 
la  branche  de  courbe  A"M;  si  C est  positif,  celle  branche  est 
déterminée  par  l’équation 


Bt-i-E 

2C 


'2C 


M ( x-f- 


MP  — N* 
Al  ’ 


dans  laquelle  on  fait  varier  a:  de  x"  à -f-  00  ; prenons  en  meme 
temps  la  droite  CL  qui  a pour  équation 


y. 


B X — f—  E 
2C 


Pour  une  valeur  quelconque  de  x supérieure  à x",  l’ordonnée 
delà  courbe  est  inférieure  à celle  de  la  droite;  ainsi  la  branche 
Â'M  est  comprise  dans  l’angle  LCD'.  La  différence  y^  — y des 
ordonnées  qui  correspondent  à une  même  abscisse  a pour 
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,/—»/  — — T/  , . /T77  , N\*  , MP  — IN*’ 

y*  ^ - 2C  + m)  “ V m)  “li — _ 


MP  — N* 


2 CM 


X- 


N\./ïî  , . Ivil  , , MP  — W*' 

■ m)  V r iw)  ~M~. 


Quand  x augmente  indéfiniment,  le  dénominateur  augmente 
indéfiniment,  et  par  conséquent,  la  différence  y,  — y tend  vers 
zéro.  La  droite  CL,  dont  s’approche  indéfiniment  la  branche  de 
courbe  A"M,  est  dite  asymptote  de  cette  branche  de  courbe  qui 
est  comprise  dans  Tangle  LCIV.  On  verrait  de  même  que  les 
branches  A"M',  A'N,  A' A'  sont  comprises  dans  les  angles  L'CD', 
H' CD,  IlCD  et  ont  pour  asymptotes  les  droites  CL',  CIP,  CIL 
Ainsi  la  courbe  est  comprise  dans  les  deux  angles  opposés  par 
le  sommet  LCL',  HCH',  et  chacune  des  droites  indéfinies  HL, 
H'L'  est  asymptote  à deux  branches  de  courbe. 

Si  Ton  met  l’équation  (i)  sous  la  forme  (3),  et  que  l’on  néglige 
le  terme  constant,  on  obtient  une  équation 

(6)  (2Cy-t-Ba:  + E)*— M =o, 

qui  représente  les  deux  asymptotes.  11  est  bon  d’observer,  en 
outre,  que  les  coefficients  angulaires  de  ces  deux  droites  sont 
donnés  par  l’équation 

ou  Cm*-i-Bm-t- A = o, 


que  l’on  obtient  en  remplaçant  dans  les  termes  du  second 
degré  de  l’équation  (i)  a;  par  i et  y par  m. 

— 2°  N’  — MP  < o.  Le  trinôme 

Ma;»  + 2NÆ  + P = M^X4-^V^^~^* 

étant  la  somme  de  deux  quantités  positives,  la  valeur  de  Y est 
réelle  pour  toutes  le.s  valeurs  de  x et  ne  s’annule  jamais;  Y 

Wyip N*  N 

acquiert  sa  valeur  minimum  — pour  x =—  n*  Soit  I 

2CVm  ^ 
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N 


(fig.  70)  le  point  de  l’axe  des  x dont  l’abscisse  est  — — ; me- 
nons IC  parallèle  à l’axe  OY  et  pre- 
nons les  longueurs  CB  et  CB'  égales 
à la  valeur  minimum  de  Y;  les 
deux  points  B'  et  B”  appartiennent 

N . 

la  va- 


au  lieu.  Quand  x varie  de 


N 


+ SC , ou  de  — ïï  à 
M 


-00 . 


leur  de  Y croît  indéûniment;  si 
donc  par  les  points  B'  et  B",  on  mène  des  parallèles  au  dia- 
mètre DD',  on  voit  que  la  courbe  se  compose  de  deux  bran- 
ches infinies  situées  en  dehors  des  parallèles.  On  donne  encore 
à celte  courbe  le  nom  d’hyperbole. 

N 

Si  l’on  attribue  à x les  deux  valeurs  x= — ±a,  ce  qui 

revient  à porter  à partir  du  point  1 les  deux  distances 
lP  = IQ  = a,  les  valeurs  correspondantes  de  Y sont  égales; 
il  en  résulte  que  le  point  C est  centre  de  la  courbe,  et  que  les 
deux  droites  DIV,  IC,  sont  deux  diamètres  conjugués. 

On  reconnaît  également  que  les  deux  droites 

qui  se  coupent  au  centre,  sont  asymptotes  des  branches  in- 
Qnies. 

119-3®  N*  — MP  = o.  On  a alors 


et 


y=— 


2Ü 


Le  lieu  se  compose  de  deux  droites  qui  se  coupent  sur  le  dia- 
mètre Diy.  Dans  ce  cas,  l’équation  (3)  se  réduit  à 

(2Cy-t-Bx-i-E)*  — M =0; 

son  premier  membre  est  le  produit  de  deux  facteurs  du  premier 
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degré 

2 Cy  4-  Bx  -)-  E 4-  VÂÏ^  j^2  Cÿ  4-  Bx  -f-  E — 4-  — ^ VîîJ 


GENRE  PARABOLE. 

190 — Supposons  enfin  que  le  coefficient  M soit  nul. 
La  valeur  de  Y se  réduit  à 

Y = v^'NxTT. 

2C  ’ 

Nous  subdiviserons  ce  cas  en  plusieurs  autres. 

P 

i“  N > O.  Si  Ton  pose  — ^ 

Y = VaN  (x  — j/). 


Quand  x varie  de  x'  à 4-  =c , la  quantité  Y est  réelle  et  varie 
de  O à 4-00  ; mais  elle  est  imaginaire  pour 
les  valeurs  de  x inférieures  à a/.  Si  donc, 
par  le  point  P',  dont  l’abscisse  est  x! , on 
mène  P'' A'  parallèle  à Taxe  des  y,  on  voit 
que  la  courbe  est  tout  entière  située  à 
droite  de  celte  parallèle;  elle  est  formée 
d’une  seule  branche  passant  par  le  point 
A'  et  s’étendant  à l’infini  de  part  et  d’autre 
du  diamètre  DIT  (fig.  69);  on  a donné  à cette  courbe  le  nom 
de  parabole. 

2"  N < o.  La  quantité  Y est  réelle,  quand  x varie  de  a/  à 
— Qo;  la  courbe  passe  par  le  point  A'  et  s’étend  à Tinfini  du 
côté  des  X négatives;  on  l’appelle  aussi  parabole. 
y N = o.  La  valeur  de  y se  réduit  à 


2C 


Bx- 


-4--Lv/P. 

Ë — 2C^ 


Si  P est  positif,  celle  équation  représente  deux  droites  paral- 
lèles au  diamètre  DIT  et  situées  à égale  distance  de  ce  diamètre. 
Si  P = o,  ces  deux  parallèles  se  confondent  avec  le  diamètre; 
enfin  si  P est  négatif,  l’équation  n’a  pas  de  solution  réelle. 
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Dans  le  cas  où  M est  égal  à zéro,  l’équalion  (i)  peut  se  mettre 
sous  l’une  des  trois  formes 

(12)  (2C]/-4-Bx  + E)’-t-2Na;  + P = o, 

(13)  (2Cy-t-Bx  + E)*H-P  = o, 

(14)  (2Cy-l-Bx-i-E)*  = o. 

131 — Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  que  le  coef- 
ficient C est  différent  de  zéro.  Lorsque  le  coefficient  C est  nul,  et 
le  coefficient  A différent  de  zéro,  on  pourrait  résoudre  l’écjua- 
tion  par  rapport  à x etconstruire  le  lieu  comme  précédemment; 
le  premier  terme  du  trinôme  placé  sous  le  radical  ayant  pour 
coefficient  B®,  et  par  conséquent  ayant  une  valeur  positive  ou 
nulle,  le  lieu  sera  du  genre  hyperbole  ou  du  genre  parabole. 
Mais  il  est  préférable  de  résoudre  l’équalion  par  rapport  à la 
variable  qui  n’y  entre  qu’au  premier  degré;  d’ailleurs  celle 
nouvelle  méthode  est  seule  applicable  quand  les  deux  coeffi- 
cients A et  C sont  nuis  à la  fois. 

En  ordonnant  l’équation  (1)  par  rapport  à y,  on  a 

(Bx-i-E)y-f-Ax’-t-Dx-4-F  = 0, 

,,  . Ax®-+-  Dx  F 

dou  1/= n r; • 

Bx-hE 

Supposons  d’abord  que  B soit  différent  de  zéro,  et  effecluons 
la  division,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  X jusqu’à  ce  que  l’on  arrive  à un  re.ste  indépendant 
de  X.  Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  le  reste  est 
différent  de  zéro  ou  égal  à zéro.  Dans  le  premier  cas,  on  ob- 
tiendra un  résultat  de  la  forme 


y = ax- 


ax- 


h + 


Bx-^E  ' “ ' x~d 

Pour  fixer  les  idées  supposons  00.  Construisons  le  lieu  auxi- 

liaire  défini  par  l’équation  y = ax  -|-  i»,  et  posons  Y = — ^ — - 

L’équation  y — ax-\-b  représente  une  droite  DD'  (fig.  72); 
pour  chaque  valeur  de  x,  il  faut  augmenter  l’ordonnée  de  cette 
droite  d’une  quantité  QM  égale  à la  valeur  de  Y.  Cette  quantité 
devient  infinie  pour  x = d;  prenons  donc  un  pointe  ayant 

BR.  8 


Digitized  by  Google 


LIVRE  III,  CHAPITRE  I. 

pour  abscisse  d et  menons  CC^  parallèle  à OY.  Si  l’on  donne  à x 

une  valeur  d + x',  x'  étant  po- 
sitif, Y a une  valeur  positive,  et 
quand  x tend  vers  zéro,  A'  aug- 
mente indéfiniment;  si,  au  con- 
traire, X augmente  indéfiniment, 
\ tend  vers  zéro  ; on  obtient  ainsi 
une  branche  de  courbe  comprise 
dans  l’angle  C'ID'  et  formée  de 
deux  arcs  infinis  asymptotes  res- 
pectivement aux  deux  droites  IC'  et  ID'.  Aux  valeurs  de  x 
inférieures  à d correspondent  des  valeurs  négatives  de  et 
l’on  obtient  une  seconde  branche  comprise  dans  l’angle  CID, 
et  formée  de  deux  arcs  infinis  asymptotes  aux  droites  IC,  ID. 
A deux  valeurs  de  x'  égales  et  de  signes  contraires,  corres- 
pondent des  valeurs  de  Y’  qui  sont  aussi  égales  et  de  signes 
contraires,  et,  par  suite,  deux  points  M et  M'  symétriques  par 
rapport  au  point  I,  qui  est  centre  de  la  courbe.  Si  la  constante  c 
était  négative,  on  obtiendrait  encore  une  courbe  formée  de 
deux  branches  infinies;  mais  ces  deux  branches  seraient  situées 
dans  les  angles  C'ID,  CID'.  Dans  les  deux  cas,  la  courbe  est  une 
hyperbole. 

1S2 — Lorsque  le  reste  de  la  division  est  nul,  on  a 

Aa;*-l-Dx-hE  = — (Bæ-i-E)  (ax-+-b), 

et  l’équation  prend  la  forme  {y  — ax  — b)  (Bæh-E)  = o ; elle  se 
décompose  en  deux  autres  y — ax  — 6 = o,  B a;  E = o,  qui 
représentent  deux  droites,  dont  l’une  est  parallèle  à l’axe  des  y. 

Lorsque  A est  nul  en  même  temps  que  C,  il  suffit  de  faire 
dans  la  discussion  précédente  a = o;  la  droite  DD'  devient 
parallèle  à l’axe  des  x;  on  obtient  ainsi,  soit  une  hyperbole 
ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  soit 
deux  droites  respectivement  parallèles  aux  axes. 

123 — Supposons  maintenant  que  le  coefficient  B soit  égal 
à zéro,  en  même  temps  que  C.  Le  coefficient  A est  nécessai- 
rement différent  de  zéro,  autrement  l’équation  serait  du  pre- 
mier degré.  La  valeur  de  y est  de  la  forme  y = ax’-+-  bx-i-c; 
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elle  est  réelle  quelle  que  soit  la  valeur  de  x-,  en  faisant  varier 
a:  de  — oo  à -i-oo,  on  obtient  une  branche  infinie;  c'est  une 
parabole. 

124 — Remarque.  Dans  la  discussion  de  l’équation  du  se- 
cond degré,  nous  avons  trouvé  trois  espèces  de  courbes  : des 
courbes  fermées,  des  courbes  formées  de  deux  branches  in- 
finies, et  des  courbes  n’ayant  qu’une  branche  infinie.  Nous 
avons  appelé  ellipses  toutes  les  courbes  fermées  données  par 
l’équation  du  second  degré;  hyperboles  toutes  les  courbes  for- 
mées de  deux  branches  infinies;  et  paraboles  toutes  celles  qui 
n’ont  qu’une  brafiche  infinie. 

Nous  avons  vu  au  commencement  de  cet  ouvrage  (liv.  I, 
chap.  n)  que  les  courbes  désignées  par  les  mêmes  noms  en 
Géométrie  élémentaire  sont  rc[)résentées  par  des  équations 
du  second  degré.  Nous  verrons  plus  tard  que,  réciproquement, 
toutes  les  courbes  représentées  par  l’équation  du  second  degré 
jouissent  des  propriétés  qui  servent  de  définition  en  Géométrie 
élémentaire,  de  telle  sorte  que  les  deux  modes  de  définition 
sont  équivalents. 

En  résumant  la  discussion,  on  voit  que  c’est  le  signe  de  la 
quantité  B*  — qui  indique  l’espèce  de  la  courbe  repré- 

sentée par  l’équation  du  second  degré;  la  courbe  est  une  el- 
lipse, une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que  la  quantité 
B*— 4-\C  est  négative,  positive  ou  nulle. 

Toutefois,  il  importe  de  se  rappeler  que  l’équation  ne  repré- 
sente pas  toujours  une  courbe  ni  même  un  lieu;  dans  le  cas  où 
la  quantité  B*  — 4^0  est  négative,  l’équation  représente  une 
ellipse,  ou  un  point,  ou  n’admet  pas  de  solution  réelle;  dans 
le  cas  où  la  quantité  B’  — 4 AC  est  positive,  l’équation  repré- 
sente une  hyperbole  ou  deux  droites  qui  se  coupent;  enfin, 
dans  le  cas  où  B*  — 4AC  = o,  l’équation  représente,  soit  une 
parabole,  soit  deux  droites  parallèles,  ou  une  seule  droite,  ou 
elle  n’admet  pas  de  solution  réelle. 

TANGENTES  AUX  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ. 

195 — Soit  f{x,  y)  = o l’équation  d’une  courbe;  si  l’on  ap- 
pelle a;  et  y les  coordonnées  du  point  de  contact  M,_X  et  Y les 
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coordonnées  variables  d’un  point  quelconque  de  la  langenle, 
nous  avons  vu  (n“  89)  que  la  tangente  est  représentée  par  l’é- 
quation 

(X-x)/-i-HY-y)A;  = o, 
ou  X /■'  -t-  Y /■;  — {xfl  4-  y fl)  = O, 

Lorsque  la  courbe  est  du  second  degré,  on  a 

f{x,  j/)  = AÆ*-(-Ba:ÿ-l-Cy-4-Da:-t-Ey-|-F; 
fl  = 2.\x  -+-By  -hD,  /■/=  Bx-f- aCy-f- E, 
j/'i -t- y/l  = 2 A X*  + 2 B xy  + aCy’ + D H- E y. 

Le  point  de  contact  M étant  situé  sur  la  courbe,  ses  coordon- 
nées X et  y vérifient  la  relation 

(i)  Ax’-t-Bxy-l-Cy’-t-Da:-|-Ey  H-F  = o; 
on  en  déduit 

Ax*-t-Bxy  -t-Cy’= — (Dx-t-Ey-i-  F), 
et,  par  suite, 

xf[+  yfl=—  [Dx  -\-Ey  2F). 

L’équation  de  la  tangente  au  point  dont  les  coordonnées  sont 
X et  y devient  ainsi 

(2)  (2Ax-l-By-t-D)X-|-(Bx-|-2Cy-l-E)Y-(-(Dx-|-Ey-|-2F)  =o 

On  remarque  que  les  coordonnées  x et  y du  point  de  contact 
n’entrent  qu’au  jiremier  degré  dans  cette  équation.  Comme 
cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

(3)  (2 AX  -H BY  + D)  X -H  (BX  -h  2CY  + E)  y 4-  (DX  + EY -f-  2F)  = o, 

on  remarque  aussi  qu’elle  ne  change  pas,  quand  on  y remplace 
X et  \ parx  et  y,  et  réciproquement. 

426— Proposons-nous  maintenant  do  mener  des  tangentes 
h la  courbe  par  un  point  donné  P non  situé  sur  la  courbe  et 
ayant  pour  coordonnées  x^  et  y,.  Prenons  pour  inconnues  les 
coordonnées  x et  y de  l’un  des  points  de  contact  M ; ces  coor- 
données doivent  vérifier  l’équation  (i);  la  tangente  au  point  M 
est  représentée  par  l’équation  (2);  cette  tangente  devant  passer 
par  le  point  P,  les  coordonnées  de  ce  point  vérifieront  l’équa- 
tion (2)  ou  l’équation  (3),  et  l’on  aura 

(4)  (2  Ax,  -4  By,  -4  B)  X 4-  (Bx,  4-  Cy,-4  E)  y -4  (Bx,  -4  Ey, -4  2F)  = 0 
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Les  coordonnées  a:  et  y sont  donc  délcrminées  par  les  deux 
équations  simultanées  (i)  cl  (4).  L’une  étant  du  second  degré, 
l’autre  du  premier  degré,  le  système  de  ces  deux  équations 
admet  deux  solutions,  et  l’on  peut  mener  par  un  point  donné  P 
deux  tangentes  à une  courbe  du  second  degré.  La  résolution 
de  ces  deux  équations  revient  à chercher  les  points  d’intersec- 
tion des  lignes  définies  par  chacune  d’elles;  la  première  est  la 
courbe  proposée,  la  seconde  une  droite  passant  par  les  deux 
points  de  contact.  On  peut  remarquer  que  l’équation  (4)  de  la 
corde  des  contacts  a la  même  forme  que  l’équation  (i)  de  la 
tangente;  il  suffit  de  remplacer  dans  celle-ci  les  coordonnées 
du  point  de  contact  par  celles  du  point  P. 


EXERCICES. 


1“  Construire  les  courbes  représenlées  par  les  équalions 

xy-^-lx  — 5y=0,  j-* — 2xÿ-l-!/î-j-2x  — 7=:0, 

2ÿ’-}-7xj/-|-3Tl  — 3ÿ-)-x  — 2 = 0,  x*-)-3xy  — 2x  = 0, 

3x- — 5xÿ-|-2!/*-f-3x  — 2ÿ  = 0,  5x*-j-4xy-}-ÿ- — 2x-[-5  = 0, 

2x* — 2xy-j-y>-|-2x-f-l=IO,  — 2xy-f-ÿ2 — 2x-|-2y  — 8 = o. 

2“  Lieu  du  point  dont  l'ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
ordonnées  correspondantes  de  deux  droites  données. 

3°  Trouver  le  lieu  du  centre  d'un  cercle  qui  coupe  deux  cercles  donnés 
sous  des  angles  donnés- 

4*  On  donne  un  cercle  tangent  à deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  et 
deux  points  P et  Q placés  symétriquement  par  rapport  h la  bissectrice  de 
l’angle;  on  mène  au  cercle  une  tangente  quelconque  qui  coupe  les  côtés  de 
l'angle  en  A et  B;  trouver  le  lieu  du  |)oiiit  de  rencontre  des  droites  AP,  BQ. 

O»  Le  triangle  ABC  est  circonscrit  à un  cercle  donné,  l’angle  C est  con- 
stant, le  sommet  B décrit  une  ligne  droite  ; quel  est  le  lieu  du  sommet  A? 

6®  Étant  donnée  la  parabole  (oa; -}- ôy)’ -f- dx -j- ci/ -|- /■  = 0 rapportée  i« 
deux  axes  obliques  dont  l’angle  est  0,  on  rapporte  la  courbe  à son  axe  et  à 
la  tangente  au  sommet;  l’équation  prend  la  forme  y’  = 2px;  calculer  la 


constante  p.  Même  question  pour  la  parabole 


Vi  + V^=' 
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Ccnfre,  diamètres  et  axes  des  courbes  dn  second  degré. 


CENTRE. 

■127 —Nous  avons  appelé  cenlre  d’une  courbe  un  point  fixe 
C par  rapport  auquel  tous  les  points  de  la  courbe  sont  symétri- 
ques deux  à deux.  En  discutant  l’équation  générale  du  second 
degré,  nous  avons  reconnu  que  l’ellipse  et  l’hyperbole  ont  un 
centre.  Nous  nous  proposons  maintenant  de  rechercher  direc- 
tement le  centre  d’une  courbe  du  second  degré,  sans  résoudre 
l’équation.  La  méthode  que  nous  suivrons  repose  sur  ce  théo- 
rème : quand  l’origine  des  coordonnées  est  centre  d’une  ligne 
du  second  degré,  l’équation  de  la  ligne  ne  contient  pas  de 
termes  du  premier  degré. 

Soit,  en  effet, 

(i)  Aa:’-f-Ba’ÿ-t-C2/’-|-Da;H-Ei/-t-F  = o 

l’équation  d’une  ligne  du  se- 
cond degré  ayant  l’origine  pour 
centre  (fig.  73);  l’équation  d’une 
droite  MJE  menée  par  l’origine 

X* 

est  de  la  forme  y = mx.  L’élimi- 
nation de  y entre  cette  équation 
et  celle  de  la  courbe  donne  l’é- 
FiR.  73.  quation 

(2)  (A-t-B»?i-t-Cm*)x®-i-(D-t-Em)a;-t-F  = o, 

qui  détermine  les  abscisses  des  deux  points  de  rencontre. 
L’origine  étant  le  milieu  de  la  droite  MM^  l’équation  précé- 
dente doit  avoir  scs  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires, 
ce  qui  exige  que  le  coefficent  de  la  première  puissance  de  x 
soit  égal  à zéro;  on  a ainsi  D -t-  Em  = o,  et,  comme  cette  con- 
dition doit  être  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  m,  on 
doit  avoir  séparément  D = o,  E = o.  Réciproquement,  lorsque 
CCS  conditions  sont  remplies,  l’équation  (2)  a ses  deux  racines 
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égales  et  de  signes  contraires,  quelle  que  soit  la  valeur  de  m, 
et,  par  suite,  l’origine  est  centre  de  la  courbe. 

fl  ISS — Pour  reconnaître  si  un  lieu  du  second  degré  a un 
centre,  on  transportera  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes 
en  un  point  arbitraire  dont  nous  désignerons  les  coordonnées 
par  a et  &,  puis  on  examinera  si  l’on  peut  déterminer  ces 
quantités  de  manière  que  la  nouvelle  équation  ne  renferme  pas 
de  termes  du  premier  degré. 

Les  formules  pour  déplacer  les  axés  parallèlement  à eux- 
mêmes  sont  x = a-\-x',  y = b-i-i/.  En  substituant  dans  l’é- 
quation (i),  on  obtient  l’équation  nouvelle 

î)  + (2Âa-t- B6-+-D)a/+  (Ban- 2C6 -t-E)  1/ 

-|—  A fl*  -f-  B fl  6 C 6*  D fl  -f—  E b -f- 1'  = o, 

dont  il  importe  de  remarquer  la  composition.  Désignons,  ]>our 
abréger,  jiar  f{x,  y)  le  premier  membre  de  l’équation  (i)  qui 
est  une  fonction  entière  du  second  degré  en  x cl  y;  dans 
l’équation  (3)  les  termes  du  second  degré  sont  les  mêmes  que 
dans  l’équation  (i);  les  termes  du  premier  degré  ont  pour 
coefficients  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  f{x,  y)  prises 
par  rapport  aux  variables  x et  y,  et  dans  lesquelles  on  a rem- 
placé ces  variables  par  a et  b;  enfin,  le  terme  constant  est  la 
valeur  que  prend  le  polynôme  f{x,  y]  pour  x — a,  y — b. 
L’équation  (3)  peut  donc  s’écrire  ainsi 

(4)  Aa:/*-+-Bx'ÿ'-i-Cy'*-^/‘l(a,  b)x'-\-f[{a,  b)y'-^f{a,b)  — o. 

En  égalant  à zéro  les  coefficients  de  x'  et  de  y',  on  obtient  les 
deux  équations  du  premier  degré 

1 2 A fl B ô — H D = o, 

I Bfl'-+-2Cè  + E = o. 

On  voit  par  là  que  l’on  détermine  le  centre  d'une  courbe  du 
second  degré  en  résolvant  les  deux  équations  que  l’on  obtient 
en  égalant  à zéro  les  dérivées  partielles  du  premier  membre  de 
l’équation  proposée,  prises  par  rapport  àx  et  ày. 

139-Si  l’on  considère  a et  i»  comme  des  coordonnées  va- 
riables, chacune  des  équations  (5)  définit  une  droite,  cl  il  y a 
lieu  de  distinguer  plusieurs  cas. 
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1*  B-  — 4AC^o.  Les  deux  éfjualions  sont  véniîée?  par  un 

système  de  valeurs  de  a et  de  b et  par  un  seul;  les  deux  droites 
se  coupent  et  la  liyne  admet  un  centre  et  un  centre  uniijue 
dont  les  coordonnées  sont 


(6) 


2CD  — BE 
R'— 4 AC  ’ 
o.AE  — BR 
" ■“  R=— 4AC' 


2®  B-  — 4AC  = o.  Les  droites  (5)  sont  parallèles  ou  se  con- 
fondent; dans  le  premier  cas  le  lieu  n’a  pas  de  centre;  dans  le 
second  cas,  il  admet  comme  centre  chacun  des  points  de  la 
droite  définie  par  l’une  des  équations  (5).  11  est  facile  de  voir 
que,  dans  ce  dernier  cas,  s’il  y a un  lieu,  ce  lieu  se  compose 
nécessairement  de  deux  droites  parallèles.  Soit,  en  effet,  CC' 
la  droite,  lien  des  centres  (fig.  74),  et 
M un  point  appartenant  au  lieu  ; joignons 
le  point  M aux  divers  points  de  la  droite 
CC',  et  prolongeons  chacune  de  ces  droi- 
tes d’une  longueur  égale  à elle-même, 
les  points  N,  N',  N",...  ainsi  obtenus, 
appartiendront  encore  au  lieu;  or,  tous 
ces  points  sont  situés  sur  une  parallèle 
à CC'.  En  opérant  de  même  avec  le  point  N on  aurait  une 
seconde  parallèle  M.M'.  D’ailleurs,  l’équation  (i)  ne  peut  pas 
représenter  d’autres  points  que  ceux  de  ces  deux  droites;  au- 
trement une  droite  rencontrerait  le  lieu  en  plus  de  deux  points. 
Si  le  point  M était  situé  sur  la  droite  CC',  les  deux  parallèles 
se  confondraient  avec  le  lieu  des  centres. 

ISO— Lorsque  la  courbe  admet  un  centre,  si  l’on  trans- 
porte les  axes  parallèlement  à eux-mêmes  en  ce  point,  l’équa- 
tion SC  simplifie  et  devient 


(7)  i/-T-Cy'‘-\-Vi  = o, 
puisque  les  termes  du  premier  degré  disparaissent.  Le  ternie 
constant  F,  de  la  nouvelle  équation  a pour  valeur 
F,  = A fl*  R flê  -f-  C b~  -H  Dfl  -)—  E6  -t-  F , 
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1 et  h désignant  les  coordonnées  du  centre.  Mais  les  (juantilés 
[ et  h satisfont  aux  équations  (5)  ; si  Ton  multiplie  les  deux 
nombres  de  chacune  d’elles  respectivement  par  a et  & et  que 
’on  ajoute,  il  vient 


2Ao*4-  2Ra&  4-2C6*+Da-t-E6  = o, 


roù 


Afl*+  Bfl&  H—  Cb*~ 


Da  -I-  Kb 


;t,  par  suite. 


F.  = F 


Drt-H  E6 


11  est  bon  d’observer,  qu’en  remplaçant  a ci  b par  leurs  va- 
leurs, on  a aussi 


AFA  + CD’  — RRE  -h  F (B*  — 4 AC) 
B»  — 4AC 


Lorsque  le  nouveau  terme  constant  F,  est  nul,  l’équalion  se 
réduit  à 

(8)  Aa?'--)-B'x')y'-)-C  »/'-’  = O. 

On  en  déduit 


(9)  y'  = ■ 


BdbVB»— 4.AC 
2C 


X. 


Si  la  quantité  B* — 4 AC  est  négative,  l’équation  n’admet  qu’une 
solution  réelle  x'  = o,  y'  = o.  Si  la  quantité  B*  — 4 AC  est  po- 
sitive, l’équation  représente  deux  droites  passant  par  l’ori- 
gine. Dans  ce  cas,  l’équation  (7),  dans  laquelle  on  attribue 
a la  constante  F,  une  valeur  quelconque,  définit  une  hyper- 
bole; nous  avons  vu  (n“  117)  que  les  asymptotes  d’une  hyper- 
bole passent  par  son  centre,  et  que  les  coefficienls  angulaires 
en  sont  donnés  par  la  formule 

_ — B±VB*— 4AC 
^C  ’ 

ces  asymptotes  ne  sont  autre  chose  que  les  droites  représen- 
tées par  l’équation  (9)  ou  par  l’équation  (8).  Ainsi,  quand  une 
équation  du  second  degré  représente  une  hyperbole  rapportée 
à son  centre,  on  obtient  l’équation  des  asymptotes  en  suppri-, 
mantle  terme  constant  dans  la  première  équation. 


Digitized  by  Google 


122 


LIVRE  III,  CHAPITRE  H. 

DIAMÈTRES. 


131-Si  Pon  coupe  une  courbe  d 
second  degré  par  une  série  de  droU( 
parallèles,  le  lieu  des  points  milieux 
des  cordes  MM'  terminées  aux  deu 
points  de  rencontre  est  iin  diamèli 
de  la  courbe.  Soit  m le  coefficient  an 
gulaire  des  cordes,  et 


(i)  y)  = ^x*+Bxy-i-Ctf+Dx  + Ey-hV  — o 

1 équation  de  la  courbe.  Si  l’on  transporte  les  axes  parallèlt 
ment  à eux-mêmes  en  un  point  arbitraire  I du  plan,  ayant  pou 
coordonnées  a et  b,  l’équation  de  la  courbe  devient  (n®  128) 

(4)  Aa/*-+-BÆ'y'+Cy'*-)-/':(a,  b)x'+f[{a,  b)y'-^f{a,  6)=c 

Menons  actuellement  par  l’origine  I une  parallèle  MM'  à la  di 
rection  donnée,  l’équation  de  cette  parallèle  est  r/  = ma/.  L'é 
limination  de  y'  entre  celte  équation  et  celle  de  la  courbe  con 
duit  à l’équation  du  second  degré 

( 10)  ( A -+- Bm  + Cm*) -t- [fl [a,  b)  + fl{a,b)m]x>-hf{a,b)=o 

qui  donne  les  abscisses  des  points  de  rencontre.  Pour  que  l’o 
rigine  I soit  le  milieu  de  la  corde  MM'  (fig.  ^5),  il  faut  qu( 
1 équation  précédente  ait  ses  racines  égales  cl  de  signes  con 
traires,  c est-à-dire  que  a et  6 vérifient  la  relation 

fi{a,  b) -h  mf'i,  [a,  b)  = o-, 

cette  équation,  devant  être  satisfaite  par  les  coordonnées  du 
point  milieu  de  l’une  quelconque  des  cordes  considérées,  est 
l’équation  du  lieu.  Si  l’on  y remplace  a et  6 par  x et  «,  elle 
devient 

( 1 1)  A y)  + w/I  {X,  y)  = O, 

(2  A a;  4- B y -h  D) -t- m (B  27 -H  2 Cy -1- E)  = O. 

Cette  équation  étant  du  premier  degré,  on  en  conclut  que  le 
diamètre  correspondant  à une  série  quelconque  de  cordes  pa- 
I allèles  est  une  droite  DD'.  Appelons  m'  le  coefficient  angu- 
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aire  du  diamètre,  on  aura  la  relation 


(12) 


2A  + Bm 

1ÏV  — — ■ ' » 

B+2Cm 


132 — Remarque  1.  La  direction  du  diamètre  varie,  en 
jénéral,  avec  celle  des  cordes;  cependant,  lorsqu’on  a 


2 A 

ir 


2C 


ou  B’  — 4àC  = o, 


c’esl-à-dire  lorsque  la  courbe  est  une  parabole,  la  valeur  de  m' 

est  constante  et  égale  à 7:-  Ainsi  tous  les  diamètres  de  la 

2C 

parabole  sont  parallèles  entre  eux. 

133  — Remarque  11.  Si  le  nombre  donné  m vériûait  la 
relation 

(i3)  A-f-Bjm-Cm*=:o, 
d’où 

m=-^±:^VB’-4AC, 


Véquation  (10)  s’abaisserait  au  premier  degré;  chacune  des 
droites  parallèles  à la  direction  donnée  ne  couperait  la  courbe 
qu’en  un  point,  et  il  n’y  aurait  pas  lieu  de  clierclier  le  diamètre 
correspondant  à celte  direction.  Dans  le  cas  de  l’ellipse,  les 
racines  de  l’équation  (i3)  étant  imaginaires,  la  circonstance 
dont  nous  parlons  ne  peut  se  présenter;  ainsi,  à toute  direc- 
tion des  cordes  correspond  un  diamètre.  Dans  le  cas  de  l’hy- 
perbole, les  racines  de  Téqualion(i3)donnentles  directions  des 
asymptotes;  ainsi,  une  droite  parallèle  à l’une  des  asymptotes 
del’byperbole  ne  rencontre  la  courbe  qu’en  un  point.  Dans  le 
cas  de  la  parabole,  l’équation  (i3)  a ses  racines  égales  et  la  va- 
leur de  m est  le  coefficient  angulaire  commun  à tous  les  dia- 
mètres; une  droite  menée  dans  cette  direction  ne  rencontre  la 
parabole  qu’en  un  point. 

134— Remarque  111.  Les  valeurs  æ et  y qui  satisfont  aux 
équations  simultanées 

2Aa:-|-By-l-D  = o,  Bx-|-2Cy-t-E  = o, 

'érifient  l’équation  (i  1)  quelle  que  soit  la  valeur  de  m;  donc,  si 
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le  lieu  a un  cenlre  nniiiue,  tous  les  diamètres  passent  par  le 
centre,  ef,  s’il  en  a une  infinité,  tous  les  diamètres  se  confon- 
dent avec  le  lieu  des  centres. 

Les  deux  équations  qui  déterminent  le  centre  représentent 
deux  diamètres;  le  premier  correspond  aux  cordes  parallèles  à 
l’axe  des  x,  le  second  aux  cordes  parallèles  à l’axe  des  y. 

Reuarqle  IV.  Dans  le  cas  de  l’ellipse  et  de  l liyperbole, 
toute  droite  menée  par  le  centre  est  un  diamètre;  car  on  peut 
disposer  de  m de  manière  que  le  coefficient  m',  donné  par  la 
formule  (12),  ait  une  valeur  quelconque.  Cependant,  si  la  valeur 
obtenue  pour  m se  réduisait  à l’une  des  racines  de  Téqualion 
(i3),  elle  ne  serait  pas  admissible,  puisque  les  droites  corres- 
pondantes ne  donnent  pas  de  diamètres;  mais  alors  la  valeur 
de  m'  est  égale  à celle  de  ni;  elle  correspond  à l’une  des 
asymptotes. 

DIAMÈTRES  CONJLGEÉS. 

135 — Supposons  R’  — 4^^^  différent  de  zéro.  La  relation 
(12)  entre  m et  m'  peut  s’écrire 

(i4)  2Cnim'-t-B(m-t-m')-l-2A  = o. 

Imaginons  que  l’on  mène  des  sécantes  telles  que  MM"  parallèles 
au  diamètre  DD'  (fig.  7a);  soit  m"  le  coefficient  angulaire  du 
diamètre  EE',  qui  divise  ces  cordes  en  deux  parties  égales,  on 
aura  de  même,  entre  la  direction  ni'  des  cordes  et  la  direction 
m"  du  diamètre  correspondante  EE',  la  relation 
2 Cm' m" -1-  B (m' H-  ni")  -t-  2 A = o ; 
cette  équation  et  la  précédente  étant  du  premier  degré  par 
rapport  à m"  et  à m,  on  voit  que  l’on  a m"=ni.  Les  deux  dia- 
mètres DD',  EE',  dont  les  coefficients  angulaires  sont  ni'  et  m, 
jouissent  de  cette  propriété  que  chacun  d’eux  divise  en  deux 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à l’autre;  on  les  a nommés, 
pour  celte  raison,  diamètres  conjugués. 

L’ellipse  et  l’hyperbole  ont  une  infinité  de  systèmes  de  dia- 
mètres conjugués.  On  peut  prendre  pour  premier  diamètre 
une  droite  quelconque  menée  par  le  centre,  pourvu  qu’elle  ne 
se  confonde  pas  avec  l’une  des  asymptotes,  si  la  courbe  est  une 
hyperbole. 
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136— Dans  les  courbes  du  second  degré,  les  diamètres  per- 
pendiculaires aux  cordes  qu’ils  divisent 
en  deux  parties  égales  sont  des  axes  de 
symétrie. 

La  parabole  ayant  tous  ses  diamètres 
parallèles,  si  l’on  imagine  une  série  de 
cordes  MM'  (fig.  76)  perpendiculaires  à la 
direction  commune  des  diamètres,  le  dia- 
Fig.  7c.  mètre  AA',  qui  divise  ces  cordes  en  deux 

parties  égales,  sera  un  axe  de  la  courbe  et  ce  sera  le  seul.  Le 

g 

coefficient  angulaire  des  diamètres  est donc,  si  les  axes 

aL 

lies  coordonnées  sont  rectangulaires,  l’axe  de  la  courbe  est  le 

aC 

diamètre  des  cordes  ayant  pour  coefficient  angulaire  -g-  ; son 
équation  (n®  i3i)  est 


B(aAÆ-|-By-i-D)-l-2C  (Bx-t- aCy-4- E)  = 0. 

Lorsque  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  à tout 
axe  AA'  (fig.  77)  en  correspond  un 
second  BB',  formant  avec  le  premier 
un  système  de  diamètres  conjugués; 
la  question  est  ainsi  ramenée  à la  re- 
clierclie  des  diamètres  conjugués  per- 
I pend  iculaires  entre  eux . Si  les  coordon- 

F‘g-  ’77-  nées  sont  rectangulaires,  on  obtient  les 

coefficients  angulaires  des  axes  en  joignant  à l’équation  (i4)  la 




‘V 

c 

/ 

V 

^ 

relation  înm'= — i.  On  en  déduit  m-+-m'  = a 


G- A. 
B ’ 


ainsi. 


met  m' sont  les  racines  de  l’équation  du  second  degré 


(i5)  Bu’-t-2(A  — C)u  — B — O. 

L’ellipse  et  l’hyperbole  ont  deux  axes.  Si  l’on  avait  B = o,  et 
A = C,  l’équation  serait  une  identité,  et  la  courbe  aurait  une 
infinité  de  systèmes  de  diamètres  conjugués  rectangulaires; 
dans  ce  cas,  le  lieu  est  un  cercle. 

137  — Nous  avons  vu  (n®  i3o)  que,  lorsque  la  quantité 
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B*  — est  négative,  Téqualion 

(8)  Ax'  + Bxy  + Ci/=o 

représente  deux  droites  passant  par  l’origine;  l’équation  (i5) 
donne  les  directions  des  axes,  c’est-à-dire  les  bissectrices  des 
angles  formés  par  ces  deux  droites;  on  obtiendra  les  équations 

y 

de  ces  bissectrices  elles-mêmes,  en  remplaçant  m par  ^ dans 
l’équation  (i5),  ce  qui  donne 

(i6)  Bx’  — 2(A  — C)xy—By*  = o. 

Comme  les  directions  des  axes  dépendent  uniquement  des 
coefficients  des  termes  du  second  degré,  si  la  courbe  est  une 
hyperbole,  les  axes,  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  for- 
més par  les  droites  (8),  sont  les  bissectrices  des  angles  des 
asymptotes. 

On  appelle  sommet  d’une  courbe  du  second  degré  les  points 
où  elle  est  rencontrée  par  un  axe.  La  parabole,  ayant  un  seul 
axe  qui  ne  rencontre  la  courbe  qu’en  un  point,  n’a  qu’un 
sommet;  l’ellipse  a quatre  sommets  et  l’hyperbole  deux. 

ELLIPSE  ET  HYPERBOLE  RAPPORTÉES  A DEUX  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS. 

H38 — Supposons  que  l’on  prenne  pour  axe  des  x un  dia- 
mètre d’une  courbe  du  second  degré,  et  pour  axe  des  y une 
parallèle  aux  cordes  que  le  diamètre  divise  en  deux  parties 
égales;  l’équation 

A æ* -t- B aiy -I- C J/® -t- D x 4- E y -t- F = O 

devra  donner  pour  chaque  valeur  de  x deux  valeurs  de  y 
égales  et  de  signes  contraires,  ce  qui  exige  que  l’on  ait 

Ba;-t-E  = o, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  et,  par  suite,  B = o,  E = o. 
L’équation  aura  donc  la  forme 

(17)  Ax’-t-Cy’-t-Da:-|-F  = o. 

Si  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  en  prenant 
pour  axe  des  y le  diamètre  conjugué  du  premier,  on  aura  par 
la  même  raison  D = 0,  ce  qui  réduit  l’équation  de  la  courbe  à 
la  forme 

(18)  Aa;*-+-Cÿ’-l-F  = o. 
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PAR.\BOtE  RAPPOUTÉE  A UN  DIAMÈTRE  ET  A LA  TANGENTE 
A l’extrémité  de  CE  DIAMÈTRE. 

13®— La  parabole  n’admet  pas  de  diamètres  conjugués; 
mais,  si  l’on  prend  pour  origine  le  point  où  le  diamètre  ren- 
contre la  courbe,  le  terme  constant  F de  l’équation  (17)  sera 
nul;  on  sait,  d’ailleurs,  que  les  droites  parallèles  au  diamètre 
ne  coupent  la  courbe  qu’en  un  point;  ainsi,  à chaque  valeur 
de  y correspond  une  seule  valeur  de  x,  ce  qui  exige  que 

= O.  L’équation  do  la  parabole  sera  donc  de  la  forme 

(19)  Cî/’-}-Da;  = o. 

On  peut  remarquer  que  l’axe  des  y n’est  autre  chose  que  la 
tangente  à l’origine. 

Les  formes  (18)  et(ig)  se  rapportent  à une  infinité  de  systèmes 
d’axes  obliques  et  à un  seul  système  d’axes  rectangulaires. 


CHAPITRE  III. 


Rédaction  de  l’équation  du  second  degré. 


140 — Pour  étudier  avec  plus  de  facilité  les  propriétés 
d’une  courbe  du  second  degré,  il  impqrte  de  simplifier  autant 
que  possible  son  équation,  en  la  rapportant  à des  axes  de  coor- 
données convenablement  choisis.  Nous  avons  vu,  dans  le  cha- 
pitre précédent,  que  l’équation  du  second  degré  peut  toujours 
être  ramenée  à l’une  des  deux  formes 

(a)  Aa:’-t-Cj/*-f-F  = o,  (P)  Cÿ^-t-Da;  = o. 

Quand  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  on  ramène 
son  é(]uation  à la  forme  (a)  en  prenant  pour  axes  des  coordon- 
nées un  système  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques; 
généralement  les  coordonnées  seront  obliques;  elles  seront 
rectangulaires  si  l’on  rapporte  la  courbe  à ses  deux  axes. 
Quand  la  courbe  est  une  parabole,  on  ramène  son  équation  à 
la  forme  (^),  en  prenant  pour  axe  des  x un  diamètre  quel- 
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conque,  et  pour  axe  des  y la  tangente  à l’extrémité  de  ce  dia- 
mètre; si  l’on  veut  que  les  coordonnées  soient  rectangulaires, 
on  prendra  pour  axe  des  x l’axe  de  la  courbe. 

C’est  àl’aidede  ces  deux  formes  d’équations,  en  coordonnées 
rectangulaires,  que  nous  démontrerons  la  plupart  des  pro- 
priétés des  courbes  du  second  degré.  Nous  allons  explicjuer  la 
marche  à suivre  pour  effectuer  la  réduction  de  l’équation.  Soit 

(i)  Aa:*-t-Ba;y-t-Cy*-t-Da;-f-Ey-|-F  = o 

une  équation  du  second  degré,  en  coordonnées  rectangulaires  ; 
si  les  coordonnées  étaient  oblicjues,  on  ferait  une  première 
transformation  pour  les  rendre  rectangulaires. 


ELLIPSE  ET  HYPERBOLE. 


141— Examinons  d’abord  le  cas  où  la  quantité  B* — 4 AC 
est  différente  de  zéro;  la  courbe  admet  un  centre  unique,  dont 
les  coordonnées  o et  6 vérifient  les  deux  équations  (n“  128) 


2Aa-t-Bfi4-D  = o,  Ba-+-2C6-i-E  = o; 


transportons  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes  au  centre 

C (fig.  72);  nous  savons  que  les 
termes  du  second  degré  ne  chan- 
gent pas,  que  ceux  du  premier 
- degré  disparaissent,  et  que  le 
terme  constant  Fj  de  la  nouvelle 
équation  estdonné  par  la  formule 
Da  -H  E& 


Fig.  78. 


F,= 


F.  L’équation 


de  la  courbe,  par  ce  premier  changement  de  coordonnées,  se 
simplifie  et  devient 


(2)  Ax]-i-Bx^y^  + Cy\-{-¥'^  = o. 

Faisons  maintenant  tourner  les  axes  des  coordonnées  supposés 
rectangulaires  d’un  angle  a autour  du  centre  C pour  les  faire 
coïncider  avec  les  ascs  de  la  courbe;  les  formules  de  transfor- 
mation sont 


= x'  cos  a — sin  a,  y^  — x’ siact-h  y'  cos  a. 

En  substituant  dans  l’équation  (2),  on  obtient  la  nouvelle 


Digitized  by  Google 


RÉDUCTION  DE  L’ÉQUATION. 


429 


équation 

( Acos*  a -i-  C sin’  a -f-  B sina  cosa)  (Asin’a+Ccos*a  — Bsina  cosa)  y'  - 

-H  [ 2 (C — A)  sin  a cos  a 4-  B (cos*  a — sin*a)]  o:^  j/'-l-  F, = o. 

On  peut  disposer  de  l’angle  a de  manière  à annuler  le  coeffi- 
cient du  terme  en  x' y'  ; pour  cela,  on  posera 

(4)  2 (G  — A)  sin  a cosa  -H  B (cos*  a — sin*  a)  = o, 
ou  (5)  B tang’a-t- 2 (A  — C)  tanga  — B = o. 

Cetle  équation  du  second  degré  est  la  même  que  l’équation  (i5) 

(lu  n°  i36,  par  laquelle  on  détermine  les  directions  des  axes  de 
la  courbe.  Mais  on  peut  résoudre  l’équation  (4)  plus  simple- 
ment en  la  mettant  sous  la  forme 


d’où 


(C—  A)  sin2a-|-BcoS2a  = o, 


(6) 


tang2a 


B 

A — c’ 


Si  l’on  exclut  le  cas  du  cercle  où  l’on  a à la  fois  B = o,  et 
,\  = C,  l’équation  (6)  admet  une  solution  positive  to  moindre 
que  TT,  et  les  diverses  valeurs  de  l’angle  2a  qui  satisfont  à 
cette  équation  sont  comprises  dans  ta  formule 


2a  = W-f-/fT7, 


où  k désigne  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif; 
on  en  déduit 

a — — f—  k —• 

2 2 


Les  diverses  valeurs  do  a ne  donnent  que  quatre  directions 
différentes  pour  l’axe  CX';  ces  quatre  directions  sont  opposées 
deux  à deux  et  forment  deux  droites  rectangulaires.  Nous 

prendrons  pour  a la  valeur  qui  est  toujours  positive  et 

inférieure  à Le  terme  en  a/ y'  disparaît  dans  l’équation  (3); 

il  reste  à calculer  les  coefficients  des  termes  en  a/*  et  en  y'*.  Si 
l’on  pose 

M = Acos’a-t-C  sin’ a -t- B sin  a cos  a, 

N = A sin’a-|-Ccos*a  — Bsina  cosa; 
on  a M -f—  N ^ — A -t~  C , 

I— N = ( A — C)  (cos’a  — sin*  a)  -h  2 C si  U a cos  a = (A  — C)  COS  2 a + B si  II  2 a. 
BU.  9 
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L’équation  (6)  donne 


B A— C 

Sin2a  = — , cos2a  = : 

±Vb*-i-(a— C)*  ±Vb‘-i-(a— 0* 

il  en  résulte  M — N = ± Vb^-I-(A  — C)*. 

On  calculera  donc  les  deux  coefficients  M et  N à l’aide  des 
formules 


(7) 


I M + N = A + C, 

1 M — N=±VB’-+-(A— C)*. 


Nous  avons  choisi  la  valeur  de  2a  positive  et  inférieure  à ■;;  ; 
sin2a  ayant  une  valeur  positive,  il  faudra  mettre  devant  le 
radical  le  signe  de  B.  De  cette  manière  l’équation  de  la  courbe 
est  ramenée  à la  forme  simple 

(8)  Ma/*-+-Ny'‘-f-F,  = o. 

Si  l’on  retranche  les  deux  équations  (7)  membre  à membre 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  on  obtient  la  relation 

4MN  = 4AC  — B*. 

L’équation  (8)  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  suivant 
que  les  deux  coefficients  M et  N ont  le  même  signe  ou  des 
signes  contraires. 

PARABOLE. 

14!8— Quand  B*  — 4AC  = o,  les  termes  du  second  degré 
dans  l’équation  proposée  forment  un  carré  parfait;  on  a,  en 

B* 

effet,  en  remplaçant  A par  sa  valeur  -jr' 

4^1 

\x*-hBxy-hCy'=C  + =C  ’ 

et  l’équation  peut  s’écrire 

C -f- +Dx  + Ey  + F = o. 

Faisons  d’abord  tourner  les  axes  des  coordonnées  autour  de 
l’origine  d’un  angle  a (üg.  79);  à l’aide  des  formules  de  trans- 
formation 

a:  = x,  cos  a — y,  sin  a,  y = x,  sin  a -H  y,  cosa  j 
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l’équation  proposée  devient 


( ■ , B \ 1' 

j^(^cosa-^sinajy.4-l 

lsma4-^cosajx, 

-f-  (D  cosa  4-  E sin  a)  + (E  cosa  — D sina)  y,  4-  F = o. 

On  peut  disposer  de  l’angle  a de  manière  à annuler  le  coeffi- 
cient de  x^  ou  de  y^  dans 
le  polynôme  qui  estélevé 
au  carré;  posons,  par 
exemple, 

B 

sina4 — P cosa  = o, 

2 lu 


On  a 


d’où 


B 


Fig.  70. 

(Il)  Ny* 


Px,- 


(lo)  tanga 


l’équation  (9)  se  simpli- 
fiera et  prendra  la  forme 

ûy.4-F  = o. 


X=cfcosa — -^sina)  =C  (cosa  4- tanga  sina  | = — 

V 2C  y V y cos*a 


el,  par  suite,  N = 


B‘4-4C* 

4C 


A4-C.  Quant  aux  coefficients 


P et  Q,  on  les  obtiendra  en  remplaçant  sina  et  cosa  par  leurs 
valeurs,  ce  qui  donne 


aCD  — BE  2CE4-BD 

V4G(A4-C)  ’ “ V4G(A4-C)’ 


Si  le  coefficient  P était  nul,  l’équation  (ii),  ne  renfermant 
plus  x^,  ne  pourrait  représenter  que  deux  droites  parallèles  à 
l’axe  OXj.  Lorsque  ce  coefficient  est  différent  de  zéro,  on  dé- 
place les  axes  parallèlement  à eux-mêmes;  en  posant  x,=a4-x', 
//,  = 64-jy,  l’équation  (ii)  devient 


Ny'*  4- Px' 4- (2N6 -+- Q)  y' 4- (N6’ 4- P a 4- Q6 -h  F)  = o. 

On  disposera  des  coordonnées  a et  6 de  la  nouvelle  origine  A 
de  manière  à annuler  le  coefficient  de  yf  et  le  terme  constant, 

2N64~Q=^o,  N6*4~  Pfl  4“  Qô F =0, 
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ce  qui  donne  pour  a et  6 des  valeurs  finies  et  déterminées,  cl 
ré(]uation  sera  ramenée  à la  forme  simple 

(12)  Nÿ'*-f-Pa:'  = o. 

On  a fait  d’abord  tourner  les  axes  des  coordonnées  autour  de 
l’origine  de  manière  à rendre  l’axe  OX,  parallèle  à Taxe  de  la 
parabole  ; on  a transporté  ensuite  les  axes  parallèlement  à 
eux-mêmes  au  sommet  A de  la  parabole.  De  cette  manière  la 
parabole  est  rapportée  à son  axe  et  à la  tangente  au  sommet. 

— Remarque.  Pour  effectuer  la  réduction  de  l’équation 
du  second  degré,  nous  avons  supposé  les  axes  rectangulaires  ; 
si  les  axes  étaient  obliques  et  faisaient  entre  eux  un  angle  h, 
on  pourrait  rapporter  la  courbe  à des  axes  rectangulaires,  en 
conservant  l’axe  des  x et  prenant  pour  axe  des  y une  droite 
perpendiculaire  à l’axe  des  x.  Les  formules  de  transformation 
sont 

Æ^sinS  — y'cosO  y' 

^ sinÔ  ’ ^ siu6’ 

les  termes  du  second  degré  dans  la  nouvelle  équation  ont  pour 
coefficients 

,,  . Bsin6  — 2Asin6cos9  C-t-Acos’9  — Bcos9 

A — A,  B — ^ » L = 

sin*9  sin’9 


Il  est  bon  de  remarquer  que  ces  coefficients  satisfont  aux  rela- 
tions suivantes 


A-t-C--  Bcos9 
sin^9 


A'-l-C', 


B»  — 4AC 
sin’9 


= B'*  — 4A'C'. 


Les  quantités  A'-f-  C'  et  B'®  — 4A'C',  qui  sont  égales  à M-h  i\ 
et  à — 4MN,  conservant  des  valeurs  invariables  pour  tous  les 
systèmes  d’axes  rectangulaires,  il  en  résulte  que  les  quantités 

A-f-C  — Bcos9  B*  — 4 AC 
sin’9  ’ sin*9 


restent  constantes  par  rapport  à tous  les  systèmes  d’axes 
obliques. 

EXEMPLES. 

I.  2a:’— 3a:y 4- 3ÿ*-i-a;  — ■jy-i-i—o. 

La  courbe  est  une  ellipse,  puisque  la  quantité  B®  — 4 AC  est 
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RÉDUCTION  DE  L’ÉQUATION. 

négalive.  Pour  obtenir  les  coordonnées  du  centre,  on  égale  à 
zéro  les  deux  dérivées  partielles. 


.4^;  — 3y-f-i  = o,  — SiCH-ôy  — 7 = 0, 


il  ou 


x = i,  F.=--V 


i3 


Si  l’on  transporte  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes  au 
centre  C {flg.  72),  l’équation  devient 

2X*  — 3a-, y,  -4-  3yî  — y = o. 


Faisons  maintenant  tourner  les  axes  d’un  angle  a donné  par 
la  formule 


tang2a 


B 

A — C 


= 3. 


L’équation  résolue  par  les  tables  donne 

2a  = 71“  33' 54",  ou  a = 35’ 46' 07". 

On  peut  aussi  obtenir  l’angle  a par  une  construction  graphique; 
on  porte  sur  les  axes  des  x et  des  y,  à partir  de  l’origine  C, 
deux  longueurs  respectivement  égales  à i et  3;  la  diagonale 
du  rectangle  construit  sur  les  deux  longueurs  fait  avec  l’axe 
des  X un  angle  qui  a pour  tangente  3;  l’axe  CX'  est  donc  la 
bissectrice  de  cet  angle.  On  obtient  ensuite  M et  N par  les 
formules 

M-4-N  = 5,  M — N = — VÎô, 
puisque  B est  négatif.  Il  en  résulte 

2 2 


et  l’équation  de  la  courbe  devient 

(5  — y/ïô)  (5  + \[ïô) 

la  courbe  intercepte  sur  les  axes  des  longueurs 
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II.  2J5*  — 5xy  + 5y  — 1 = 0. 

La  courbe  est  une  hyperbole  (flg.  8o).  Les  coordonnées  du 

ce  ntre  données  par  les  équa- 


tions 


4x  — 5y  = o, 
— 5a;-f-  5 = o. 


sont 


x=i,  y=|’  d’où  F,=  i. 

Si  l’on  transporte  l’origine 
au  centre,  l’équation  de- 
\ient 

2 X*  — 5x,y,  -I-  I = O. 
L’angle  a est  dobné  par  la 
formule  tang2a=— et  l’on  a M-|-N=2,  M — N= — V29, 


d’où 


M = 


i — V29 


N: 


■v^ 


L’équation  de  la  courbe  rapportée  à ses  axes  est 

(2—  \^)x'*-i-(2-)-V^)y'*-l-2=0. 

L’équation  primitive  ne  contenant  pas  de  terme  en  y',  l’une 
des  asymptotes  est  parallèle  à l’axe  OY  (fig.  80). 

IlL  4^* — i2Xt/-t-9ÿ* — 36x-t-ioo  = o. 

La  courbe  est  une  parabole  (fig.  79).  Les  termes  du  second 
degré  forment  un  carré  parfait,  et  l’équation  peut  s’écrire 

9 f ÿ — I x^  — 36x  -H  100  = O. 


Faisons  tourner  les  axes  des  coordonnées  de  l’angle  a donné 

par  la  formule  tanga  =—^  = 11  = d'où  a = 34Mi'25", 
on  aura 

3 2 

N = i3,  cosa  = -=»  sina  = -;^» 

VÏ3  Vi3 


P=- 
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L’équation  de  la  courbe  rapportée  aux  axes  OX,  et  OY,  est  donc 

O , 108  72 

.3s:-^x,  + ^ï,+  ,oo=o. 

On  obtient  les  coordonnées  du  sommet  en  joignant  à cette 

équation  la  suivante  a6y,+  = 0.  On  en  déduit 

Vi3 


36 


3ooi 

X,  = 


i3Vï3  ‘ 2j.i'6\[ïÏ 

Si  l’on  transporte  les  axes  en  ce  point,  l’équation  devient 

i3î/'* — = 

Vi3 


CHAPITRE  IV. 

De  l’ellipae. 


144 — Proposons-nous  de  construire  la  courbe  représentée 
par  l’équation 

Mx*  4- N y* -4- F,  = O, 

dans  laquelle  les  deux  coefflcients  M et  N ont  le  même  signe, 
par  exemple  le  signe  +. 

Si  la  constante  F,  a une  valeur  positive,  l’équation,  ne  pou- 
vant être  satisfaite  par  des  valeurs  réelles  de  x et  y,  ne  repré- 
sente aucun  lieu  géométrique. 

Si  F,  est  égal  à zéro,  l’équation,  n’étant  satisfaite  que  par 
x = o,  y = o,  représente  un  seul  point,  l’origine  O. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  F,  a une  valeur  négative, 
et  posons  F,  = — H,  l’équation  devient 

Mx’-i-Nÿ‘  = H. 

Résolue  par  rapport  à y,  elle  donne 
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Pour  que  l’ordonnée  soit  réelle,  il  est  nécessaire  et  il  suffil 

que  la  valeur  numérique  de 
l’abscisse  soit  plus  petite  que 


portons  sur  l'axe  X'  X , 


à partir  de  l’origine , deux 
longueurs  OA,  OA'  égales  à 


et  par  les  points  A,  A'  me- 


Fig.  81. 


lions  des  parallèles  à l’axe  Y'  Y, 
la  courbe  est  située  tout  entière 
entre  ces  deux  parallèles  (flg.  8i).  A chaque  abscisse  OP,  com- 
prise entre  ces  limites,  correspondent  deux  ordonnées  PM,  PAl' 
égales  et  de  signes  contraires;  quand  x = o,  l’ordonnée  ac- 


quiert sa  plus  grande  valeur  numérique  portons  sur  A'' Y, 
à partir  de  l’origine,  deux  longueurs  OB,  OB'  égales  à y/p’ 


par  les  points  B,  B'  menons  deux  parallèles  à l’axe  X'X;  la 
courbe  est  située  tout  entière  entre  ces  deux  nouvelles  paral- 
lèles, et,  par  conséquent,  elle  est  renfermée  dans  le  rectangle 
CDEF  formé  par  les  deux  couples  de  parallèles. 

Si,  pour  abréger,  on  représente  par  a et  6 les  deux  quantités 

\/^’  Léquation  prend  la  forme 

ô* 


I 


X-, 

b‘~  ’ 


d’où 


(2) 


j/=±-  Va*  — 
^ a * 


Quand  cc  croît  de  o à a,  la  valeur  numérique  de  y décroît  de 
i»  à O,  ce  qui  donne  un  arc  de  courbe  BMA,  et,  à cause  du 
double  signe,  l’arc  égal  B'M^A.  Quand  x varie  de  o à — a,  la 
valeur  numérique  de  y décroît  encore  de  6 à o,  ce  qui  donne 
deux  autres  arcs  BMjA',  B'NA'  égaux  aux  premiers.  Ces  quatre 
arcs  égaux  forment  l’elli()se. 

La  droite  A'A  est  un  axe  de  l’ellipse;  car  à chaque  abscisse 
OP  correspondent  deux  ordonnées  PM,  PM'  égales  et  de  signes 
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contraires.  La  droite  B'B  est  aussi  un  axe  de  l’ellipse;  car,  si 
DD  résolvait  l’équation  par  rapport  à x,  on  verrait  de  même 
qu’à  chaque  ordonnée  OQ  correspondent  deux  abscisses  QM, 
Q.M,  égales  et  de  signes  contraires.  Les  points  A,  A',  B,  B',  où 
les  axes  rencontrent  l’ellipse,  sont  les  sommets  de  l’ellipse.  Les 
longueurs  A'A,  B'B  des  deux  axes  sont  respectivement  égales 
à aa  et  à 26. 

L’ellipse  devient  un  cercle  quand  les  axes  sont  égaux. 

11  est  aisé  de  voir  que  l’origine  0 est  centre  de  l’ellipse;  en 
effet,  soient  x,  y les  coordonnées  d’un  point  quelconque  M de 
l’ellipse,  il  est  évident  que  l’équation  (i)  est  aussi  satisfaite 
par  les  valeurs  — x,  — y;  il  existe,  par  conséquent,  un  second 
point  N de  l’ellipse  qui  a ses  coordonnées  — OP',  — P'\  res- 
pectivement égales  aux  coordonnées  OP,  P.\l  du  point  M,  mais 
de  sens  contraires;  les  triangles  OPM,  OP'N  sont  égaux;  donc 
OM  = ON,  et  la  ligne  MON  est  droite  à cause  des  angles  égaux 
PO.M,  P'ON.  Ainsi,  les  points  .M  et  N de  l’ellipse  sont  deux  à 
deux  symétriques  par  rapport  au  point  0;  donc  le  point  0 est 
centre  de  l’ellipse. 

145 — Pour  étudier  comment  varie  la  distance  du  centre 
aux  différents  points  de  l’ellipse,  ou  le  rayon  de  l’ellipse, 
cherchons  l’équation  de  l’ellipse  en  coordonnées  polaires,  en 
prenant  le  centre  0 pour  pôle  et  l’axe  OA  de  la  courbe  pour 
axe  polaire.  Si  dans  l’équation  (i)  on  remplace  x eï  y par 
pcosb),  et  P sine»,  on  a 


(3) 


p’cos’ù) 

a‘ 


p*sin*w 


I. 


Supposons  a>  b,  et  mettons  l’équation  sous  la  forme 


I 

p’~a* 

Si  l’on  fait  varier  w de  o à 


la  quantité  croît,  et  par  con- 


séquent p décroît  constamment  de  a à ô.  Le  maximum  de  p 
esta,  le  minimum  b. 

14®— Désignons  par  x et  y les  coordonnées  d’un  point 
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quelconque  du  plan  et  considérons  le  polynôme 


x' 

ô* 


4- 


I. 


T 

P/ 

\ ® 

1 

Fig.  89. 


Pour  un  point  M situé  sur  Pellipse  (flg.  82),  le  polynôme  est 

égal  à zéro.  Imaginons  qu’un  point 
mobile  P parte  du  point  M et  s’éloigne 
sur  le  prolongement  du  rayon  OM; 
les  deux  coordonnées  a:  et  y augmen- 
tant en  valeur  absolue,  le  polynôme 
va  en  croissant  indéfiniment;  il  prend 
donc  des  valeurs  positives  de  plus  en 
plus  grandes.  Au  contraire,  si  le  point  mobile  se  rapproche  du 
centre,  le  polynôme  diminue  et  prend  des  valeurs  négatives. 

iC*  î/* 

Ainsi  le  polynôme  ^ ~ * r®ste  négatif  pour  tous  les 

points  situés  à l’intérieur  de  l’ellipse,  sur  l’ellipse  il  est  nul, 
et  il  devient  positif  pour  tous  les  points  situés  en  dehors  de 
l’ellipse. 

141— les  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires  à l’un  des 
axes  de  l’ellipse  sont  proportionnels  aux  produits  des  segments 
correspondants  formés  sur  cet  axe. 

En  effet,  si  l’on  désigne  par  x et  y les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  M de  l’ellipse  (flg.  81),  on  a,  en  vertu  de 
l’équation  (2), 

y*  b*  y*  6* 

a*  — X’  a*’  (a  — x){a  + x)  o*" 

Mais  les  deux  segments  AP,  A' P de  l’axe  AA!  sont  égaux  res- 
pectivement à O — X et  à o-f-x;  on  a donc 


MP 

APxA'P' 


6* 

O*" 


Ainsi,  le  carré  de  l’ordonnée  est  au  produit  des  segments 
formés  sur  l’axe  dans  un  rapport  constant. 

448 — Les  ordonnées  perpendiculaires  au  grand  axe  de 
l’ellipse  sont  aux  ordonnées  correspondantes  du  cercle  décrit 
sur  cet  axe  comme  diamètre  dans  le  rapport  constant  du  petit 
axe  au  grand  axe. 
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Soit  AA'  le  grand  axe  de  l’ellipse  (fig.  83);  sur  ce  grand  axe 
comme  diamètre  décrivons  un  cercle;  à l’ordonnée  MP  de  l’el- 
lipse correspond  l’ordonnée  MjP 
du  cercle.  L’équation  (2)  s’écrit 

y 

Vo*  — x'  û’ 

mais  représente  l’or- 

donnée M,P  du  cercle;  on  a donc 

MP  _i> 

M,P“a 

Le  petit  axe  jouit  de  la  même  propriété;  l’ordonnée  MQ,  per- 
pendiculaire au  petit  axe,  est  à l’ordonnée  correspondante  M,Q 
du  cercle  décrit  sur  cet  axe  comme  diamètre  dans  le  rapport 
constant  du  grand  axe  au  petit  axe. 

VeUipse  est  la  projection  orthogonale  d’un  cercle.  Imagi- 
nons que  l’on  fasse  tourner  le  cercle  AB,  A'  autour  de  l’axe 


AA'  d’un  angle  <p,  tel  que  l’on  ait  cos<p  = -*  l’ordonnée  PM, 

du  cercle  tournera  autour  du  point  P,  tout  en  restant  perpen- 
diculaire à l’axe  AA';  dans  cette  position,  elle  se  projettera 
sur  la  droite  PM;  pour  avoir  la  longueur  de  la  projection,  il 


suffit  de  multiplier  la  longueur  P.M,  par  COS9  ou  par  -»  ce  qui 

donne  l’ordonnée  PM  de  l’ellipse.  Ainsi  le  point  M,  du  cercle  a 
pour  projection  le  point  M de  l’ellipse;  chacun  des  points  du 
cercle  se  projetant  ainsi  au  point  correspondant  de  l’ellipse,  il 
s’ensuit  que  l’ellipse  est  la  projection  du  cercle. 

On  peut  aussi  considérer  le  cercle  comme  la  projection  or- 
thogonale d’une  ellipse.  Imaginons  que  l’on  fasse  tourner 


l’ellipse  autour  de  l’axe  BB'  d’un  angle  ç ayant  pour  cosinus 

l’ordonnée  QM  de  l’ellipse  aura  pour  projection  l’ordonnée  QM, 
du  cercle  décrit  sur  BB'  comme  diamètre,  et  le  petit  cercle  sera 
la  projection  de  l’ellipse. 

140 — Construction  de  l’ellipse  par  points.  On  déduit  de 
ce  qui  précède  un  moyen  très-simple  de  construire  l’ellipse 
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par  points.  Sur  chacun  des  deux  axes  de  l’ellipse  comme 
diamètre  on  décrit  un  cercle  (fig.  83);  du  centre  on  trace 
un  rayon  quelconque  qui  coupe  les  deux  cercles  en  M,  et 
M,;  par  le  point  M,  on  mène  une  parallèle  au  petit  axe,  par 
le  point  M,  une  parallèle  au  grand  axe;  le  point  d’intersec- 
tion M de  ces  deux  droites  appartient  à l’ellipse.  Après  avoir 
déterminé  de  la  sorte  un  nombre  suffisant  de  points,  on  fait 
passer  un  trait  continu  par  tous  ces  points,  et  l’ellipse  est  ainsi 
construite. 

450 — Construire  les  points  d’intersection  d’une  ellipse  et 
d’une  droite.  Il  est  utile  desavoir  déterminer  lespointsoù  une 

droite  donnée  MSP  coupe  une 
ellipse  définie  par  sesdeux  axes 
AA',  BB'(tîg.  84),  sans  que  l’el- 
lipse soit  tracée.  Comme  nous 
l’avons  dit,  l’ellipse  peut  être 
considérée  comme  la  projec- 
tion orthogonale  du  cercle 
Fig.  SI.  AB,  A'  décrit  sur  le  grand  axe 

AA'  comme  diamètre,  et  que  l’on  fait  tourner  autour  de  AA' 

d’un  angle  <p  ayant  pour  cosinus 

Cherchons  dans  le  plan  du  cercle  la  droite  M,M/  qui  a pour 
projection  MM'  dans  le  plan  de  l’ellipse;  soit  N un  point  quel- 
conque de  la  droite  MM',  le  point  correspondant  N,  est  placé 
sur  l’ordonnée  NQ  à une  distance  telle  que  l’on  ait 


NQ 
N, U 


pour  le  déterminer  on  mènera  la  droite  BN  jusqu’à  sa  ren- 
contre en  H avec  l’axe  AA';  la  droite  B,H,  se  projetant  suivant 
BH,  coupe  l’ordonnée  QN  au  point  N,.  On  obtiendrait  de  même 
un  autre  point  quelconque  de  la  droite  M,  M',  ; mais  il  est  plus 
simple  de  se  servir  du  point  S où  la  droite  MM'  rencontre  Taxe; 
la  droite  SN,  a pour  projection  la  droite  donnée  sur  le  plan  de 
l’ellipse.  Cette  droite  SN,  coupe  le  cercle  en  deux  points  M„ 
-M,';  les  ordonnées  M,P,  M|  P'  détermineront  sur  la  droite  don- 
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née  les  deux  points  M,  HP  où  celle  droite  rencontre  l’ellipse. 

TANGENTE. 

151— Nous  avons  trouvé  (n®  laS)  l’équation  de  la  tangente 
à une  courbe  du  second  degré  ; quand  l’équation  de  l’ellipse  est 
mise  sous  la  forme  simple 

£C’  M* 

l’équation  de  la  tangente  au  point  M,  ayant  pour  coordonnées 
X et  y,  devient 

£X_H?^'_x  = o. 


(4) 


Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a pour  valeur  — 

On  voit  qu’en  A et  A!  la  tangente  est  perpendiculaire  sur 
l’axe  A' A,  qu’en  B et  B'  elle  lui  est  parallèle,  et  que,  quand  le 
point  de  contact  se  meut  sur  l’ellipse  de  A en  B,  la  tangente 

TZ 

fait  avec  A' A un  angle  obtus  qui  croît  de  - à tt. 

La  normale,  étant  perpendiculaire  à la  tangente,  a pour 
équation 

a’ y 


V — î/ 


' b^x 


(\  — x). 


Construction  de  la  tangente  en  un  point  de  l’ellipse. 
Si,  dans  l’équation  de  la  tangente,  on  fait  Y =o,  on  obtient 

l’abscisse  X = — du  point  T où  la  tangente  rencontre  le  pro- 
cc 

longemen  t du  grand  axe  (fig.  85). 
Comme  cette  valeur  de  OT  est 
indépendante  du  petit  axe  26  et 
de  l’ordonnée  y du  point  de  con- 
“1“  tact,  il  en  résulte  que,  si  sur 
l’axe  A' A on  construit  plusieurs 
ellipses,  les  tangentes  aux  points 
qui  ont  même  abscisse  passent 
par  un  même  point  T situé  sur 
le  prolongement  de  l’axe  A' A.  Or,  parmi  ces  ellipses,  se  trouve 


Fig.  85* 
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le  cercle  ABjA';  pour  construire  la  tangente  à l’ellipse  au  poini 
M,  on  mènera  une  tangente  au  cercle  au  point  M,,  situé  sur  la 
même  ordonnée,  on  joindra  le  point  M au  point  T,  où  la  tan- 
gente au  cercle  rencontre  le  prolongement  de  l’axe  A' A;  la 
droite  MT,  ainsi  obtenue,  est  la  tangente  à l’ellipse. 

Celte  construction  revient  à considérer  la  tangente  à l’ellipsa 
au  point  M comme  la  projection  de  la  tangente  au  cercle  au 
point  correspondant  M,.  En  effet,  quand  on  fait  tourner  le  plan 
du  cercle  autour  de  l’axe  AA'  de  l’angle  ç,  le  point  T où  la 
tangente  MjT  rencontre  l’axe  reste  immobile;  le  point  M,  se 
projetant  en  M,  la  droite  MjT  a pour  projection  MT;  c’est  la 
tangente  à l’ellipse. 

153 — Mener  une  tangente  par  un  point  extérieur  P.  Dé- 
signons par  Æ,  et  y,  les  coordonnées  du  point  P (fig.  86). 
Nous  avons  trouvé  (n“  126)  l’équation  de  la  corde  des  contacts 

MM'.  La  détermination  des  points  de 
contact  revient  donc  à la  résolution 
- des  deux  équations  simultanées 


(1) 


Fig.  8C. 


(5) 


_ 

a’ 

xx^ 


y' 

yy±  — , 

b'  ~ 


En  éliminant  j/j,  on  obtient  l’équation  du  second  degré 


dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  de  contact  M et  M' 
des  deux  tangentes  menées  du  point  P.  Cette  équation,  dans 

laquelle  on  peut  regarder  - comme  l’inconnue,  aura  ses  ra- 

cines  réelles  si  la  condition  — i>o  est  satisfaite, 

O’  b' 

c’est-à-<lire  si  le  point  P est  en  dehors  de  l’ellipse. 

Il  est  facile  de  construire  géométriquement  les  tangentes 
menées  du  point  P,  en  considérant  l’ellipse  comme  la  projec- 
tion du  cercle  AB,  A (flg.  87).  Cherchons  dans  le  plan  du  cercle 
le  pointP,quiapour  projection  le  point  P dans  le  plan  de  Tel- 
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pse.  Traçons  dans  le  plan  de  l’ellipse  la  droite  PB  que  nous 
rolongerons  jusqu’à  sa  rencontre  avec  l’axe  en  H;  la  droite 

HB„  ayant  pour  pro- 
jection HB,  passera 
par  le  point  P,  et  dé- 
terminera ce  point. 
Du  point  P,  menons 
au  cercle  les  tangen- 
tes P,M„  P,M',  que 
nous  prolongerons 
jusqu’à  leur  rencon- 
tre avec  l’axe  en  T et 
*’*8-  87.  X';  lesdroites  PT,  PT', 

rojections  des  tangentes  au  cercle,  seront  tangentes  à l’ellipse, 
tles  points  de  contact  M et  M'  seront  situés  sur  les  ordonnées 
les  points  M,,  M{.  Pour  que  l’on  puisse  effectuer  ces  construc- 
ions,  il  n’est  pas  nécessaire  que  l’ellipse  soit  tracée. 

154 — Mener  une  tangente  parallèle  à une  droite  donnée. 
ioil  y—mx  l’équation  de  la  droite  donnée  OL,  que  l’on 
leut  supposer  menée  par  le  centre  (fig.  88).  Appelons  a;  et  y 
es  coordonnées  du  point  de  contact  M;  ce  point  étant  sur  l’el- 
lipse, on  a l’équation 

a;*  M* 

— -4—  — = I • 

a>  ^ 6*  ’ 


Fig.  88. 


le  coefficient  angulaire  de 
la  tangente  devant  être  égal 
à m,  on  a la  seconde  équa- 
tion 


h'x 


Ces  deux  équations  simultanées  déterminent  les  deux  incon- 
nues ® et  y;  la  première  représente  l’ellipse  proposée;  la 
seconde  une  droite  MM'  passant  par  le  centre;  les  points  où 
cette  droite  rencontre  l’ellipse  sont  les  points  de  contact. 

U est  facile  de  construire  ces  tangentes  géométriquement. 
Cherchons  d’abord  dans  le  plan  du  cercle  le  diamètre  OL,  qui  a 
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pour  projection  OL  sur  le  plan  de  l’ellipse;  il  suffit  de  joindre 
le  point  B à un  point  quelconque  L de  la  droite  OL  et  de  pro- 
longer la  droite  BL  jusqu’à  sa  rencontre  avec  l’axe  en  H;  puis 
de  tracer  B, H et  de  prendre  le  point  d’intersection  Lj  de  cette 
droite  avec  l’ordonnée  du  point  L;  le  point  L étant  la  projec- 
tion du  point  L„  la  droite  OL  est  la  projection  de  OL,.  On  mène 
au  cercle  des  tangentes  M,T,  M/T',  parallèles  à 0L„  et  par  les 
points  ï et  V où  ces  tangentes  rencontrent  l’axe,  des  paral- 
lèles TM,  T'iP  à la  droite  OL.  On  a les  tangentes  demandées; 
car  les  projections  OL,  TM  des  droites  parallèles  OL,,  TM,  sont 
elles-mêmes  parallèles.  Les  points  de  contact  M et  M'  son  dé- 
terminés par  les  ordonnées  des  points  M,  et  M,. 

155 — On  peut  obtenir  l’équation  de  la  tangente  à l’ellipse 
sous  une  autre  forme  qu’il  est  bon  de  connaître.  Cherchons 

les  points  d’intersection  de  l’ellipse  — = i et  de  la  droite 
IJ  = mx  -H  k. 

L’élimination  de  y conduit  à l’équation  du  second  degré 


dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  d’intersection. 
Quand  cette  équation  a ses  racines  réelles  et  inégales,  la  droite 
rencontre  l’ellipse  en  deux  points;  c’est  une  sécante.  Quand 
les  racines  deviennent  égales  entre  elles,  ce  qui  a lieu  lorsque 
la  condition  A*  = a*  m- 6*  est  remplie,  les  deux  points  d’in- 
tersection se  confondent,  et  la  droite  devient  tangente.  Si  l'on 
remplace  la  constante  k par  sa  valeur,  l’équation  de  la  tangente 
se  présente  sous  la  forme 

(6)  y = mx  ± Va* 

Cette  équation,  dans  laquelle  le  paramètre  m est  arbitraire, 
représente  toutes  les  tangentes  à l’ellipse.  Si  l’on  donne  le 
coefficient  angulaire  m ou  la  direction  de  la  tangente,  l’é- 
quation est  entièrement  déterminée,  et,  à cause  du  double 
signe,  on  a deux  tangentes  parallèles  et  à égale  distance  du 
centre. 
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156 — Celte  forme  donnée  à l’éqjualion  de  la  tangente  est 

util«  dans  un  grand  nombre  do 
questions.  Pour  en  montrer  un 
exemple,  proposons-nous  le  pro- 
blème suivant  : Trouver  le  lieu 
du  sommet  d’un  angle  droit  cir- 
conscrit à l’ellipse.  Supposons 
que  l’on  veuille  mener  par  un 
point  extérieur  (üg.  89),  ayant 
pour  coordonnées  x et  y,  des 
Fig-  89.  tangentes  à l’ellipse;  si  l’on  re- 

présente la  tangente  par  l’équation 

Y = mX  ± 

la  tangente  devant  passer  par  le  point  P,  on  aura  l’équation  de 
condition 

, y =z  mx  ± 

dans  laquelle  le  coefficient  angulaire  m est  l’inconnue.  Celle 
équation,  mise  sous  forme  entière, 

[a-  — X-]  ■+■  2xym  + — !J')  = o 

est  du  second  degré;  ses  deux  racines  donnent  les  directions 
des  deux  tangentes  menées  du  point  P à l’ellipse,  et,  par  con- 
séquent, déterminent  ces  tangentes.  Les  deux  tangentes  mc- 
uées  par  le  point  P seront  rectangulaires,  si  le  produit  des  deux 
valeurs  de  m est  égal  à — i,  ce  qui  exige  que  les  coordonnées 
du  point  P vériflent  la  relation 

6*  — V* 

»>  ou  x--hy-  = a^--i-bK 

Ainsi  le  lieu  du  sommet  d’un  angle  droit  circonscrit  à l’ellipse 
est  le  cercle  circonscrit  au  rectangle  construit  sur  les  axes. 

DIAMÈTRES. 

tST— Nous  avons  trouvé  (n®i3i)  l’équation  générale  des 
diamètres  dans  les  courbes  du  second  degré.  En  représentant 
BR.  10 
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par  f {x,  y)  = O l’équation  de  la  courbe,  et  par  m le  cocffi 

cient  angulaire  des  cordes  para] 
lèles  MM'  (fig.  90),  nous  avons  vi 
que  l'équation  du  diamètre  DEV  s 
met  sous  la  forme 

fi+mf',=o. 

L’ellipse  étant  rapportée  à ses  axes 
Fig.  90.  l’équation  du  diamètre  se  réduit  à 


2X 

a* 


amy 

6* 


ou  y 


b* 

a*m 


X. 


Si  l’on  désigne  par  vn!  le  coefflcient  angulaire  du  diamèln 
DD',  on  a,  entre  la  direction  des  cordes  et  celle  du  diamètre, 
la  relation 

(7)  »"”*=— 


Nous  avons  vu  aussi  que  si  l’on  mène  des  cordes  MM"  paral- 
lèles au  diamètre  DD',  le  diamètre  EE'  qui  divise  ces  cordes 
en  deux  parties  égales  a pour  coefflcient  angulaire  m ; les 
deux  diamètres  DD',  EE'  forment  un  système  de  diamètres 
conjugués,  et  leurs  coeffleients  angulaires  m' et  m sont  liés  par 
la  relation  (7). 

Cette  relation  fait  voir  que  les  deux  coeffleients  angulaires 
ni  et  m'  sont  de  signes  contraires,  et,  par  conséquent,  que  les 
deux  demi-diamètres  conjugués  OD  et  OE,  situés  d’un  même 
côté  du  grand  axe,  sont  placés  de  part  et  d’autre  du  petit  axe; 
si  le  premier  part  de  la  position  OA  et  tourne  de  OA  vers  OB, 
le  second  part  de  la  position  OB  et  tourne  de  OB  vers  O.V . 

158 — La  tangente  en  un  point  quelconque  D de  l’ellipse 
est  parallèle  au  diamètre  EE'  conjugué  du  diamètre  DD'  qui 
passe  au  point  de  contact.  En  effet,  si  l’on  appelle  x et  y les 
coordonnées  du  point  D,  le  diamètre  OD  a pour  coefficient 


y 

angulaire  m = ; le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au 

OC 

oc 

point  D est  m' — — on  voit  que  ces  deux  coefficicnls 

vérifient  la  relation  mm' = — — • 

a* 
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On  se  rend  bien  conople  de  celte  propriété  en  imaginant  que 
la  sécante  MM'  se  meut  parallèlement  au  diamètre  EE',  et 
s’éloigne  du  centre;  les  deux  points  d’intersection  M et  M'  ce 
rapprochent  de  plus  en  plus  du  milieu  de  la  corde,  et  finissent 
par  se  confondre  en  D;  alors  la  sécante  devient  tangente  au 
point  D. 

159— Les  propriétés  des  diamètres  conjugués  se  montrent 
immédiatement,  quand  on  considère 
l’ellipse  comme  la  projection  d’un 
cercle.  Deux  diamètres  rectangulaires 
ODj,  OE,  (fig.  91),  dans  le  plan  du 
cercle,  forment  un  système  de  diamè- 
tres conjugués;  car  chacun  d’eux  di- 
vise en  deux  parties  égales  les  cordes 
parallèles  à l’autre;  les  cordes  paral- 
lèles se  projettent  sur  le  plan  de  l’ellipse  suivant  des  cordes 
parallèles;  le  milieu  d’une  corde  a pour  projection  le  milieu 
de  la  projection  de  la  corde;  chacun  des  diamètres  OD  et  OE, 
projections  des  premiers,  divise  donc  en  deux  parties  égales 
les  cordes  parallèles  à l’autre;  ce  sont  deux  diamètres  conju- 
gués de  l’ellipse. 

On  en  déduit  facilenjent  la  relation  qui  existe  entre  les  coef- 
ficients angulaires  m et  m!  de  deux  diamètres  conjugués.  Si 
l’on  appelle  m,  et  m/  les  coefficients  angulaires  des  deux  diamè- 
tres conjugués  OD,,  OE,  du  cercle,  on  a m = - m,,  m'=  - m/; 

CL  CL 

li 

d’où  mm' = — J m,  mî  ; puisque  les  diamètres  conjugués  du 

CL 

cercle  sont  rectangulaires,  on  a m,  mj=— i;  il  en  résulte 

mm— ;■ 

a* 

Quand  on  donne  un  diamètre  OD,  on  peut  trouver  le  con- 
jugué OE,  sans  que  l’ellipse  soit  tracée.  On  construira  le  dia- 
mètre OD,  qui  a pour  projection  OD;  on  mènera  le  diamètre 
OE,  perpendiculaire  à OD,,  et  on  projettera  OE,;  la  projection 
OE  sera  le  diamètre  demandé. 

%.90— Ellipse  rapportée  à deux  diamètres  conjugués.  Nous 
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avons  vu  (n"  i38)  que,  lorsqu’on  prend  pour  axes  des  coor- 
données deux  diamètres 
conjugués  Diy,  EE'  (fi  g.  92) 
d’une  ellipse,  l’équation  de 
la  courbe  se  simplifie  et 
prend  la  forme 

Désignons  par  2 a'  et  2 6'  les 
longueurs  de  ces  diamè- 
tres conjugués;  si,  dans 
l’équation  précédente,  on  fait  successivement  y = o et  x = o, 
H H 

on  a = 6'-=^.  ce  qui  permet  d’écrire  l’équation  de 

la  courbe  de  la  manière  suivante 


(8) 


a'‘ 


bf'- 


I. 


Ainsi  l’équation  de  l’ellipse  conserve  la  même  forme,  que  la 
courbe  soit  rapportée  à ses  axes,  ou  à un  système  de  diamètres 
conjugués. 

Les  calculs  qui  ont  été  effectués  pour  démontrer  les  pro- 
priétés de  l’ellipse,  au  moyen  de  l’équation  de  la  courbe  rap- 
portée à ses  axes,  et  dans  lesquels  on  n’a  pas  supposé  les  coor- 
données orthogonales,  pourront  être  répétés  avec  l’équation  de 
la  courbe  rapportée  à un  système  de  diamètres  conjugués. 
Ainsi,  l'ellipse  étant  rapportée  au  sytème  des  diamètres  conju- 
gués OD  et  OE,  la  tangente  aura  pour  équation 


j^'.V  l/V  _ 

a'*  6 * 


1. 


Mais  l’équation  de  la  normale  ne  conserverait  pas  la  forme 
qui  correspond  aux  axes  de  coordonnées  OA  et  OB. 

1«1— Si  l’on  appelle  a et  ^ les  angles  que  font  les  deux 
demi-diamètres  OD,  OE  avec  le  grand  axe  OA,  a'  et  b'  leurs 
longueurs,  ou  a,  d’après  l’équation  (3)  du  n"  i44i 


(y)  - 


<i*cos*a  o'*sin’a 


(P 


= 1,  (10) 


fc'-cos*^  è'*sin*|î 


a* 
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Les  deux  diamètres  étant  conjugués,  on  a,  en  outre,  la  relation 

tangatangp=— 

, . cosacosS  sinasinS 

ou  (II)  — !-H j- — !-=o. 

' ' O*  6* 

Des  deux  angles  a et  p,  l’un  est  aigu,  l’autre  obtus;  nous  sup- 
poserons a aigu,  ^ obtus.  Les  quatre  quantités  variables  a,  p, 
a',  b',  dont  une  seule  est  arbitraire,  sont  liées  par  trois  relations; 
en  combinant  ces  relations,  on  en  déduit  divers  théorèmes. 

16»— Si  l’on  multiplie  par  a'b^  les  deux  membres  de  la 
relation  (ii),  on  peut  l’écrire  sous  la  forme  suivante 


a'  cos a 

a'sina 

a _ 

b 

b'  sin  [i 

' — y cos  'P 

b 

a 

chacune  de  ces  fractions  est  égale  à une  fraction  ayant  pour 
numérateur  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  nu- 
mérateurs, et  pour  dénominateur  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  des  dénominateurs;  en  vertu  des  relations  (9)  et 
(10),  ces  deux  sommes  sont  égales  à l’unité;  on  a donc 


a'sina 


a'  cos  a 

a h 

b'  sin  B — ?/cos[i 


J’üù 


6 a 

a'cosa 6'sin^  a'sina t'cosfi 

a 6 ’ b a 


U sin  SC  . » 

Si,  dans  la  relation  (9),  on  remplace  — t — par  la  quantité 


égale  — il  vient 


(12)  a'*cos^a-t-6'*cos’P  = a*. 

of  cos  X 

Si,  dans  la  même  relation,  on  remplace  — par  la  quan- 
. , 6' sin  S 

tite  égalé  — -, — on  a aussi 
° b 

(i3)  a'*sin’a-h6'-sin*(i  = i»^ 
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Les  deux  relations  (12)  et  (i3)  signifient  que  la  somme  des 
carrés  des  projections  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
sur  chacun  des  axes  est  constante  et  égale  au  carré  de  cet  axe. 

En  ajoutant  les  deux  relations  (12)  et  (i3)  membre  à membre, 
on  obtient 

(i4) 

ainsi,  la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques est  constante  et  égale  à la  somme  des  carres  des  axes. 

163 — En  décomposant  chacun  des  termes  de  la  relation  {g) 
en  deux  facteurs,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

a'cosa  a'cosa  a'sina  a'sinod 

a a b b 


. , . J . , a'cosa  a'sina 

SI  Ion  remplace  les  seconds  fadeurs  — - — » — — 

, , 6'sinS  6' cos  3 . , 

quantités  égalés  — r— il  vient 


par  les 


a'6'(sinPcosa  — sinacosp) 

ab  *’ 

ou  (i5)  a'6'sin(^  — oî)  = ab. 

Le  produit  a' b'  sin  — a)  est  la  mesure  de  Taire  du  parallélo- 
gramme ODKE  (ûg.  92);  en  multipliant  par  4>  on  obtient  Taire 
du  parallélogramme  circonscrit  FGHK.  Ainsi,  l’aire  du  paral- 
lélogramme construit  sur  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
est  constante  et  égale  au  rectangle  construit  sur  les  axes. 

Le  parallélogramme  inscrit  DEETE',  qu’on  obtient  en  joi- 
gnant les  extrémités  des  diamètres  conjugués,  est  la  moitié  du 
précédent,  et  a aussi  une  aire  constante. 

104 — On  peut  démontrer  facilement  ces  théorèmes  en 
considérant  Tellipse  comme  la  projection  d’un  cercle. 

Deux  diamètres  conjugués  OD  et  OE  de  Tellipse  sont  les 
projections  de  deux  diamètres  rectangulaires  OD,  et  OE,  du 
cercle  (flg.  91).  Les  angles  D,OP,  E,OQ  étant  complémentaires, 
les  triangles  rectangles  D,OP,  E,OQ  sont  égaux,  et  Ton  a 
OQ  = D,P;  mais  OP’ -f- D,  P’ = OD,*  = a®;  il  en  résulte 

ÔÎ*-i-Üi?  = aL 
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Les  longueurs  OP  el  OQ  sont  les  projections  des  deux  demi- 
liamctres  conjugués  OD  et  OE  sur  le  grand  axe  de  l’ellipse,  on 
voit  que  la  somme  des  carrés  de  ces  deux  projections  est 
:;on8tante,  et  l’on  a 

a'*  cos  a + b'*  cos*  p = a*. 

Il  en  est  de  même  pour  l’autre  axe;  les  projections  des  deux 
demi-diamètres  conjugués  sur  le  petit  axe  sont  égales  aux 

ordonnées  DP  et  EQ;  mais  DP  = ^ D,P,  EQ  = ^E,Q,  et,  par 

suite,  DP‘-H EU*  = ^ (D, p’ -t-  E,0’);  les  longueurs  EjOetOP 

étant  égales;  on  a D,  P*  -l-  E,  Ü* = D,  P*-l-  OP* = a*,  et,  par  suite , 

DP’h-ËQ*  = 6‘, 

ou  a'*sin*a-t-6'*sin*^  = &*. 

En  ajoutant  membre  à membre  les  deux  relations  précé- 
dentes, on  obtient  la  relation 

a'* -4- 6'*  = a* -H  6*. 


10«l» — Pour  démontrer  la  propriété  relative  à l’aire  du  pa- 
rallélogramme, nous  nous  servirons  du  théorème  suivant  : 

La  projection  d’une  aire  plane  sur  un  plan  quelconque  est 
égale  à l’aire  projetée  multipliée  par  le  cosinus  de  l’angle  des 
deux  plans. 

Considérons  d’abord  un  triangle  ABC  (flg.  gS)  ayant  un  côté 
AB  parallèle  au  plan  de  projection  ; nous  pouvons  supposer  que 


Fig.  93. 


le  plan  de  projection  passe  par  ce  côté  AB  ; 
du  sommet  C abaissons  sur  ce  plan  une 
perpendiculaire  CC',  et,  dans  ce  plan,  me- 
nons C'D  perpendiculaire  à AB;  la  droite 
CD  sera  aussi  perpendiculaire  à AB  et 
l’angle  CDC'  mesurera  l’angle  dièdre  ç des 
deux  plans.  Cela  posé,  on  a 

C'D  = CD  cosç, 

,,  , ABxC'D  ABxCD 
dou  = cosç. 


et,  par  suite. 


AC'  B = ACB  X cos<p. 
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Ainsi,  l’aire  du  triangle  AC'R  est  égale  à celle  du  triangle  ACB 
multipliée  par  cosip. 

Supposons  maintenant  que  le  triangle  ABC  (fig.  g4)  n’ait 
aucun  de  ses  côtés  parallèle  au  plan  de  projection;  nous  pou- 
vons faire  passer  ce  plan  par  le  som- 
met A,  de  telle  sorte  que  les  deux  au- 
tres sommets  soient  d’un  même  côté, 
le  plan  du  triangle  prolongé  coupe  Je 
plan  de  projection  suivant  une  droite 
AI,  et  la  droite  CB  perce  ce  plan  au 
point  I;  les  triangles  AlC,  AIR  se  pro- 
jettent suivant  AIC',  AIB',  et  l’on  a, 
d’après  ce  qui  a été  dit, 

AIC'  = AICxcos(p, 

A1B'=  AlBxcosç; 

d’où,  par  soustraction, 

AB' C' = ABC  X cos<p. 

Le  théorème,  étant  démontré  pour  un  triangle,  s’étend  à un 
polygone  plan  quelconque,  que  Ton  peut  toujours  décomposer 
on  triangles,  et  même  à une  aire  plane  limitée  par  une  courbe 
fermée  quelconque;  car  on  peut  regarder  cette  aire  plane 
comme  la  limite  de  l’aire  d’un  polygone  inscrit,  dont  on  aug- 
mente indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  manière  que 
chacun  tende  vers  zéro. 

Quand  on  considère  l’ellipse  comme  la  projection  d’un 
cercle,  le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  con- 
ugués  est  la  projection  d’un  carré  circonscrit  au  cercle;  le 
carré  ayant  une  aire  constante  égale  à 4a%  celle  du  parallélo- 
gramme est  aussi  constante  et  égale  à 4a*cos<p,  c’est-à-dire 
à 4aô. 

AIRE  DE  l’ellipse. 

166— Le  même  théorème  nous  donne  immédiatement 
l’aire  de  l’ellipse.  L’ellipse  étant  la  projection  d’un  cercle,  sou 
aire  est  égale  à celle  du  cercle  ira®,  multipliée  par  coso  ou 

par  ce  q^ui  donne  7:ab. 
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DIAMETRES  CONJLGl’ES  EGAUX. 


167 — Nous  avons  vu  (n®  107)  que  les  deux  demi-diamèlres 
conjugués  OD  et  OE  sont  situés  de  part  et  d’autre  du  petit  axe 
g OB  (fig.  90).  On  sait  que  le  rayon  de 

l’ellipse  est  d'autant  plus  grand  qu’il 
s’écarte  davantage  du  petit  axe;  pour 
A que  les  deux  diamètres  conjugués  de- 
viennent égaux,  il  faut  donc  que  ces 
deux  diamètres  fassent  des  angles  égaux 
Fig.  9s.  avec  le  petit  axe  OB,  ce  qui  exige  que  les 

6* 

angles  a et  § soient  supplémentaires.  On  a donc  tang*a  = — 

et,  par  suite,  tanga  = -;  ainsi,  les  diamètres  conjugués  égaux 
Cl 

OG  et  OH  coïncident  avec  les  diagonales  du  rectangle  construit 
sur  les  axes. 

De  la  relation  on  déduit  a'-=^  ' 

et  l’équation  de  l’ellipse,  rapportée  à ses  diamètres  conjugués 
égaux,  devient 

, , , a^-hb^ 

^-+y'=— — ; 

elle  a même  forme  que  l’équation  du  cercle,  seulement  les 
coordonnées  sont  obliques. 

Cette  équation  signifie  que  la  somme  des  carrés  des  dis- 

tances  de  chacun  des  points  de 


A' 


7'^  A 
/ "K 

0 

\ 

_y 

conjugués  égaux  est  constante. 
En  effet,  soient  6 l’angledes  deux 
diamètres  conjugués  égaux,  MP 
et  MQ  les  coordonnées  du  point 
M,  ME  et  MF  les  perpendicu- 
laires abaissées  du  point  M sur 
ces  diamètres,  on  a (fig.  96)  ME  = ysin9,  MF  = x^sin6;  d’oii 

(a--hb^)  sin^9 7.a^b^ 

2 a'-t-ê* 


1;' 

Fig.  90. 


ME 


MF’=(a:'*-t-ÿ'*)sin’(l  = 
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Fig.  97. 


CORDES  SUPPLÉMENTAIRES. 

168 —  On  appelle  cordes  supplémentaires  dans  l’ellipse 
deux  cordes  MC,  MC',  qui,  partant  d’un  même  point  de  Eel- 

lipse,  aboutissent  aux  extrémités  d’un 
diamètre  CC'  (fig.  97). 

Deux  cordes  supplémentaires  sont 
parallèles  à deux  diamètres  conjugués. 
Menons,  en  effet,  les  diamètres  OD  et  OE 
parallèles  aux  cordes  supplémentaires 
MC',  MC.  Dans  le  triangle  CMC',  la  droite 
OD  parallèle  à C'M  divise  en  parties  proportionnelles  les  deux 
côtés  CC'  et  CM  ; le  centre  O étant  le  milieu  de  CC',  il  en  résulte 
que  le  diamètre  OD  divise  en  deux  parties  égales  la  corde  CM, 
et,  par  suite,  toutes  les  cordes  parallèles  au  diamètre  OE.  De 
même,  le  diamètre  OE  divise  en  deux  parties  égales  la  corde 
C'M,  et,  par  suite,  toutes  les  cordes  parallèles  à OD.  Donc  les 
deux  diamètres  OD  et  OE,  parallèles  aux  cordes  supplémen- 
taires MC',  MC,  sont  conjugués. 

Réciproquement,  si  par  les  extrémités  d’un  diamètre  CC'  on 
mène  des  droites  parallèles  à deux  diamètres  conjugués  OD  et 
OE,  ces  droites  se  couperont  sur  l’ellipse.  En  effet,  soit  M le 
point  où  la  corde  CM,  parallèle  à OE,  rencontre  Tellipse;  joi- 
gnons C'M;  les  cordes  supplémentaires  MC,  MC'  étant  paral- 
lèles à deux  diamètres  conjugués,  la  seconde  corde  C'M  sera 
parallèle  à OD. 

169—  L’étude  de  la  variation  de  l’angle  de  deux  diamètres 
conjugués  est  ainsi  ramenée  à l’étude  de  la  variation  de  l’angle 
de  deux  cordes  supplémentaires,  c’est-à-dire  de  l’angle  inscrit 
dans  une  demi-ellipse.  Pour  simplifier  le  calcul,  on  supposera 

les  deux  cordes  supplémentaires  me- 
nées par  les  extrémités  du  grand  axe 
(fig.  98).  L’angle  AMA',  que  nous 
appellerons  6,  est  égal  à la  différence 
des  deux  angles  MAX,  MA'X;  les  deux 
droites  AM  et  A'M  ayant  pour  coeffl- 

y ei  y - 


T 

\ .-j  \ X 

B' 

Fig.  98. 


dents  angulaires 


X — a 


x+a 
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3 a 


y 


y 


. x — a x-\-a  zaïj 

taog«= —, — = 

it* — a* 

l,  en  remplaçant  x’  par  sa  \aleur  tirée  de  l’équation  de  Tcl- 
pse, 

iang6: 


aa6* 


(a‘  — 6*)y 


tile  point  M décrit  la  moitié  supérieure  ÀMÂ'  de  l’ellipse,  la 
angente  étant  négative,  l’angle  6 est  obtus;  quand  le  point  M 
;staii  point  A,  c’est-à-dire  quand  y = o,  l’angle  0 est  droit; 
e point  M marchant  de  A vers  B,  y augmente;  la  valeur  ab- 
K)lue  de  tangO  diminuant,  l’angle  obtus  6 augmente  aussi  et 
icquiert  sa  valeur  maximum  au  point  B;  alors  on  a y = 6 et 

langO= — ’ <pjaad  le  point  M dépasse  le  point  B et 

parcourt  le  quart  d’ellipse  BA^  l’angle  0 diminue  de  sa  valeur 
maximum  jusqu’à  un  angle  droit. 

11  résulte  de  là  que  l’angle  des  demi-diamètres  conjugués  OD 
et  OE,  situés  d’un  même  côté  du  grand  axe,  est  obtus  et  varie 
depuis  un  angle  droit  jusqu’à  la  valeur  maximum  ABA';  les 
diamètres  conjugués,  qui  comprennent  l’angle  maximum, 
étant  respectivement  parallèles  aux  cordes  supplémentaires 
A'B  et  AB,  et,  par  suite,  également  inclinés  de  part  et  d’autre 
du  petit  axe  OB,  sont  égaux. 

Nous  avons  étudié  la  variation  de  l’angle  obtus  DOE  de  deux 
diamètres  conjugués,  l’angle  aigu  DOE'  varie  en  sens  inverse. 
On  obtient  directement  cet  angle  en  menant  les  cordes  supplé- 
mentaires par  les  extrémités  du  petit  axe  BB';  quand  le  point 
M décrit  le  quart  d’ellipse  BA,  l’angle  inscrit  diminue  depuis 
un  angle  droit  jusqu’au  minimum  BAB',  supplémentaire  du 
maximum  obtus  ABA'. 

ITO — Lorsqu’une  ellipse  est  tracée,  on  peut  déterminer 
t'faphiquement  le  centre  et  les  axes.  Pour  trouver  le  centre, 
on  mènera  deux  cordes  parallèles  sufQsamment  écartées  l’une 
de  l’autre;  on  joindra  les  milieux  de  ces  cordes,  ce  qui  don- 
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nera  un  diamètre  dont  le  milieu  sera  le  centre.  Si,  sur  ce  dia- 
mètre, on  décrit  un  demi-cercle,  et  que  Ton  joigne  aux  deux 
extrémités  du  diamètre  le  point  où  ce  demi-cercle  coupe  la 
demi-ellipse,  on  aura  deux  cordes  supplémentaires  perpendi- 
culaires entre  elles;  les  diamètres  parallèles,  formant  un  sys- 
tème de  diamètres  conjugués  rectangulaires,  seront  les  axes 
de  l’ellipse. 

On  pourrait  obtenir  de  la  même  manière  les  deux  sys- 
tèmes de  diamètres  conjugués  qui  font  entre  eux  un  angle 
donné  compris  entre  le  minimum  et  le  maximum;  il  suffirait 
de  décrire  sur  un  diamètre  un  segment  capable  de  l’angle 
donné. 


174 — Construire  une  ellipse,  étant  donnés  deux  diamètres 
conjugués.  Soient  DD',  EE'  (fig.  99)  les  deux  diamètres  conju- 
gués donnés,  dont  nous  désignerons  les  longueurs  par  2a'  et 

2b'.  L’équation  de  l’ellipse, 
rapportée  à ces  deux  diamè- 
tres conjugués,  est 


^=i 


Fig.  no. 


Par  le  centre  menons  la 
droite  E,EJ  perpendiculaire 
à DD'  et  prenons  OE,  = OE  ; 
l’ellipse  qui  a pour  axes  DD',  E,E,,  rapportée  à ces  axes,  est 
représentée  par  la  même  équation.  Il  en  résulte  que  les  ordon- 
nées MP,  M,P,  qui  correspondent  à une  même  abscisse  OP, 
sont  égales  entre  elles.  Imaginons  que,  par  le  procédé  indiqué 
au  n”  147,  on  ait  construit  différents  points  de  l’ellipse  DE,D', 
dont  on  connaît  les  axes;  soit  Mj  l’un  de  ces  points,  M,P  son 
ordonnée;  si,  par  le  point  P,  on  mène  PM  parallèle  à OE  et 
égale  à PM„  on  aura  un  point  M de  l’ellipse  demandée.  Chaque 
point  de  la  première  ellipse  donnera  un  point  correspondant 
de  la  seconde.  Ceci  revient  à déformer  la  première  ellipse  en 
faisant  tourner  chaque  ordonnée  PM,  autour  de  son  pied  P 
d’un  angle  constant. 

Le  même  mode  de  transformation  s’applique  à la  tangente. 
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a tangente  au  point  M est  représentée  par  l’équation 


x\ 

a'* 


I 


n coordonnées  obliques;  cette  équation  représente  aussi  la 
ingente  au  point  en  coordonnées  rectangulaires.  Ces  deux 
angentes  coupent  le  prolongement  du  diamètre  DD'  au  même 
loint  T,  dont  on  obtient  l'abscisse  en  faisant  Y = o. 

Au  lieu  de  construire  l’ellipse  par  points,  comme  nous  Taxons 
;xpliqué,  on  pourrait  déterminer  d’abord  les  axes  de  l’ellipse, 
;t  construire  ensuite  cette  ellipse  au  moyen  de  ses  axes.  La 
létermination  des  axes  dépend  du  théorème  suivant. 

— Deux  diamélres  conjugués  quelconques  délerminent 
sur  une  tangente  fixe  PQ  deux  segments  DP,  DQ  dont  le  produit 
fst  constant  et  égal  au  carré  du  demi-diamètre  OE  parallèle  à 
la  tangente  (fig.  loo). 

Si  Ton  prend  pour  axes  des 
- „ /'  /•  . \ coordonnées  le  diamètre  OD, 

i \ passe  par  le  point  de  con- 

I ; *act  et  le  diamètre  conjugué 

' — V OE,  et  si  Ton  appelle  a!  et  h' 

les  longueurs  de  ces  demi- 
diamètres,  l’équation  de  Tel- 
rig- 100.  lipse  est 


Soient  y = mx,  y — m'x 

les  équations  de  deux  diamètres  conjugués  OA,  OB;  d’après  la 
remarque  faite  au  n°  160,  les  coefficients  angulaires  seront  liés 
6'* 

par  la  relation  mm'=— Si,  dans  ces  équations,  on  fait 
i=a',  on  trouve  DP= — ma',  BQ  = m'a',  d’où 
DP  X DQ  = — mm'a’  = 6'*. 


173 — On  démontre  facilement  ce  théorème  quand  on  con- 
sidère l’ellipse  comme  la  projection  d’un  cercle.  Soient  OA,, 
IIB,  (fig.  loi)  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle,  P,Q,  la 
tangente  en  un  point  quelconque  M,;  menons  le  rayon  OM,  et 
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le  rayon  ON,  parallèle  à la  tangente;  dans  le  triangle  rec- 
tangle P,OQ„  on  a 

M.P,xM,Q,  = OM*  = ON*. 
Quand  on  projette  la  figure,  les  dia- 
mètres OÂ„  OB,  donnent  deux  dia- 
mètres conjugués  de  l’ellipse,  la  tan- 
gente P,Q,  une  tangente  à l’ellipse  et 
la  droite  ON,  une  parallèle  à cette 
Fig.  101.  tangente;  les  droites  M,P,,  M,Q,,  ON, 

étant  parallèles  ont  des  projections  MP,  MQ,  ON  qui  leur  sont 
proportionnelles,  on  a donc  aussi  entré  ces  projections  la  re- 
lation 

MP.MQ  = ON\ 

%74L — Supposons  que  tes  deux  diamètres  conjugués  OA  et 
OB  soient  les  axes  de  l’ellipse  (fig.  loo).  Le  cercle  décrit  sur  PQ 
comme  diamètre  passe  par  le  point  O,  et  l’ordonnée  DH,  per- 
pendiculaire à PQ,  est  égale  à OE.  11  en  résulte  un  moyen  fa- 
cile de  construire  les  directions  des  axes,  quand  on  connaît 
deux  diamètres  conjugués  OD  et  OE.  Par  le  point  D on  mènera 
une  parallèle  à OE;  celte  parallèle  sera  tangente  au  point  D; 
on  élèvera  sur  celte  droite  une  perpendiculaire  DH  égale  à OE, 
et  on  décrira  un  cercle  ayant  son  centre  sur  PQ  et  passant  par 
les  points  O et  H;  les  droites  OP  et  OQ  qui  vont  du  centre  aux 
deux  points  P et  Q,  où  le  cercle  coupe  la  tangente,  donneront 
les  directions  des  axes. 

1X5—11  reste  à déterminer  les  grandeurs  des  axes.  Des 
relations 

a’ -t- 6’  = a'* -H 6'*,  a&  = a't/sin9, 
démontrées  aux  n»»  162  et  i63,  on  déduit 

(a  — b)*  = a''-\-V* — 2a'6'sin6  = — 2a'è'cos0 — 0^ 

(a-+-9)*=o'*-+-  6'*-l-2a'è'sin0  = b'* — 2a^6'cos^^’-f-0^- 

Comme  on  peut  supposer  que  6 désigne  l’angle  aigu  des  dia- 
mètres conjugués,  on  voit  par  ces  formules  que  la  longueur 
a — 6 est  le  troisième  côté  d’un  triangle  dont  les  deux  autres 
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côtés  sont  égaux  à a'  et  à ô'  et  dont  l’angle  compris  est  ^ — 6- 

Ce  triangle  est  le  triangle  ODH;  car  l’angle  ODH  est  égal  à ^ — 6, 

et  les  deux  côtés  DO  et  DH  sont  égaux  à a'  et  h'-,  ainsi  le  troi- 
sième côté  OH  donnera  o — 6.  De  même  a -t-  6 est  le  troisième 
côté  d’un  triangle  dont  les  deux  autres  côtés  sont  égaux  à a' 
et  à b'  et  l’angle  compris  supplémentaire  du  précédent;  ce 
triangle  est  le  triangle  ODK,  que  l’on  obtient  en  prolongeant 
la  perpendiculaire  DH  d’une  longueur  égale  à elle-même;  le 
troisième  côté  OK  donnera  a -1-  6.  Si  du  point  O comme  centre, 
avec  OH  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  la  longueur  Kl  sera 
égale  au  grand  axe  2 a,  la  longueur  KL  au  petit  axe  26. 

On  peut  remarquer  que  le  grand  axe  OA  est  la  bissectrice 
de  l’angle  HOK,  le  petit  axe  la  bissectrice  de  l’angle  supplé- 
mentaire. 


DESCRIPTION  DE  l’ELLIPSE  d’uN  MOUVEMENT  CONTINU. 

176— Lorsque  les  deux  extrémités  d’une  droite  CD  de  lon- 
gueur constante  glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  OX, 
OY,  un  point  M de  cette  droite  décrit  une  ellipse  (fig.  102). 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  les  deux  droites  fixes  ; 
appelons  0 et  6 les  deux  longueurs  constantes  MD,  MC,  x ei  y 

les  coordonnées  variables  du  point 
M.  Les  triangles  semblables  MPC, 

> ou 


y a’ — X*  a 

K' 

Fig.  102.  Le  lieu  décrit  par  le  point  M est  donc 

une  ellipse  dont  les  axes  2 a et  26  sont  dirigés  suivant  les  deux 
droites  rectangulaires  données. 

H n’est  pas  nécessaire  que  le  point  M soit  situé  sur  la  droite 
mobile  entre  les  points  C et  D ; il  peut  être  situé  sur  le  pro- 
longement. Considérons  la  droite  C'D^  dont  les  deux  points  C' 
et  D' glissent  sur  les  deux  droites  rectangulaires  OX  et  OY,  et 
chcrcbons  le  lieu  décrit  par  le  point  M.  Si  l’on  appelle  o et  ô 
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les  distances  MIV  et  MC',  les  triangles  semblables  MPC',  IV  QS 
donnent,  comme  précédemment, 

MP  _ MC  „ b 

C ~Miy’  a 

C’est  sur  cette  propriété  que  reposela  construction  d’un  petit 
instrument  appelé  compas  elliptique.  Deux  pointes  sont  Axées 
en  deux  points  C'  etlK,  pris  à volonté  sur  une  droite  C'D',  et 
un  crayon  au  point  M;  les  deux  pointes  glissent  dans  des  rai- 
nures rectangulaires  tracées  sur  une  plaque  de  bois;  le  crayon 
placé  en  M décrit  l’ellipse  d’un  mouvement  continu. 

“17 y — Il  est  à remarquer  que  la  normale  à l’ellipse  an 
point  M passe  par  le  point  d’intersection  K des  perpendicu- 
laires élevées  par  les  points  C et  D sur  les  deux  droites  Axes. 
En  effet,  si  l’on  appelle  ar,  et  les  coordonnées  du  point  K, 
les  triangles  semblables  MPC,  DQM,  donnent 


d’où 


X,  — X 6 t/,  — y O 

X ~ a'  y ~~ 

?/i  — 

x, — X b^x’ 


Ainsi  le  coefücient  angulaire  de  la  droite  KM  est  égal  à celui 
de  la  normale  à l’ellipse  du  point  M. 

478 — On  peut  généraliser  ce  théorème  et  l’énoncer  ainsi  : 
Quand  deux  points  E,  F,  d’un  plan  mobile  glissent  sur  deux 
droites  OA,  OB,  situées  dans  un  plan  fixe,  un  point  quelconque 
du  plan  mobile  décrit  une  ellipse  (Ag.  io3).  Considérons  une 
ï/  position  particulière  du  plan  mobile; 

m'--  P / aux  points  E et  F élevons  des  perpen- 

diculaires  sur  les  droites  OA  et  OB,  et 
/ ' soit  K le  point  de  concours  de  ces  per- 

I j / \ v'  \ il  pendiculaires;  le  cercle  décrit  sur  OK 

l / / 1 comme  diamètre  passe  par  les  points 

— jE  et  F.  La  droite  EF  étant  constante, 
— y ainsi  que  l’angle  EOF,  le  diamètre  du 
Fig.  103.  cercle  est  constant.  Supposons  le  cercle 

lié  à la  droite  EF  d’une  manière  invariable,  et  emporté  avec 
elle  dans  son  mouvement;  le  cercle  passera  constamment  par 
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le  point  0;  tout  point  D du  cercle  décrira  une  ligne  droite  OY. 
puisque.  Parc  FD  ayant  une  longueur  constante,  l’angle  FOD 
est  constant. 

Considérons  maintenant  un  point  quelconque  M du  plan 
mobile.  Joignons  ce  point  au  centre  1 du  cercle,  et  marquons 
les  deux  extrémités  C et  D de  ce  diamètre.  En  vertu  de  ce  qui 
précède,  les  deux  points  C et  D glissent  sur  les  deux  droites 
rectangulaires  OX  et  OY;  on  en  conclut  que  le  point  M décrit 
une  ellipse  dont  les  axes,  égaux  au  double  des  distances  MC 
et  MD,  sont  dirigés  suivant  les  deux  droites  rectangulaires  OY 
et  OX.  En  particulier  le  point  1 décrit  un  cercle. 

Les  perpendiculaires  élevées  par  les  points  C et  D sur  les 
droites  OX  et  OY  se  coupent  au  point  K;  il  en  résulte  que  la 
droite  MK  est  normale  à l’ellipse  au  point  M.  Si  Pon  considère 
les  ellipses  décrites  par  différents  points  du  plan  mobile,  on 
voit  que  les  normales  à toutes  ces  ellipses  aux  points  corres- 
pondants passent  par  le  même  point  K. 

Le  diamètre  OK  du  cercle  mobile  ayant  une  longueur  con- 
stante, le  lieu  du  point  K dans  le  plan  fixe  est  le  cercle  décrit 
du  point  O comme  centre  avec  un  rayon  égal  à OK(fig.  104.) Le 

cercle  mobile  reste  constamment  tan- 
//  ! ^ cercle  fixe.  Soit  OK'  une  nou- 

/ Vf/  position  du  cercle  mobile  ; le  dia- 

! J\  rencontre  en  K,  le  cercle 

\ J y I dans  sa  première  position;  ce  point  K, 

\ / /du  cercle  mobile  décrit,  comme  nous 

l’avons  vu,  le  diamètre  K' K";  dans  la 
Fig  101.  seconde  position  du  cercle  mobile,  il  est 

donc  venu  en  K'.  Dans  le  cercle  fixe,  l’angle  au  centre,  KOK'  a 
pour  mesure  le  rapport  de  l’arc  KK'  au  rayon  OK;  dans  le  petit 
cercle,  Pangle  inscrit  KOK,  a pour  mesure  le  rapport  de  l’arc 
KK,  au  diamètre  OK;  on  en  conclut  l’égalité  des  deux  arcs  KK' 
et  KK,.  Il  résulte  de  là  que  l’on  peut  obtenir  le  mouvement  du 
plan  mobile  dans  le  plan  fixe  en  faisant  rouler  le  cercle  mobile 
sur  le  cercle  fixe,  sans  glissement,  c’est-à-dire  de  telle  sorte  que 
les  arcs  KK'  et  KK,  des  deux  cercles  compris  entre  les  points  de 
contact,  dans  deux  positions  quelconques,  soient  égaux, 
nn.  1 1 
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EXERCICES. 

1°  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  parallélogrammes  construits  sur  les 
diamètres  conjugues  d'une  ellipse. 

2»  Trouver  le  lieu  du  milieu  des  cordes  menées  par  un  même  point 
dans  une  ellipse. 

3“  Une  corde  d'un  cercle  se  meut  parallèlement  è elle-même;  par  les 
extrémités  on  mène  des  droites  parallèles  à deux  directions  données  ; 
trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  parallèles. 

4“  Parmi  tous  les  parallélogrammes  circonscrits  k une  même  ellipse,  les 
parallélogrammes  construits  sur  deux  diamètres  conjugués  ont  une  aire  mi- 
nimum. 

3'’  Parmi  tous  les  parallélogrammes  inscrits  k une  même  ellipse,  ceux 
dont  les  diagonales  forment  un  système  de  diamètres  conjugués  ont  une 
aire  maximum. 

6°  De  toutes  les  ellipses  inscrites  k un  même  parallélogramme,  quelle 
est  la  plus  grande? 

7“  De  toutes  les  ellipses  circonscrites  dans  un  même  parallélogramme, 
quelle  est  la  plus  petite? 

8“  Parmi  tous  les  systèmes  de  diamètres  conjugués  de  l’ellipse,  les  axes 
forment  une  somme  minimum  et  les  diamètres  conjugués  égaux  une  somme 
maximum. 

9*  Inscrire  dans  l’ellipse  une  corde  telle  que  la  somme  de  sa  longueur 
et  la  distance  de  son  point  milieu  au  centre  soient  maximum. 

<0®  Une  droite  se  meut  parallèlement  k elle-même  dans  le  plan  de  deux 
autres;  on  preml  sur  elle  un  point  tel  que  la  somme  des  carrés  de  ses  dis- 
tances aux  intersections  avec  les  droites  Gxes  suit  constante  : quel  est  le 
lieu  décrit  par  le  point? 

41®  Etant  données  deux  ellipses  quelconques,  on  peut  déterminer  deux 
directions  parallèles  k la  fois  k deux  diamètres  conjugués  de  l’une  et  de 
l’autre  ellipse;  par  les  points  communs  aux  deux  courbes  passe  une  troi- 
sième ellipse  dans  laquelle  les  diamètres  conjugués  égaux  seront  paral- 
lèles k ces  deux  directions. 

12“  Une  ellipse  tourne  autour  de  son  centre,  aux  points  où  elle  coupe 
une  droite  fixe  on  mène  des  tangentes  k la  courbe;  trouver  le  lieu  du  point 
d’intersection  de  ces  tangentes. 

13“  On  donne  un  cercle  et  une  droite  fixe  passant  par  son  centre;  une 
droite  mobile  égale  au  rayon  s’appuie  par  une  de  ses  extrémités  sur  le 
cercle,  par  l’autre  sur  la  droite;  trouver  le  lieu  décrit  par  un  point  de  la 
droite  mobile. 
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li’  Un  plan  mobile  se  meut  sur  un  plan  fixe,  de  manière  que  deux 
droites  du  plan  mobile  restent  tangentes  respectivement  à deux  cercles  du 
plan  fixe;  trouver  le  lieu  tracé  par  un  point  du  plan  fixe  sur  le  plan  mobile. 
13*  Trouver  Taire  de  Tellipse  définie  par  Téquaticn 
A a;*  + Bxÿ  -f-  C y*  = 1 . 

16*  Un  triangle  étant  inscrit  dans  une  ellipse,  si  on  appelle  R le  rayon 

du  cercle  circonscrit,  et  d,  d',  d"  les  demi-diamètres  parallèles  aux  côtés 

dd'd" 
on  a K = — ; — . 

ab 

17*  Un  rectangle  quelconque  étant  circonscrit  3 une  ellipse,  le  parallélo- 
gramme qui  a pour  sommets  les  points  de  contact  a un  périmètre  constant, 
et  deux  côtés  consécutiTs  font  avec  la  tangente  des  angles  égaux. 

18*  A partir  d’un  point  quelconque  d’une  ellipse  on  porte  sur  la  nurmale 

une  longueur  égale  à k étant  une  constante  et  p la  perpendiculaire 

abaissée  du  centre  sur  la  tangente;  trouver  le  lieu  de  l’extrémité  de  cetle 
droite. 


CHAPITRE  V. 

De  l’hjperbole. 


179 — Construisons  maintenant  le  lieu  défini  par  l’équation 
Mx’  -4-  N (/’  -I-  Fj  = O, 

dans  laquelle  M et  N ont  des  signes  contraires.  Nous  suppose- 
rons M positif,  N négatif  et  égal  à — N'.  Si  F,  est  égal  à zéro, 
l’équation 

Mx’  — N'y’  = o, 
résolue  par  rapport  à y,  donne 


die  représente  deux  droites  passant  à l’origine.  Le  cas  où  F, 
est  positif  se  ramène  au  cas  où  F,  est  négatif  par  la  permu- 
tation des  axes,  ce  qui  revient  à remplacer  dans  l’équation  y 
para:  et  x par  y;  nous  poserons  donc  F,= — H;  l’équation 
prend  la  forme 

Mx*  — N'(/*=H 

dans  laquelle  M,  N'  et  H sont  des  nombres  positifs. 
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A chaque  valeur  de  x correspondent  deux  valeurs  de  y égales 
et  de  signes  contraires;  Taxe  des  x est  donc  un  axe  de  symé- 
trie de  la  courbe;  il  en  est  de  même  de  Taxe  des  y.  On  en 
conclut  que  l’origine  est  centre  de  la  courbe;  on  peut  démon- 
trer celte  dernière  propriété  en  observant  que  si  l’équation  est 
vérifiée  par  les  coordonnées  xel  y d’un  point,  elle  est  vérifiée 
également  par  les  coordonnées — x et — ÿ du  point  symétrique. 

En  résolvant  l’équation  par  rapport  à y,  on  obtient 


/Mæ*  — H 

y=-v—^’  . 

Pour  que  y soit  réelle,  il  faut  que  la  valeur  numérique  de  x 
soit  supérieure  à Portons  donc  sur  l’axe  X'X,  à partir  de 

l’origine,  deux  longueurs  OA,  OA'  égales  à et,  par  les 

points  A et  A',  menons  des 
parallèles  à OY  (üg.  io5);  la 
courbe  n’a  aucun  point  entre 
ces  deux  parallèles.  Quand 
a; = OA,  l’ordonnée  y est  nulle, 
ce  qui  donne  le  point  A;  si 
l’on  fait  croître  x indéfiniment 
à partir  de  OA,  la  valeur  nu- 
mérique de  y croît  aussi  indé- 
finiment à partir  de  zéro  ; on  a ainsi  deux  arcs  infinis  AD  et  AD'. 

En  faisant  varier  x depuis  — OA'  à — co , on  obtient  deux 
autres  arcs  infinis  A'E,  A'E',  symétriques  des  précédents  par 
rapport  à OY.  Ces  quatre  arcs  constituent  les  deux  branches  de 
l’hyperbole,  qui  admettent  pour  axes  de  symétrie  les  deux 
droites  X'X,  Y'Y.  Le  premier  de  ces  axes  rencontre  seul  la 
courbe,  on  l’appelle  axe  transverse;  le  second  est  l’axe  non 
transverse  ou  imaginaire;  les  points  A et  A'  sont  les  deux 

sommets  de  la  courbe.  Si  l’on  pose,  pour  abréger,  a = y/^. 

b = y . l’équation  se  met  sous  la  forme 

x* 


Fip.  105. 


(0 


a- 


-^  = 1, 
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Les  dimensions  de  l’hyperbole  dépendent  uniquement  des 
deux  lignes  a et  &;  on  dit  que  ces  deux  paramètres  sont  les 
longueurs  des  demi-axes  de  la  courbe,  le  premier  est  le  demi- 
a:<e  réel,  le  second  le  demi-axe  imaginaire. 

ISO — Les  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires  à l'axe 
transverse  sont  proportionnels  aux  produits  des  segments  cor- 
respondants formés  sur  cet  axe. 

En  effet,  de  l’équation  (i)  on  déduit 


donc 


V*  6*  v’  l>* 

X* — a’  a*  [x-i-a)(x  — a)  a- 

MP’  _ b' 
A'PxAP~a‘’ 


181 — Asymptotes. — Nous  avons  vu  (n®  i3o)  que,  quand 
l’origine  des  coordonnées  coïncide  avec  le  centre  de  l’hyper- 
l)oIe,  on  obtient  l’équation  des  asymptotes  en  supprimant  le 
terme  constant  dans  l’équation  de  la  courbe.  Les  deux  asymp- 
totes RR',  SS'  auront  ici  pour  équation 

. .v’  ,b 

(a)  — — = ou  y=±-x. 

a*  b*  ’ •’  a 


On  peut  vérifier  aisément  que  la  différence  MN  des  ordon- 
nées de  la  droite  OR  et  de  l’arc  AD  a pour  limite  zéro;  car 
cette  différence  a pour  expression 


-{x  — yjx-  — U’) 

a ' ’ ' 


ab 

X VvC*  — a* 


L’arc  .\D  est  compris  dans  l’angle  ROX  et  se  rapproche  indé- 
tiniment  de  la  droite  OR,  qui  est  son  asymptote.  Les  droites 
OU',  OS,  OS'  sont  de  même  les  asymptotes  des  arcs  A'E',  A'E, 
Aiy.  D’après  l’équation  (a),  on  voit  que  les  asymptotes  R'R, 
S' S sont  les  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes. 

182 — Hyperboles  conjuguées. — Deux  hyperboles  sont  dites 
conjuguées  lorsque,  ayant  même  centre  et  mêmes  axes,  l’axe 
réel  de  l’une  est  axe  imaginaire  de  l’autre.  Ainsi  l’hyperbole 
proposée  a pour  conjuguée  une  autre  hyperbole  ayant  pour  axe 
Iransverse  b et  pour  axe  imaginaire  a (fig.  io6).  L’équation  de 
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celle  seconde  hyperbole  esl  évidemmenl 
æ’  w* 


Deux  hyperboles  conjuguées 
onl  les  mêmes  asymploles,  puis- 
que le  reclangle  conslruit  sur  les 
axes  esl  le  même  pour  les  deux 
courbes.  L’une  des  courbes  est 
comprise  dans  les  deux  angles 
s-  ROS',  R'OS  opposés  par  le  som- 
Fig.  loc.  mel,  la  seconde  dans  les  deux 

aulres  angles  ROS,  R'OS^ 

1S3 — fli/perbole  équilatère. — On  dil  qu’une  hyperbole  est 
êquilalère  lorsque  les  axes  a et  6 ont  même  longueur.  Dans  ce 
cas,  le  rectangle  des  axes  devient  un  carré,  et  les  asymptotes 
sont  perpendiculaires  entre  elles;  l’hyperbole  conjuguée  est 
égale  à la  première;  on  l’obtient  en  faisant  tourner  celle-ci 
d’un  angle  droit  autour  de  son  centre. 

L’hyperbole  dont  les  axes  sont  a et  6 peut  être  construite  au 
moyen  de  l’hyperbole  équilatère  dont  l’axe  est  a,  comme  on  a 
construit  l’ellipse  ayant  pour  axes  o et  6 au  moyen  du  cercle 
de  rayon  o,  c’est-à-dire  que  la  première  hyperbole  peut  être 
regardée  comme  la  projection  orthogonale  de  la  seconde.  Mais 
cette  considération  n’est  d’aucune  utilité  dans  les  construc- 
tions graphiques  relatives  à l'hyperbole,  parce  que  le  tracé 
d’une  hyperbole  équilatère  n’est  pas  plus  simple  que  celui 
d’une  hyperbole  quelconque. 

384 — Soient  a;  et  y les  coordonnées  d’un  point  quelconque 

du  plan;  considérons  le  polynôme 


Pour  un  point  M appartenant  à la 
courbe,  ce  polynôme  est  égal  à 
zéro;  si  l’on  fait  marcher  un  point 
Fig.  107.  P à partir  de  M sur  une  parallèle  à 
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1r 

l’axe  Iransverse  AA'  107),  le  terme  conserve  une  va- 

leur  invariable,  tandis  que  le  terme.  — diminue  ou  augmente 

suivant  que  le  point  P se  rapproche  ou  s’éloigne  de  l’axe 
des  y.  H en  résulte  que  le  polynôme  a une  valeur  négative 
pour  tous  les  points  situés  entre  les  deux  branches  de  l’hy- 
perbole, et  positive  pour  tous  les  autres  points  du  plan. 


TANGENTE. 


185— L’équation  de  la  tangente  au  point  M,  dont  les  coor- 
données sont  a;  et  y,  est 


(3) 


xX 

O* 


y Y 


1 = 0. 


Pour  construire  cette  droite,  on  peut  déterminer  le  point  T 
(fig.  107),  où  elle  coupe  l’axe  OX.  Si,  dans  l’équation  (3),  on 

£1* 

fait  Y = o,  il  vient  X = OT  =— ; on  obtient  cette  longueur 

X 

OT  par  une  troisième  proportionnelle. 

180 — Le  coefflcient  angulaire  de  la  tangente  a pour  valeur 
b-x  b 


Supposons  que  le  point  M décrive  l'arc  AD;  en  A le  coefficient 
angulaire  est  infini  et  la  tangente  perpendiculaire  à l’axe 
transverse;  x augmentant,  le  coefficient  angulaire  diminue 

constamment  et  tend  vers  la  limite  -»  coefficient  angulaire 

de  l’asymptote  OR;  l’angle  MTX  diminue  donc  de  ^ à ROX; 

en  même  temps  la  valeur  de  OT  diminue  de  o à o;  il  en  ré- 
sulte que  l’asymptote  est  la  position  limite  de  la  tangente  quand 
le  point  de  contact  s’éloigne  indéfiniment. 

18J' — Mener  une  tangente  par  un  point  extérieur  P. — Si 
l’on  appelle  a?,  et  y,  les  coordonnées  du  point  P,  les  points  de 
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contact  sont  déterminés  par  l’équation  de  la  corde  des  contacts 


• W)  = 

jointe  à l’équation  (i)  de  l’hyperbole. 

En  éliminant  y,  on  obtient  l’équation  du  second  degré 

x'(x*  yV\  x.x  l w*\ 


dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  de  contact  M et  M' 
des  deux  tangentes  menées  du  point  P.  La  condition  de  réalité 

des  racines  est  — — — i <o,  c’est-à-dire  que  le  point  P 

doit  être  placé  entre  les  deux  branches  de  la  courbe.  Si  le 
point  P est  placé  dans  les  angles  des  asymptotes  qui  compren- 

JJ® 

nent  la  courbe,  le  coefficient est  positif,  le  produit 

des  deux  racines  est  positif;  par  suite  les  deux  racines  sont  de 
même  signe  et  les  deux  points  de  contact  sur  une  même  bran- 
che de  la  courbe.  Au  contraire,  si  le  point  P est  dans  l’un  des 
angles  ROS,  R' OS',  il  y a un  point  de  contact  sur  chacune  des 
branches. 

•188— Tangente  parallèle  à une  droite  donnée.— En  appe- 
lant m le  coefficient  angulaire  de  la  droite  donnée,  on  trouve 
par  un  calcul  analogue  à celui  du  n”  i55,  que  l’équation  de  la 
tangente  est 

(5)  y — tnx  ± — à*. 


Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  valeur  de  ni* 
b* 

soit  plus  grande  que  — . c’est-à-dire  que,  si  la  droite  donnée 

passe  à l’origine,  elle  doit  être  comprise  dans  l’angle  ROS.  Nous 
avons  vu  déjà  (n“  i86)  que  la  valeur  numérique  du  coefficient 

angulaire  d’une  tangente  est  plus  grande  que  -• 

Cl 

189-On  ne  peut  mener  à une  hyperbole  deux  tangentes 
rectangulaires  que  lorsejue  l’angle  ROS'  est  moindre  qu’un 
angle  droit,  c’est-à-dire  lorsque  a est  plus  grand  que  b;  quand 
celte  condition  est  satisfaite,  le  lieu  du  sommet  d’un  angle  droit 
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circonscrit  à l’hyerbole  a pour  équation 
x'-\-y'‘=a} — 6*; 
c’est  un  cercle  concentrique  à la  courbe. 


DIAMETRES. 


190— Lorsque  l’hyperbole  est  rapportée  à ses  axes,  le  dia- 
mètre qui  divise  en  deux  parties 
égales  les  cordes  dont  le  coef- 
ûcient  angulaire  est  m a pour 
équation 


o‘ 


ou 


y 


21/ 

ÿm  = o, 
6' 


a’m 


X. 


Si  l’on  désigne  par  m' le  coeffi- 
cient angulaire  du  diamètre,  on 
a,  entre  la  direction  des  cordes  et  celle  du  diamètre,  la  re- 
lation 

(6) 


Celle  relation  montre  que  si  l’on  prend  m'  pour  coefficient 
angulaire  des  cordes,  on  trouvera  m pour  coefficient  angu- 
laire du  diamètre;  c’est-à-dire  que  si  la  droite  Diy  divise  en 
deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à EE'  (fig.  io8),  réci- 
proquement la  droite  EE'  divise  en  parties  égales  les  cordes 
parallèles  à DD'.  Ainsi  les  deux  diamètres  DD',  EE'  sont  tels 
que  chacun  divise  en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
l’autre;  ce  sont  deux  diamètres  conjugués. 

L’hyperbole  a une  infinité  de  systèmes  de  diamètres  conju- 
gués, puisque  l’on  peut  prendre  à volonté  l’un  des  diamètres. 
La  relation  (6)  exige  que  m et  m'  aient  le  même  signe;  si  on 

les  suppose  positifs,  m variant  de  o à m'  variera  de  oo  à 

le  diamètre  DIV  tourne  de  0.\  vers  l’asymptote  OR,  et  le  dia- 
mètre EE'  de  OB'  vers  la  même  asymptote.  On  voit  ainsi  que, 
des  deux  diamètres,  l’un  rencontre  toujours  la  courbe,  et  que 


Digitized  by  Google 


170 


LIVRE  III,  CHAPITRE  V. 


l’autre  ne  la  rencontre  pas.  Les  axes  forment  le  seul  système 
de  diamètres  conjugués  rectangulaires,  eti’angle  aigu  de  deux 

diamètres  conjugués  varie  de  ^ à o. 

On  démontre  comme  pour  l’ellipse  que  la  tangente  FH  en 
un  point  D de  l’hyperbole  est  parallèle  au  diamètre  EE'  con- 
jugué du  diamètre  DIV  qui  passe  au  point  de  contact, 

flOl — Deux  hyperboles  conjuguées  et  le  système  de  leurs 
asymptotes  admettent  le  même  diamètre  pour  la  même  série 
de  cordes;  car  les  équations  des  trois  lieux 


= o. 


O’  6’ 


= o 


ne  diffèrent  que  par  le  terme  constant  qui  n’entre  pas  dans 
l’équation  du  diamètre  /’i-f-fn/‘'  = o.  Les  trois  lieux  admet- 
tent aussi  les  mêmes  systèmes  de  diamètres  conjugués. 

6‘ 

Si  l’hyperbole  est  équilatère,  la  relation  mm'  = — devient 

mm'  — i,  ce  qui  signifie  que  les  angles  DOX,  EOX  sont  com- 
plémentaires, et,  par  suite,  que  les  asymptotes  sont  bissectrices 
des  angles  des  diamètres  conjugués. 

t.92~IIyperbole  rapportée  à deux  diamètres  conjugués. — 
Si  l’on  prend  pour  axes  des  coordonnées  deux  diamètres  con- 
jugués d’une  hyperbole,  nous  avons  vu  que  l’équation  de  la 
courbe  conserve  la  forme 


Prenons  pour  axe  des  x le  diamètre  qui  rencontre  la  courbe; 
on  peut  supposer  H positive,  alors  M sera  positive  et  N néga- 
tive. La  longueur  du  premier  demi-diamètre  est  la  distance 
OD  du  point  0 au  point  de  rencontre  du  diamètre  avec  la 


courbe;  cette  longueur  a pour  expression  a'  = On  ap- 

pelle longueur  du  second  diamètre  la  quantité  V = y/ 

JJ  JJ 

Si  l’on  remplace  M par  ^ et  N par  l’équation  précé- 
dente devient 

, . aj'®  y'* 
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On  peut  arriver  à ce  même  résultat  par  une  transformation  de 

Æ*  î/' 

coordonnées;  si  l’on  remplace  dans  l’équation  — — i = o 

les  variables  x el  y par  les  valeurs 


JC  = .1;/ cos  a -H  y' cos  [3,  y = a/sina  + j/'sin  (3, 


comme  le  terme  constant  ne  change  pas,  et  qu'on  doit  arriver 
à l’équation  (7),  on  en  conclut  que  le  polynôme  ^ devient 


x'*  y'* 

identiquement^  — La  même  transformation  appliquée 


|i/l 

à l’hyperbole  conjuguée  donnera  ^ — p^-{-i  = o.  Le  demi- 

diamètre  imaginaire  6'  de  l’hyperbole  proposée  dirigé  suivant 
OY'  a donc  pour  longueur  la  distance  OE  du  point  0 au  point 
E où  la  droite  OY'  rencontre  l’hyperbole  conjuguée. 
L’équation  des  asymptotes  deviendra  par  la  même  raison 


a'* 


ou  y' 


On  en  conclut  que  les  diagonales  du  parallélogramme  FHGK 
construit  sur  deux  diamètres  conjugués  quelconques  coïncident 
avec  les  asymptotes  de  l’hyperbole. 

On  peut  vérifier  directement,  comme  au  n®  181,  que  les 
b' 

droites  y'=±—^x'  sont  les  asymptotes. 

Les  côtés  FH,  GK  du  parallélogramme  sont  tangents  à la 
première  hyperbobe,  et  les  côtés  FK,  et  GH  à l’hyperbole  con- 
juguée, de  sorte  que  le  parallélogramme  est  circonscrit  au 
système  des  deux  courbes. 

19»— Si  l’on  appelle  a et  p les  angles  que  font  avec  l’axe 
tranverse  OX  les  deux  demi-diamètres  conjugués  OD,  OE,  a' 
et  V leurs  longueurs,  on  a entre  ces  quatre  quantités  variables 
les  trois  relations 


a'®  cos  a- 

a'*sina’ 

a* 

b‘  ’ 

ô'^cos^i 

ô'*sin’fi 

a* 

6*  “ ' 

cos  a cos|3 

sinasinfi 

a* 
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les  deux  premières  se  déduisent  des  équations  des  deux  hyper- 
boles conjuguées  en  coordonnées  polaires,  la  troisième  ex- 
prime que  les  deux  diamètres  sont  conjugués. 

Ces  relations  sont  analogues  à celles  que  nous  avons  trouvées 
pour  l’ellipse  (n“  i6i);  on  pourra  leur  faire  subir  les  mêmes 
transformations.  La  troisième  relation  se  mettra  sous  la  forme 

a'cosa  a'sina  ^ j [a!  cosa\‘  /a'sina\* 

a _ b _ \/[—r-)-[-b-) 
b'  ^hi  'ji  b'  cosft  / /b'  sin  Û\  * /6'costi\*  ’ 

« Vl-F-j-i— j 

en  continuant  de  la  même  manière,  on  trouvera 

a'*  cos’  a — V*cos}^  = a\  a'*  sin’  a — 6'*  sin*  p = — b*; 

Ainsi  la  différence  des  carrés  des  projections  de  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  sur  chacun  des  axes  est  constante. 

En  ajoutant  ces  deux  relations  membre  à membre,  on  ob- 
tient 

a'*  — &'*  = o*— 6*; 

la  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques est  constante  et  égale  à la  différence  des  carrés  des  axes. 
On  trouve  aussi  la  relation 

a' 6'  sin  (p  — a)  = ab; 

d’où  l’on  conclut  que  l’aire  du  parallélogramme  construit  sur 
deux  diamètres  conjugués  est  constante  et  égale  à l’aire  du 
rectangle  des  axes. 

De  la  relation  a'*  — 6'*  = a’  — 6*,  il  résulte  que  si  a est  diffé- 
rent de  b,  on  ne  peut  avoir  a'^b';  l’hyperbole  n’a  pas  de 
diamètres  conjugués  égaux.  Si,  au  contraire,  l’hyperbole  est 
équilatère,  on  a toujours  a'  = b';  tous  les  systèmes  de  dia- 
mètres conjugéssont  égaux;  ce  qui  s’accorde  avec  la  remarque 
du  n“  191,  puisqu’alors  les  deux  diamètres  font  avec  l’asymp- 
tote des  angles  égaux. 

— L’hyperbole  et  ses  deux  asymptotes  ayant  le  même 
diamètre  pour  une  même  série  de  cordes,  le  milieu  I de  la 
corde  MM'  est  aussi  le  milieu  de  la  corde  NN'  (flg.  108).  Donc 
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Us  portions  MN,  M'N'  d’une  sécante  comprise  entre  l'hyper- 
bole et  ses  asymptotes  sont  égales. 

Si  la  sécante  devient  tangente,  on  a DF  = DH;  les  portions 
d’une  tangente  comprises  entre  le  point  de  contact  et  les 
asymptotes  sont  égales. 

— Supposons  l'hyperbole  rapportée  à deux  diamètres 
conjugués  Diy,  EE',  dont  l'un  EE'  est  parallèle  à une  sécante 
donnée  MN;  la  courbe  aura  pour  équation 

b'* 

et  les  asymptotes  2/'*=,^,  a/*. 

Dans  la  ligure  io8,  la  sécante  MM'  coupe  la  même  branche 
en  deux  points,  le  diamètre  parallèle  EE'  ne  rencontre  pas  la 
courbe;  on  a 

et,  par  suite. 


NT— Ml*  = 6‘,  ou  (NI  — Ml)(i\lH-MI)  = //'; 
mais  NI  — MI  = MN  et  NI -t- Ml  = MN'; 

donc  MN  X MN'  = 6'*. 


Lorsque  la  sécante  coupe  les  deux  brandies  de  l'hyperbole,  le 
diamètre  parallèle  rencontre  la  courbe,  et  l’on  arrive  à uii 
résultat  analogue.  Ainsi  le  produit  des  segments  d’une  sécante, 
compris  entre  un  point  de  la  courbe  et  les  asymptotes,  est  égal 
au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à la  sécante. 

Ü9G — Connaissant  les  asymptotes  RR',  SS'  et  un  point  M 
de  l'hyperbole,  on  peut  obtenir  au- 
tant de  points  de  la  courbe  qu'on  le 
veut  (fig.  log).  Menons,  en  effet,  par 
le  point  M une  droite  quelconque 
NMN';  cette  droite  coupe  les  asymp- 
totes en  N et  N';  si  l’on  prend  sur  celte 
droite  une  longueur  N'M'  égale  à NM, 
on  aura  un  second  point  M'  de  l’hy- 
perbole. On  peut  également  déterminer  les  directions  et  les 
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grandeurs  des  axes.  La  courbe  étant  comprise  dans  les  angles 
ROS,  R' OS',  la  bissectrice  OA  de  ces  deux  angles  sera  Taxe 
transverse,  et  la  perpendiculaire  OB  l’axe  imaginaire.  Menons 
QMQ'  perpendiculaire  à OA,  l’axe  imaginaire  b sera  moyen 
proportionnel  entre  MQ  et  M(y.  En  portant  sur  OB  une  lon- 
gueur OB  égale  à b,  et  en  menant  BC  parallèle  à OA,  BC  sera 
l’axe  réel  a. 

On  peut  aussi  construire  la  tangente  en  un  point  M'  de  la 
courbe.  On  mènera  par  ce  point  M'P  parallèle  à une  asymptote, 
on  prendra  0G  = 20P;  la  droite  M'G  sera  la  tangente  de- 
mandée. 

M97 — Lorsqu’on  connaît  les  positions  et  les  grandeurs  de 
deux  diamètres  conjugués,  on  obtient 
aisément  les  axes.  Soient,  en  etfet,  DIV, 
EE'  (fig.  I lo)  les  deux  diamètres,  dont 
le  premier  est  réel;  les  diagonales  du 
parallélogramme  construit  sur  les  deux 
Fig.no.  diamètres  sont  les  asymptotes;  con- 

naissant les  asymptotes  et  un  point  D,  on  est  ramené  à la  con- 
struction précédente. 

flOS — Cordes  supplémentaires. — On  appelle  cordes  supplé- 
mentaires deux  cordes  MC,  MC' 
([ui,  partant  d’un  même  point  de 
la  courbe,  aboutissent  aux  extré- 
mités d’un  même  diamètre  CC' 
(fig.  ni).  On  démontrera  comme 
nous  l’avons  fait  au  n“  i68,  |)our 
l’ellipse,  que  deux  cordes  supplé- 
mentaires sont  parallèles  à un  système  de  diamètres  conjugués; 
et  que,  réciproquement,  si  par  les  extrémités  d’un  diamètre 
on  mène  des  droites  parallèles  à deux  diamètres  conjugués, 
ces  droites  se  coupent  sur  l’hyperbole  et  forment  un  système 
de  cordes  supplémentaires. 

HYPERBOLE  RAPPORTÉE  A SES  ASYMPTOTES. 

199.-Si  l’on  prend  pour  axes  des  coordonnées  les  deux 
asymptotes  de  la  courbe,  l’équation  ne  renfermera  pas  de 
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termes  du  premier  degré,  puisque  l’origine  est  au  centre;  elle 

sera  donc  de  la  forme 

Ao:’+  Ba-ÿ-h  Cy’  = H, 

Les  droites  parallèles  à OY  ne  cou- 
pent la  courbe  qu’en  un  point;  donc 
pour  chaque  valeur  de  x,  y n’a 
qu’une  valeur,  ce  qui  exige  que  le 
Fie.  112-  coefficient  G soit  nul;  par  la  même 

raison  le  coefficient  A doit  aussi  être  nul;  ainsi  l’équation  se 
réduit  à 

U 

(8)  B;ry  = H,  ou  xy  = ^ = k*. 

Les  axes  étant  pris  comme  l’indique  la  figure,  la  constante  ^ 

est  positive,  puisque  pour  tous  les  points  de  la  courbe  les  coor- 
données xety  ont  le  même  signe.  On  détermine  facilement  la 
constante  A*  lorsqu’on  connaît  les  axes  de  la  courbe;  en  etlèt, 
l’équation  (8)  doit  être  vérifiée  par  les  coordonnées  de  l’im 
quelconque  des  points  de  la  courbe,  si  l’on  considère  en  parti- 
culier le  sommet  A,  on  a,  pour  ce  point 


On  donne  quelquefois  à la  constante  k*  le  nom  de  puissance  de 
l’hyperbole. 

Quand  l’hyperbole  est  rapportée  à ses  asymptotes,  la  tangente 
TT'  au  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  x et  y,  a pour 
équation 

(9)  yX  + x\  — 2k\ 

L’abscisse  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  avec  l’axe  OX 
s’obtient  en  faisant  dans  cette  équation  Y = o,  d’où 

X = OT  = — = 2o:  = 20P; 

y 

on  reconnaît  de  nouveau  que  le  point  de  contact  M divise  en 
deux  parties  égales  la  portion  TT'  de  la  tangente  comprise 
entre  les  asymptotes. 


nt  AB'  ' 

x = y = Ol  = — = 
2 
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AIRE  D CN  SEGMENT  HYPERBOLIQIE. 


900— Nous  commencerons  par  établir  le  théorème  qui  serl 
ordinairement  à l’évaluation  des  aires.  Considérons  Taire 
comprise  entre  Taxe  OX,  une  courbe,  une  ordonnée  fixe  ABj 
et  une  ordonnée  mobile  MP  (fig.  ii3),  correspondant  à Tab- 
scisse  x;  cette  aire,  que  nous  désignerone 
par  S,  est  une  fonction  de  la  variable  x. 
dont  nous  nous  proposons  de  détcrminei 
la  dérivée.  Donnons  à x un  accroisse 
ment  Ax  = PF  assez  petit  pour  que  de  SI 
en  M' l’ordonnée  varie  dans  le  même  sens; 


A I' 

Fig.  113. 

par  les  points  SI  et  M'  menons  des  parallèles  MC,  M’D  à Taxe 
OX;  l’accroissement  AS  de  Taire  est  plus  grand  que  le  parallé- 
logramme MPF  C,  et  plus  petit  que  le  parallélogramme  DPFM’: 
le  premier  parallélogramme  a pour  mesure  ÿ.  Ax.sinô,  Ô étanl 
Tangle  des  axes,  le  second  (ÿ-t- Ay)  Ax.sinâ;  on  a donc 
y.Ax.sinO  < AS  < (y-l- Ay)  Ax.sinÔ, 
et,  en  divisant  par  Ax, 


Ay)sin9. 


Supposons  maintenant  que  Ton  fasse  tendre  Ax  vers  zéro.  Le 
AS 

rapport  est  compris  entre  deux  quantités,  Tune  ysin^),. 
cc 

l’autre  ayant  pour  limite  cette  quantité;  donc  le  rapport  a aussi 
pour  limite  y sin6.  Ainsi  la  dérivée  de  Taire  considérée  comme 
une  fonction  de  Tabscisse  est  y sin6.  Réciproquement,  Taire  S 
est  une  fonction  primitive  de  ysinO,  considérée  comme  iint 
fonction  de  x. 

Quand  les  axes  des  coordonnées  sont  rectangulaires,  h 
dérivée  de  Taire  est  égale  à y. 

901 — Considérons  une  hyperbole  rapportée  à ses  asym- 
ptotes, et  proposons-nous  d’évaluer  Taire  comprise  entre  Ta- 
symptotc  OX,  l’hyperbole,  l’ordonnée  fixe  AR  correspondant 
à Tabscisse  a,  et  l’ordonnée  yariable  MP  correspondant  à l’ab- 

A* 

scissc  X (ûg.  ii4).  De  Téqualion  (8)  on  déduit  y-=  — ->  et,  par 
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suite,  S'  = wsinO  = /*®sin0  X -• 

X 

Or  - est  la  dérivée  de  Lar;  donc 

X 

Ar’sinBx-  est  la  dérivée  de 

X 

A’^sinÔLa;;  on  a,  par  consé- 
quent, 

S = A'sinOLo'-i-C. 

On  délerinine  la  constante  G 
par  la  condition  que  l’aire  soit 
nulle  pour  x=a,  ce  qui  donne 

(lo)  S = A’sinO(Lx  — La)  = A-sin6L 

L’abscisse  a restant  constante,  si  l’on  fait  augmenter  x indéti- 
niment,  l’aire  S augmente  aussi  au  delà  de  toute  limite. 
La  même  chose  a lieu  quand  on  fait  tendre  a vers  zéro, 
JT  restant  lixe. 

Dans  le  cas  particulier  où  l’hyperbole  est  équilalcre,  on  a 
sin9  = I ; si  l’on  suppose  en  outre  k-=i,  et  que  l’on  compte 
l’aire  depuis  l’ordonnée  qui  répond  à l’abscisse  i,  c'est-à-dire 
au  sommet  de  la  courbe,  la  formule  précédente  se  réduit  à 

S = L(æ). 

C’est  à cause  de  cette  propriété  que  l’on  désigne  aussi  les  loga- 
rillnnes  népériens  sous  le  nom  de  logarithmes  hyperboliques. 
Si  l’on  suppose  A = i et  a = i,  la  formule  (lo)  devient 
S = sinOL(j;). 

On  pourra  prendre  9 de  manière  que  S soit  le  logarithme  de  x 
dans  un  système  quelconque  dont  la  base  est  plus  grande 
que  e. 

EXERCICES. 

t°  On  donne  deux  points  A et  B,  par  ces  deux  points  on  mène  deux 
droites  mobiles  AM  et  BM  telles  que  l’angle  MAB  soit  double  de  MBA  ; 
irourer  le  lieu  des  points  d’intersection  M. 

î*  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  circonférences  qui  interceptent  des 
longueurs  données  sur  les  côtés  d'un  angle  donné? 

BR.  12 


V// 


Fig.  114. 

C= — A*sin9La.  On  a ainsi 
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3°  On  donne  deux  droites  fixes,  une  droite  mobile  coupe  les  deux  pre- 
mières de  manière  à former  un  triangle  de  grandeur  constante;  on  demande 
le  lieu  des  centres  de  gravité  de  ces  triangles. 

Les  sécantes  menées  de  l’un  quelconque  des  points  d’une  hyperbole 
h deux  points  fixes  pris  sur  la  courbe  interceptent  sur  l’une  ou  l’autre 
asymptote  des  longueurs  constantes. 

5“  Toute  corde  d’une  hyperbole  divise  en  deux  parties  égales  la  portion 
de  Tune  ou  l'autre  asymptote  comprise  entre  les  tangentes  à ses  deux  ex- 
trémités. 

6°  Si,  sur  une  corde  d'une  hyperbole  considérée  comme  diagonale,  on 
construit  un  parallélogramme  dont  les  côtés  soient  parallèles  respective- 
ment aux  asymptotes,  l’autre  diagonale  passera  par  le  centre. 

'!>  On  donne  un  point  fixe  et  une  droite  fixe  ; un  angle  de  grandeur 
constante  tourne  autour  de  son  sommet  placé  an  point  fixe  ; trouver  le  lieu 
du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les  côtés  de  l’angle  et 
la  droite  fixe. 

8°  Un  triangle  ÂBC  est  inscrit  dans  une  hyperbole;  deux  de  ses  côtés 
ont  des  directions  invariables;  trouver  le  lieu  du  milieu  du  troisième  côté. 

9“  Sur  l’une  des  diagonales  d’un  rectangle  prise  pour  corde  on  décrit  un 
cercle  ; trouver  le  lieu  des  extrémités  des  diamètres  parallèles  à la  seconde 
diagonale. 

10»  Étant  donnés  un  angle  et  un  point  fixe,  par  ce  point  on  mène  une 
sécante  quelconque,  et  par  les  points  où  cette  sécante  rencontre  les  deux 
côtés  de  l’angle,  on  mène  des  droites  respectivement  parallèles  à ces  côtés; 
trouver  le  lieu  du  point  d’intersection  de  ces  parallèles. 

11»  Trouver  le  lieu  d’un  point  tel,  qu’en  menant  par  ce  point  des  paral- 
lèles aux  asymptotes  d’une  hyperbole,  l’aire  du  triangle  formé  par  ces  pa- 
rallèles et  l'hyperbole  soit  égale  à une  constante  donnée. 

12»  Trouver  le  lieu  d’un  point  tel  que  l’une  des  bissectrices  des  angles 
formés  par  les  droites  qui  joignent  ce  point  è deux  points  fixes  A et  B ait 
une  direction  donnée. 

13»  Toute  hyperbole  équilalère  circonscrite  à on  triangle  passe  par  le 
point  de  rencontre  des  hauteurs. 

14»  Étant  donnée  une  ellipse,  on  mène  deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques; trouver  le  lieu  du  point  d’intersection  de  l’un  deux  et  d’une 
droite  menée  par  un  point  fixe  perpendiculaircmeut  à l’autre. 
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De  la  parabole. 


SOIS — Le  second  des  types  auxquels  on  réduit  l’équation 
générale  du  second  degré  est  Nÿ’-i-Pa:  = o,  ou 

(i)  y*  = 2px. 

Le  cas  où  p est  négatif  se  ramène  au  cas  où  p est  positif  par  le 
changement  du  sens  des  x positifs;  nous  supposerons  p po- 
sitif. On  voit  immédiatement  que  la  courbe  représentée  par 
I cquation  (i)  est  symétrique  par  rapport  à l’axe  des  x et  qu’elle 
passe  à l’origine.  L’équation  (i),  résolue  par  rapport  à y,  donne 

y \l2px. 


Pour  que  l’ordonnée  soit  réelle,  il  est  nécessaire  que  l’abscisse 


soit  positive;  si  l’on  fait  croître  x 
de  O à +00  , la  valeur  absolue  de 
y croît  aussi  de  o à 00  ; on  a ainsi 
deux  arcs  inOnis  AD  et  Al)',  qui  for- 
ment la  parabole  (fig.  ii5). 

La  droite  AX  est  l’axe  de  la  para- 
bole; le  point  A en  est  le  sommet; 
la  longueur  p,  qui  détermine  la 
courbe,  s’appelle  le  paramètre  de 


Fig,  iiô.  la  parabole. 

303 — Construction  de  la  courbe  par  points. — L’ordonnée 


MP  du  point  M est  moyenne  proportionnelle  entre  la  longueur 
constante  ip  et  l’abscisse  AP.  Portons  sur  AX  et  dans  le  sens 
des  ar  négatifs  une  longueur  AQ  égale  à 2p;  puis  décrivons 
diverses  circonférences  ayant  leurs  centres  sur  QX  et  passant 


au  point  Q;  ces  circonférences  coupent  de  nouveau  l’axe  AX 
aux  points  P,  P',...  et  la  droite  AY  aux  points  N,  N',....  Par 
les  points  P,  P',. ..  menons  des  perpendiculaires  à l’axe  AX; 
par  les  points  N,  N',...  des  perpendiculaires  à AY;  les  points 
de  rencontre  M,  M', . . . appartiennent  à la  parabole. 
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*04— Des  relations 

MP’  = 2pxAP,  FF*  = 2PxAF, 

MP’  AP 

on  déduit  =-  = -Tyrrr* 

MF*  A' F 

Les  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires  à l’axe  de  la  pa- 
rabole sont  proportionnels  aux  segments  de  l’axe  compris  entre 
le  sommet  et  les  ordonnées. 

*05 — Par  le  point  M de  la  courbe  menons  une  parallèle  à 
l’axe,  et  imaginons  qu’un  point  mobile  parcoure  cette  paral- 
lèle. Si  dans  la  fonction 

y'  — 2px 

on  remplace  x et  y par  les  coordonnées  du  point  mobile,  cette 
fonction  se  réduira  à zéro  lorsque  le  mobile  sera  en  M,  elle 
aura  une  valeur  positive  pour  une  position  du  mobile  exté- 
rieure à la  courbe  et  une  valeur  négative  pour  une  position 
intérieure. 

*06— Nous  avons  vu  que  les  branches  infinies  de  l’hyper- 
bole ont  des  asymptotes;  il  n’en  est  pas  de  même  de  la  para- 
bole. Et,  d’abord,  puisque  y augmente  indéfiniment  avec  x, 
il  n’y  a pas  d’asymptote  parallèle  à l’axe  de  la  parabole.  En 
second  lieu,  soit  y^  = ax-i-b  l’équation  d’une  droite  quel- 
conque oblique  à l’axe,  la  différence  des  ordonnées  des  points 
de  la  droite  et  de  la  courbe  qui  correspondent  à une  même 
abscisse  est  égale  à 

ax-hb  — \J2px 
et  peut  se  mettre  sous  la  forme 


Quand  x augmente  indéfiniment,  le  premier  facteur  augmen- 
tant indéfiniment,  et  le  second  tendant  vers  la  valeur  a diffé- 
rente de  zéro,  le  produit  augmente  indéfiniment.  Donc  il  n’y  a 
pas  non  plus  d’asymptote  oblique  à l’axe. 

TANGENTE. 

*07 — La  tangente  au  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  x 


Digilized  by  Google 


DE  LA  PARABOLE.  181 

et  y,  a pour  équation 

(2)  y\  — p{\  + x). 


Soit  T le  point  où  la  tangente  rencontre  l’axe  de  la  parabole 

(fig.  116);  si  dans  l’équation  (2)  on 
fait  Y=o,  on  trouve  X=—ar;  donc 
AT  = AP.  Ceci  donne  un  moyen  fa- 
cile de  construire  la  tangente  à la 
^ parabole  en  un  point  donné  M;  on 
abaissera  la  perpendiculaire  MP  sur 
Taxe,  on  prendra  AT  = AP  et  l’on 
joindra  les  points  M et  T. 

SOS — Mener  une  tangente  par  un  point  extérieur  M,. — 
Soient  x,  et  y,  les  coordonnées  du  point  M,  ; les  points  de  con- 
tact seront  déterminés  par  l’équation  de  la  corde  des  contacts 


(3)  y.y=p(a;-i-a;,). 


jointe  à celle  de  la  courbe  (i).  On  en  déduit 


y = y,±\jy\  — 2px^, 


ces  valeurs  sont  réelles  toutes  les  fois  que  le  point  M,  est  exté- 
rieur à la  courbe. 

Pour  construire  la  droite  MM',  on  cherche  les  points  où  elle 
coupe  les  axes  des  coordonnées;  si,  dans  l’équation  (3),  on  fait 
y = o,  on  trouve  x = — x,,  c’est-à-dire  que  Al  est  égal  à 


AP,;  si  l’on  fait  a?  = o,  on  trouve  ?/=— ; 

2/1 


on  obtiendra  le 


point  K par  une  quatrième  proportionnelle. 

909— Tangente  parallèle  à une  droite  donnée. — Si  l’on 
désigne  par  m le  coefficient  angulaire  de  la  droite  donnée. 


l’équation  ^ = tn,  jointe  à celle  de  la  courbe,  détermine  les 
coordonnées  du  point  de  contact  y = ^,  x = -^-  On  en  dé- 


2 m* 


duit  l’équation  de  la  tangente 


(4)  Y = mX  -h  —• 
2 m 
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210 — Normale. — La  normale  MN  en  un  point  M de  la  pa- 
rabole, dont  les  coordonnées  sont  xely,  a.  pour  équation 

(5)  Y-y=-^(X-x). 

En  y faisant  Y = o,  on  obtient  l’abscisse  du  point  N où  elle 
rencontre  l’axe;  on  trouve 

PN  = X — x = p. 

Ainsi,  dans  la  parabole,  la  sous-normale  PN  est  conslanle  el 
égale  au  paramètre  p. 


DIAMETRES. 


211 — En  appliquant  l’équation  générale  des  diamètres 
des  courbes  du  second  degré  à la  parabole  dont  l’équation  est 
y*  — 2px  = O,  on  obtient  l’équation 


(6)  my  — p = o, 


ou 


m 


On  retrouve  cette  propriété  déjà  démontrée  au  n°  i32,  savoir 
que  tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  parallèles  à l’axe. 
Comme  on  peut  prendre  le  coefficient  angulaire  m des 

cordes  de  manière  que  ait  telle  valeur  que  l’on  voudra, 

il  en  résulte  que,  réciproquement,  toute 
parallèle  à l'axe  est  un  diamètre. 

Soit  A'  le  point  de  rencontre  du  dia- 
mètre et  de  la  courbe  (fig.  117);  l’ordon- 

née  du  point  A'  étant  égalé  a ^ et  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  tangente  en  ce  point 


ayant  pour  valeur  c’est-à-dire  m,  on  en 


Fig.  117. 


conclut  que  la  tangente  à l’extrémité  d’un 
diamètre  est  parallèle  aux  cordes  qiie  ce  diamètre  divise  en  deux 
parties  égales. 

2W2— Parabole  rapportée  à un  de  ses  diamètres  et  à la 
tangente  à son  extrémité. — Nous  avons  vu  (n°  iSg)  que,  lors- 
qu’on prend  pour  axes  des  coordonnées  un  diamètre  A'X'et 
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la  tangente  A' Y'  à son  extrémité,  l’équation  ae  parabole 
prend  la  forme 

* (7)  y*=2par. 

Si  l’on  appelle  o et  6 les  coordonnées  du  point  A!  par  rapport 
aux  axes  primitifs,  et  que  l’on  mène  AP'  parallèle  à A' T,  on 
sait  que  l’on  a A'P'  = AT  = AP  ; les  coordonnées  du  sommet  A 
par  rapport  aux  nouveaux  axes  sont  donc  a et  — V4a’-t-6*; 
comme  elles  doivent  vérifier  l’équation  (7),  on  en  déduit 


4a’-(-  b' 4a‘-l-  2pa 

^ P y»  yi 


2p  -i-4a. 


On  a aussi 


P'  = 


AT* 


AT’ 





2 AT 


TP 


Si  l’on  désigne  par  0 l’angle  Y' A'X'  des  nouveaux  axes,  dans 
les  triangles  rectangles  NA' T,  NA' P,  on  a 


d’où 


TN  = 


A' N 
sin0’ 


A'N  = 


PN  . 
siu9’ 


p'  = TN  = 


PN  _ P 
sin*6  sin*0 


313 — La  parabole,  rapportée  à un  diamètre  A'X  et  à la 
tangente  A' Y (fig.  118),  ayant  pour  équa- 
tion y’=2p'a:,  il  est  évident  que  l’é- 
quation ÿY=p'(X  + x)  représentera, 
soit  la  tangente  au  point  M,  si  a:  et  y dé- 
signent les  coordonnées  de  ce  point,  soit 
la  corde  des  contacts  des  tangentes  issues 
d’un  point  extérieur,  si  æ et  y désignent 
les  coordonnées  de  ce  point  extérieur. 

Les  tangentes  aux  deux  extrémités  M et 
M' d’une  corde  coupent  le  diamètre  en  un 
même  point  T,  tel  que  A'T  = A'I.  Il  en  résulte  que  la  droite 
des  contacts  MM',  relative  à un  point  extérieur  T,  est  divisée 
en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  TX  qui  passe  en  ce  point, 
et  que,  de  plus,  on  a A'I  = A' T. 

Ceci  donne  le  moyen  de  construire  une  parabole  par  points, 
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lorsqu’on  connaît  deux  tangentes  TM,  TM^  et  les  points  de 
contact  M et  M'.  On  mène  la  corde  MM',  on  joint  le  milieu  I au 
point  T,  le  milieu  A'  de  la  droite  TI  est  un  point  de  la  courbe, 
et  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle  à MM'.  A l’aide  de  la 
tangente  A' T',  qui  touche  la  courbe  en  A',  et  de  chacune 
des  tangentes  données,  on  déterminera  deux  nouvelles  tan- 
gentes avec  leurs  points  de  contact;  et  ainsi  de  suite.  Cette 
méthode  est  fréquemment  employée  pour  raccorder  deux 
droites  par  un  arc  de  parabole,  lorsqu’on  ne  peut  se  servir 
d’un  arc  de  cercle,  c’est-à-dire  lorsque  les  distances  TM  et  TM' 
ne  sont  pas  égales. 

AIRE  d’cN  segment  PAR.\B0LTQUE. 

314 — Proposons-nous  d’évaluer  l’aire  S du  triangle  mix- 
tiligne  A'IM  ilig.  ii8).  Si  l’on  considère  celle  aire  comme  une 
fonction  de  l’abscisse  du  point  M,  la  dérivée  S'  est  donnée  par 
la  formule 

S'  = ÿsinO  = V3pa:.sinO  = V2p.sinfJ.a;  . 

On  en  déduit 

3 

S = ^ \'2p.sin6. jr  -i-C. 

La  constante  C est  nulle  puisque  l’aire  se  réduit  à zéro  pour 
,T  = 0.  On  a ainsi 

O ■ O 

S = i^xyj-ipxsind—  ^ xÿsinO. 

L’aire  S est  égale  aux  deux  tiers  du  parallélogramme  A'IMN; 
et,  par  suite,  l’aire  du  triangle  mixtiligne  A'NM  est  le  tiers  du 
même  parallélogramme. 

EXERCICES. 

i”  Lieu  du  sommet  d’un  ongle  circonscril  à la  parabole,  et  tel  que  le 
triangle  formé  par  les  côtés  de  l'angle  et  l’arc  de  parabole  ait  une  aire 
constante. 

2“  Lieu  des  points  desquels  on  peut  mener  à une  parabole  deux  normales 
rectangulaires. 

3“  Une  sécante  tourne  autour  d’un  point  fixe  pris  sur  l’axe  d’une  para- 
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bole;  par  les  points  où  elle  coupe  la  parabole  on  mène  des  normales; 
trouver  le  lieu  du  point  de  concours  de  ces  normales. 

Une  parabole  se  meut  parallèlement  à elle-même,  de  manière  que 
son  sommet  décrive  la  parabole  dans  sa  position  initiale;  du  sommet  de  la 
parabole  fixe  on  mène  des  tangentes  à la  parabole  mobile;  trouver  le  lieti 
des  points  de  contact. 

5°  Lieu  du  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des  normales  menées  de  ce 
point  ù une  parabole  donnée  soit  constante. 

6°  Étant  donnée  une  courbe  du  second  degré  inscrite  dans  un  angle,  on 
mène  une  tangente  quelconque  à celte  courbe;  trouver  le  lieu  du  point  de 
concours  des  médianes  ou  des  hauteurs  du  triangle  Formé  par  la  tangente 
mobile  et  les  côtés  du  triangle;  trouver  aussi  le  lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit  au  même  triangle. 

7*  Étant  donnée  une  ellipse,  par  un  point  fixe  on  mène  deux  droites  rec- 
tangulaires quelconques,  et  aux  points  où  ces  droites  rencontrent  l’ellipse 
on  mène  des  tangentes  à cette  ellipse  ; trouver  le  lieu  des  points  de  ren- 
contre de  ces  tangentes. 

8o  Même  problème,  quand  on  remplace  les  droites  rectangulaires  par  des 
droites  parallèles  à deux  diamètres  conjugués  d’une  autre  ellipse  donnée. 

9"  Un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  sommet  placé 
snrnne  courbe  du  second  degré  donnée;  aux  points  où  les  côtés  de  l’angle 
rencontrent  la  courbe  on  mène  des  tangentes  ù cette  courbe.  Trouver  le 
lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

10*  Trouver  le  lieu  du  centre  d’un  triangle  équilatéral  formé  par  trois 
tangentes  ou  par  trois  normales  ù une  parabole. 

H*  L’aire  d’un  triangle  qui  a pour  sommets  les  points  de  contact  de  trois 
tangentes  à une  parabole  est  le  double  de  l'aire  du  triangle  formé  par  ces 


tangentes  et  a pour  expression  ± — iy'  — y"){y'' — y'")  [y'" — y')  > 

*P 

désignant  par  y',  y'\  y'"  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du 
triangle  sur  l’axe. 


On  mène  une  tangente  quelconque  ù une  hyperbole,  on  joint  les 
points  où  elle  coupe  les  asymptotes  respectives  à deux  points  fixes;  trouver 
le  lieu  du  point  de  concours  des  deux  droites. 

13*  Mener  à une  parabole  une  normale  telle  que  l’aire  comprise  entre 
cette  normale  et  la  courbe  ait  une  valeur  minimum. 
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21& — Proposons-nous  d’abord  la  question  suivante  : Étant 
donnes  un  point  F et  une  droite  DE  (fig.  119),  trouver  le  lieu 
du  point  dont  les  distances  au  point  et  à 
la  droite  donnés  sont  entre  elles  dans  un 

X.  P 

rapport  constant. 

^ Traçons  dans  le  plan  des  axes  rec- 

tangulaires  quelconques;  appelons  a et 
/ \ P les  coordonnées  du  point  F,  et  soit 

I mx  + ny  H- A = 0 l’équation  de  la  droite 
1 DE;  les  distances  d’un  point  quelconque 
Fig.  119.  M du  lieu  au  point  F et  |à  la  droite  DE 
sont  données  par  les  formules 

vm’-l-n* 


MF  = \J{x  — a)*  H-  (y  — fi)*,  MP  — 


si  l’on  désigne  par  k le  rapport  constant  jjpi  le  lieu  aura 
pour  équation 


(x-a)*-+-(y-p)*=: 


Ce  lieu  est  une  courbe  du  second  degré.  La  quantité  B’  — 4 AC, 
qui  sert  à distinguer  l’espèce  de  la  courbe,  étant  égale  à 
4 (A’ — 1),  la  courbe  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hy- 
perbole, suivant  que  le  rapport  k est  inférieur,  égal,  ou  supé- 
rieur à l’unité. 

*16 — Réciproquement,  étant  donnée  une  courbe  du  se- 
cond degré,  nous  nous  proposerons  de  chercher  s’il  existe 
dans  le  plan  de  la  courbe  un  point  flxe  F et  une  droite  fixe  DE 
tels  que  le  rapport  des  distances  de  chacun  des  points  de  la 
courbe  au  point  F et  à la  droite  DE  soit  constant.  Si  l’on  trouve 
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a point  et  une  droite  jouissant  de  cette  propriété,  le  point 
appellera  foyer  de  la  courbe,  et  la  droite  directrice. 

On  peut  énoncer  la  question  d’une  autre  manière  : les  axes 
coordonnées  étant  quelconques  et  faisant  entre  eux  un 
Dg-le  6,  supposons  qu’on  ait  trouvé  un  point  F ayant  pour 
IM>rdonnées  a et  p et  une  droite  DE  ayant  pour  équation 

MF 

ha:  -hny  ~^h  = o,  tels  que  le  rapport  ^ soit  égal  à une 

{uantité  constante  k;  la  distance  MP  d’un  point  M de  la  courbe 

V>nt  les  coordonnées  sont  x et  y à la  directrice  DE  ayant  pour 

^ . ±(mx-hny-hh)s\n^ 

txpression  ' on  aura 

„ — 2fnncos0 

(_  k {mx -h  ny h)  sin^ 

V»n’  + n’  — umn  cos6 

• 

Ainsi  la  distance  d’un  point  quelconque  M de  la  courbe  au 
foyer  F s’exprime  paT  une  fonction  entière  et  du  premier  degré 
des  coordonnées  a;  et  y du  point  M. 

Inversement,  si  un  point  fixe  F jouit  de  cette  propriété  que  • 
sa  distance  à un  point  quelconque  M de  la  courbe  s’exprime 
par  une  fonction  entière  et  du  premier  degré  des  coordonnées 
J et  y du  point  M,  ce  point  F est  un  foyer,  c’est-à-dire  qu’il 
existe  une  droite  DE,  telle  que  le  rapport  des  distances  de 
chacun  des  points  de  la  courbe  au  point  F et  à la  droite  DE 
soit  constant.  En  effet,  supposons  que  l’on  ait 

FM  =±  (mx  -t-  ny  4-  h), 


en  désignant  par  mx-+-ny-t-A  une  fonction  entière  et  du 
premier  degré  des  coordonnées  x et  y du  point  M.  Considérons 
la  droite  DE  qui  a pour  équation 


mx -4- ny -f- A = O ; 

la  distance  du  point  M à cette  droite  est  donnée  par  la  formule 


on  a donc 


±(mx4-ny-|-A)sin9^ 
Vm*4-n*  — amneosO 

MF — amneosO 

MP  ~ siu6 


Ainsi  le  rapport  des  distances  de  chacun  des  points  de  la 
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courbe  au  point  fixe  F et  à la  droite  fixe  DE  est  constant;  le 
point  F est  donc  un  foyer  de  la  courbe,  et  la  droite  DE  la  di- 
rectrice correspondante.  En  désignant  par  k la  valeur  du  rap- 
port constant,  on  a AsinO  = — amn  cosô. 

Voilà  pourquoi  on  définit  souvent  le  foyer  d’une  courbe  du 
second  degré  un  point  fixe  F,  tel  que  sa  distance  à un  point 
quelconque  M de  la  courbe  s’exprime  par  une  fonction  entière 
et  du  premier  degré  des  coordonnées  du  point  M.  On  obtient 
l’équation  de  la  directrice  en  égalant  celte  fonction  à zéro. 

Il  est  évident  à priori  que  cette  propriété  algébrique  du 
foyer  est  indépendante  de  la  position  des  axes  des  coordonnées 
dans  le  plan;  car  une  fonction  entière  et  du  premier  degré 
conserve  ce  même  caractère  quand  on  change  les  axes  des  co- 
ordonnées. 

Si  l’on  prend  l’axe  des  y parallèle  à la  directrice,  l’axe  des  or 
étant  quelconque,  l’équation  de  la  directrice  devant  se  réduire 
à la  forme  mx  -+-h  = o,le  coefficient  n sera  nul  et  la  distance 
du  foyer  à un  point  quelconque  M de  la  courbe  s’exprimera 
par  une  fonction  entière  et  du  premier  degré  ±{mx-i-h)  de 
l’abscisse  x du  point  M. 

On  voit  par  là  que  la  recherche  du  foyer  et  de  la  directrice 
dans  les  courbes  du  second  degré  revient  à la  délerminalioii 
d’un  point  F,  tel  que  sa  distance  à un  point  quelconque  M de 
la  courbe  s’exprime  par  une  fonction  entière  et  du  premier 
degré  des  coordonnées  x et  y du  point  M.  Supposons  les  axes 
rectangulaires,  et  soit 

(i)  Ax*-t-Ra;y-i-C2/*-f-Da;-f-E2/-t-F  = o 

l’équation  d’une  courbe  du  second  degré  donnée.  Appelons  a 
et  P les  coordonnées  du  foyer  cherché,  les  coordonnées  de 
chacun  des  points  de  la  courbe  devront  vérifier  l’équation 

V(a:  — a)*  -|-  (y  — f4)*=±  {mx  -t-  ny  + h), 
ou  (2)  [x  — a)*-f-(ÿ  — (ma;-t-ny  H- A)’=o. 

Les  équations  (i)  et  (2),  représentant  toutes  les  deux  la  même 
courbe,  sont  identiques,  c’est-à-dire  que  les  coefficients  des 
termes  correspondants  doivent  être  proportionnels;  on  aura 
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donc  pour  déterminer  les  cinq  inconnues  a,  m,  n,  h,  les 
cinq  équations 

— m*  — 9.mn i — n’ — 9(a.-\-mh) -9{^-hnh) — A* 

~Â~~  W~~~ir~  D “ Ë “ F 

Afin  de  faciliter  le  calcul,  nous  considérons  séparément  les 
trois  courbes  du  second  degré  rapportées  aux  systèmes  d’axes 
rectangulaires  qui  ont  servi  à simplifier  leurs  équations. 

FOYERS  ET  DIRECTRICES  DE  l’eLLIPSE. 


*17— Soit 


(4) 


— 


l’équation  d’une  ellipse  donnée  rapportée  à ses  axes.  Celte 
équation  ne  contenant  pas  de  terme  en  xy,  il  faut  que  le  coef- 
ficient — 9tnn  de  ce  terme  dans  l’équation  (a)  soit  nul,  ce  qui 
exige  que  l’on  ait,  soit  n = o,  soit  m = o.  Supposons  d’abord 
n = o;  les  coefficients  des  termes  du  premier  degré  devant 
être  aussi  nuis,  on  aura,  a -t-  mh  = o,  ^ = o,  et  les  équations 
(3)  se  réduiront  à 


= = a*. 


On  en  déduit  «i^  = — ; comme  on  peut  toujours  supposer 

d 

m positif,  sans  quoi  on  changerait  les  signes  des  coefficients 
m,  n,  h dans  l’équation  (a),  on  prendra  m = - Si, 

CL 

dans  l’équation  o*  (i  — m')  = A’  — a’,  on  remplace  A par  sa  va- 
leur tirée  de  l’équation  oL  + mh  — o,  on  trouve  a*=a*—  A*, 
d’où  a=±\/®*  — A=qza. 

On  obtient  ainsi  deux  foyers  F et  F'  (fig.  lao)  situés  sur  le 

grand  axe  et  à égale  dis- 
tance de  part  et  d’autre 
du  centre.  Pour  les  con- 
struire, du  sommet  B*du 
petit  axe  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à a, 
on  décrira  un  cercle;  les 
points  F et  F'  où  ce  cercle 
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coupe  le  grand  axe,  sont  les  foyers.  Si,  pour  abréger,  on  pose 
a* — 6*  = c*,  ona  a=zhc,  a;  les  signes  supé- 

rieurs se  rapportent  au  foyer  F,  les  signes  inférieurs  au  foyer 
F'.  On  sait  que  Ton  a l’équation  de  la  directrice  en  égalant  à 
zéro  le  polynôme  mx-\-ny-\rh;  celte  équation  se  réduit  à 

C 0^ 

-xzpa  = o,  ou  Æ=±— • On  obtient  ainsi  deux  directrices; 

au  foyer  F correspond  la  directrice  DE  qui  a pour  équation 
a’ 

x = au  foyer  F'  la  directrice  D'E'  qui  a pour  équation 

C 


a 

x= Ces  directrices  sont  perpendiculaires  au  grand  axe 

C 

et  à égale  distance  du  centre;  la  délertnination  du  point  D 
revient  à une  troisième  proportionnelle;  on  la  construit  de  la 
manière  suivante  : sur  le  grand  axe  comme  diamètre  décri- 
vons un  cercle,  par  le  foyer  F élevons  une  perpendiculaire  à 
cet  axe,  et  au  point  N où  la  perpendiculaire  coupe  le  cercle, 
menons  une  tangente  au  cercle;  le  point  où  celte  tangente 
rencontre  le  grand  axe  est  le  point  D. 

Nous  avons  vu  aussi  que  le  rapport  constant  des  distances 
de  chacun  des  points  de  la  courbe  au  foyer  et  à la  directrice 
correspondante  est  égal  à \/m*  n*  en  coordonnées  reclangu- 

C c 

laires;  on  adonc  k — m =-•  Le  rapport  - est  ce  qu’on  appelle 
excentricité  de  l’ellipse. 

*18— Supposons  maintenant  m = o;  les  coefficients  des 
termes  du  premier  degré  devant  être  nuis,  on  aura  a = o, 
^-\-nh  = O,  et  les  équations  (3)  se  réduisent  à 


On  en  déduit 


n = 


V6*— a* 
1 » 


^=±\jb* — a%  /t==pô. 


Pour  obtenir  ces  nouvelles  solutions,  il  suffit  de  permuter  dans 
les  premières  les  lettres  a et  6,  m et  n,  a et  p.  Comme  nous 
avons  supposé  a plus  grand  que  b,  ces  deux  solutions  sont 
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imaginaires.  Ainsi  on  peut  attribuer  aux  constantes  quatre 
systèmes  de  valeurs  qui  rendent  identiques  les  équations  (2}  et 
(4);  mais  il  n’y  a que  deux  de  ces  systèmes  qui  donnent  des 
foyers  et  des  directrices  réels. 

TUÈORÈHE  I. 


ÜIO  — La  somme  des  distances  de  chacun  des  points  de 

Vellipse  aux  deux  foyers  est  constante. 

La  distance  d’un  foyer  à un  point  quelconque  M de  la  courbe 

(ccc  \ 

— aj- 

Le  signe  — dans  la  parenthèse  se  rapporte  au  foyer  F,  le  signe 
-t-  au  foyer  F';  on  choisira  le  signe  placé  en  avant  de  la 
parenthèse  de  manière  à avoir  une  quantité  positive. 

Dans  l’ellipse,  le  rapport  - étant  moindre  que  l’unité  et 

a 

coc 

l’abscisse  x moindre  que  a en  valeur  absolue,  le  terme  — 

a 

est  plus  petit  que  a en  valeur  absolue,  et,  par  conséquent,  la 
parenthèse  a le  signe  du  second  terme.  On  prendra  devant  la 
parenthèse  le  signe  — pour  le  foyer  F et  le  signe  ■+■  pour  le 
foyer  F';  on  a ainsi 

„„  ex  , ex 

a a 

d’où  l’on  déduit 

MF -h  MF' = 20. 


920 — Corollaire  I.  La  somme  des  distances  d’un  point 
intérieur  à l’ellipse  aux  deux  foyers  est  plus  petite  que  le  grand 
axe;  la  somme  des  distances  d’un  point  extérieur  est  plus 
grande  que  le  grand  axe. 

Considérons  d’abord  un  point  N (fig.  121)  situé  à l’intérieur 


r 


Fig.  121. 


de  l’ellipse.  Joignons  ce  point  aux  deux 
foyers  et  prolongeons  la  droite  F' N 
jusqu’à  sa  rencontre  avec  l’ellipse  en 
M.  Le  point  M appartenant  à l’ellipse, 
la  somme  des  deux  rayons  vecteurs 
MF  H-  MF'  est  égale  au  grand  axe  AA'; 


mais  la  ligne  droite  NF  est  plus  petite  que  la  ligne  brisée 
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NM  + MF;  en  ajoutant  de  part  et  d’autre  la  même  loagne'or 
F'N,  on  voit  que  le  chemin  F'Nh-NF  est  plus  petit  que  F'M+MF' 
c’est-à-dire  plus  petit  que  AA'. 

Considérons  maintenant  un  point  P situé  hors  de  l’ellipse 
la  droite  PF'  rencontre  l’ellipse  en  un  point  M.  La  ligne  brisé< 
MP -h  PF  est  plus  grande  que  la  ligne  droite  MF;  en  ajoutan 
départ  et  d’autre  la  même  longueur  F'M,  on  voit  que  le  chemii 
F'  P -t-  PF  est  plus  grand  que  F'M  -f-  MF,  c’est-à-dire  plus  grand 
que  AA'. 

11  est  clair  que  les  réciproques  sont  vraies.  Si  la  somme  des 
distances  d’un  point  du  plan  aux  deux  foyers  est  plus  petite 
que  le  grand  axe,  ce  point  est  intérieur  à l’ellipse.  Si  la  somme 
est  plus  grande  que  le  grand  axe,  le  point  est  extérieur. 

Il  résulte  de  là  que  l’on  peut  considérer  l’ellipse  comme  le 
lieu  des  points  dont  la  somme  des  distances  aux  deux  foyers 
est  égale  à 2a.  C’est  ainsi  qu’on  définit  l’ellipse  en  Géométrie 
élémentaire,  et  c’est  sur  celte  propriété  que  repose  la  construc- 
tion de  l’ellipse  par  points,  ou  d’un  mouvement  continu,  dont 
nous  avons  parlé  au  commencement  (11"*  12  et  i3). 

231 — C0ROLL.41RE  II.  L’ellipse  est  le  lieu  des  points  égale- 
ment distants  d'un  foyer  F et  du  cercle  décrit  de  l’autre  foyer  F' 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  au  grand  axe.  Si  l’on  joint 

les  foyers  à un  point 
quelconque  M de  l’ellip- 
se, et  si  l’on  prolonge  le 
rayon  vecteur  F'M  d’une 
longueur  MH  égale  à MF, 
on  ohlient  une  longueur 
F' H constante  et  égale 
au  grand  axe;  le  lieu  du 
point  H est  donc  la  cir- 
conférence décrite  du 
foyer  F'  comme  centre 
avec  le  grand  axe  pour 
rayon.  La  portion  MH  du 
ï"'®-  i2i>.  rayon  étant  le  plus  court 

chemin  du  point  M à cette  circonférence,  on  voit  que  le  point 
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M de  Tellipse  est  également  distant  du  foyer  F et  de  la  circon- 
férence. On  a donné  à ce  cercle  le  nom  de  cercle  directeur. 


THEOREUE  II. 


Fig.  123. 


222 — La  tangente  à l'ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les 
rayons  vecteurs,  qui  vont  du  point  de  contact  aux  deux  foyers. 

Prenons  deux  points  voisins  M et  M'  (fig.  i23)  sur  Tellipse; 
du  foyer  F comme  centre,  avec  FM'  pour  rayon,  décrivons  un 
arc  de  cercle  qui  coupera  en  C le  rayon  vecteur  FM,  la  lon- 
j gueur  MC  représente  la  différence  des 
deux  rayons  vecteurs  FM  et  FM',  ou  la 
diminution  qu’éprouve  le  rayon  vec- 
teur FM  quand  on  passe  du  point  M au 
point  voisin  M'.  De  même,  si  du  foyer 
F'  comme  centre,  avecF'M'  pour  rayon, 
on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupera 
en  D le  rayon  vecteur  F' M prolongé,  la 
longueur  MD  représentera  la  différence  des  deux  rayons  vec- 
teurs F'M  et  F'M',  ou  l’accroissement  qu’éprouve  le  rayon  vec- 
teur F'M  quand  on  passe  du  point  M au  point  M'.  Ainsi,  quand 
on  passe  du  point  M au  point  M',  le  rayon  vecteur  FM  éprouve 
une  diminution  MC,  tandis  que  l’autre  rayon  vecteur  F'M 
éprouve  un  accroissement  MD.  Puisque  lu  somme  des  deux 
rayons  vecteurs  FM -f- F'M  reste  constante,  l’augmentation  de 
l’un  est  égale  à la  diminution  de  l’autre,  et,  par  conséquent, 
tes  deux  longueurs  MC  et  MD  sont  égales. 

Par  les  deux  points  M et  M'  menons  la  sécante  MS;  dans  les 
deux  cercles  considérés  précédemment,  traçons  les  cordes  M'C 
etM'D.  Sur  la  sécante  MS  portons  une  longueur  MG,  arbitraire, 
mais  invariable,  et  par  le  point  G menons  GH  parallèle  à M'C, 
GK  parallèle  à M'D;  à cause  des  parallèles,  on  a les  rapports 


MC 

MH 


MM' 
MG  ' 


MD 

MK’ 


puisque  les  deux  longueurs  MC  et  MD  sont  égales,  il  en  résulte 
que  les  deux  longueurs  MH  et  MK  sont  aussi  égales. 

BR.  t3 
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Supposons  maintenant  que  le  point  SP  se  rapproche  indéfl- 
inent  du  point  M;  la  sécante  MS  tend  vers  une  position  limite 
MT  (fig.  124),  qui  est  la  tangente  à Tellipse.  En  même  temps,, 
les  points  C et  D se  rapprochent  du  point  M,  les  cordes  M'C  et 
M'D,  prolongées,  tendent  vers  les  tangentes  aux  cercles  décrits 
des  points  F et  F'  comme  centres  avec  FM  et  F'M  pour  rayons 
et,  par  conséquent,  deviennent  perpendiculaires  aux  rayons  FM 
et  F'M;  leurs  parallèles  GH  et  GK  prennent  aussi  des  directions 
perpendiculaires  à ces  mêmes  rayons,  et,  par  conséquent,  les 
angles  H et  K deviennent  droits. 

Les  limites  des  deux  triangles  MGH,  MGK  (fig.  i23)  sont  deux 
triangles  rectangles  MGII,  MGK  (fig.  124);  ces  deux  triangles, 

ayant  l’hypoténuse  MG  commune  et 
les  côtés  MH  et  MK  égaux  entre  eux 
comme  limites  de  longueurs  égales, 
sont  égaux  ; d’où  l’on  conclut  l’éga- 
lité des  deux  angles  GMH,  GMK.  Il  en 
résulte  que  la  tangente  MT  à l’ellipse 
divise  en  deux  parties  égales  l’angle 
FMK  formé  par  l’un  des  rayons  vec- 
teurs MF  et  le  prolongement  de  l’autre  F'M. 

L’angle  F'MT'  étant  égal  à son  opposé  par  le  sommet  GMK, 
on  voit  que  la  tangente  TT'  fait,  avec  les  deux  rayons  vecteurs 
(]ui  vont  au  point  de  contact,  des  angles  égaux  FMT,  F'MT'. 


K.  ' 


223 — CoROLLAiKE  I.  Menons  au  point  M (fig.  i25)  une  per- 
pendiculaire MN  à la  tangente  TT',  nous 
aurons  la  normale  à l’ellipse.  Les  deux 
angles  FMN,  F'MN  sont  égaux  comme 
complémentaires  des  angles  égaux  FMT, 
F'MT';  ainsi  la  normale  à l'ellipse  au 
point  M est  bissectrice  de  l'angle  FMF'  des 
Fig.  1S5.  rayons  vecteurs  qui  vont  de  ce  point  aux 
deux  foyers. 


224 — Corollaire  IL  Supposons  qu’une  lumière  soit  placée 
au  foyer  F (fig.  126)  d’une  ellipse;  les  rayons  lumineux,  par- 
tant du  point  F,  se  réfléchissent  sur  l’ellipse  en  faisant  un 
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anjjle  de  réflexion  égal  à l’angle  d’incidence.  Soit  FM  l’un  de 

ces  rayons  ; menons  la  tangente  TT'  à 
l’ellipse  en  ce  point;  le  rayon  réfléchi, 
devant  faire  avec  MT'  un  angle  égal  à 
FMT,  sera  dirigé  suivant  MF'.  Ainsi  les 
rayons  réfléchis  viennent  tous  concou- 
Fig.  126.  rir  au  second  foyer  F'  où  ils  forment 

une  image  très-brillante  de  la  flamme  placée  au  premier  foyer 
F.  C’est  de  là  que  vient  la  dénomination  de  foyer. 

22^ — CoROLL.MRE  III.  Réciproquement, l’ellipse Gst la seule 
courbe  qui  jouisse  de  la  propriété  que  sa  tangente  fasse  exté- 
rieurement des  angles  égaux  avec  les  rayons  vecteurs  qui  vont 
«lu  point  de  contact  à deux  points  fixes  F et  F'.  Cherchons,  en 
effet,  l’équation  de  la  courbe  en  coordonnées  bi-polaires,  et 
désignons  par  ii  et  v les  deux  rayons  vecteurs  MF,  MF'  (fig.  i23). 
Uuand  on  passe  d’un  point  M de  la  courbe  au  point  voisin  M', 
les  deux  rayons  vecteurs  m et  v éprouvent  des  variations 


et  l’on  a 


\ U — — MC,  A V — — j—  MD, 
Am  ~ MC  “ MH’ 


Quand  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la 
droite  MM'  devient  tangente  et  les  deux  angles  H et  K,  comme 
nous  l’avons  dit,  deviennent  droits.  Nous  supposons  d’ailleurs 
les  deux  angles  GMII,  GMK  (fig.  124)  égaux  entre  eux;  les 
deux  triangles  rectangles  GMH,  GMK  sont  donc  égaux,  et  l’on  a 
A i? 

MII  = MK;  le  rapport  — tend  vers  une  limite  égale  à — i. 

Si  l’on  considère  v comme  une  fonction  de  m,  on  voit  que  la 
dérivée  de  cette  fonction  est  égale  à — i;  en  remontant  à la 
fonction  primitive,  on  a e = — tt-i-C;  et,  par  suite,  u-t-r=C. 
bonc  la  courbe  est  une  ellipse. 

220— Corollaire  IV.  £e  lieu  des  projections  des  foyers  sur 
les  tangentes  à l’ellipse  est  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe 
comme  diamètre.  Prolongeons  le  rayon  vecteur  F'M  d’une 
longueur  MH  égale  à MF;  la  tangente  divisant  en  deux  par- 
ties égales  l’angle  F.MH,  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  I 
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de  la  droite  FH  (fig.  127);  joignons  ce  point  au  centre  O 
l’ellipse.  La  droite  01,  qui  divise  en  deux  parties  égales  i 
.,11  côtés  F'F,  FH  du  triangle  F'FH,  < 
parallèle  au  troisième  côté  F' H,  et 
est  la  moitié;  la  longueur  F'H  éta 
V égale  au  grand  axe  AA',  la  distance 
est  constante  et  égale  à OA.  Donc 
lieu  du  point  I est  la  circonférence  1 
cercle  décri  le  du  point  0 comme  ce 
i"*»-  tre,  avec  OA  pour  rayon. 

PROBLÈME  I. 

927 — Mener  une  tangente  à l'ellipse  en  un  point  M dont 
sur  l’ellipse. 

Nous  avons  déjà  résolu  ce  problème,  ainsi  que  les  suivant 
eu  considérant  l’ellipse  comme  la  projection  d’un  cercle.  Noi 
traiterons  les  mêmes  questions  par  une  autre  méthode  qi 
pourra  être  appliquée  à l’hy[)erbole  et  à la  parabole. 

Prolongeons  le  rayon  vecteur  F'M  (Og.  128)  d’une  longueu 
MH  égale  à l’autre  rayon  vecteur  MF,  et  jiar  le  point  M raenon 
une  droite  TT'  perpendiculaire  à FH;  nous  aurons  la  tangent 
demandée.  Car,  dans  le  triangle  isocèle  FMIl,  la  droite  MT.  pet 
pendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  1 
base  FH,  divise  l’angle  au  sommet  e: 
deux  parties  égales.  Cette  droite,  état 
bissectrice  de  l’angle  FMH  formé  par  l’u 
des  rayons  vecteurs  et  le  prolongernec 
de  l'autre,  co'incide  avec  la  tangente 
Fig  n’a  l’ellipse. 

838— Remarque.  11  est  bon  d’observer  que  tous  les  point 
de  la  tengente,  excepté  le  point  de  contact  M,  sont  situé 
hors  de  l’ellipse.  Soit  P un  point  quelconque  de  la  tangente 
joignons  ce  point  aux  deux  foyers  et  au  point  H.  La  tangente 
étant  i)erpendieulaire  sur  le  milieu  de  FH,  la  distance  PF  égal 
PH  et,  par  conséquent,  la  ligne  brisée  F'P-f-PF  égale  la  ligni 
brisée  F'P  + PH;  mais  celle  dernière  est  plus  grande  quel 
ligne  droite  F'H  qui  est  égale  au  grand  axe  de  l’ellipse,  puis 
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u’on  a prolongé  le  rayon  vecteur  F'M  d’une  longueur  MH 
gale  à MF.  La  somme  des  distances  du  point  P aux  deux  foyers 
tant  plus  grande  que  le  grand  axe,  ce  point  est  situé  hors  de 
'ellipse. 

La  ligne  brisée  F'M  -(-MF  est  le  plus  cotirt  chemin  allant  du 
wint  F'  au  point  F en  passant  par  un  point  de  la  tangente. 

On  dit  qu’une  ligne  brisée  est  convexe,  lorsqu’elle  est  située 
Æul  entière  d’un  même  côté  par  rapport  à chacun  de  ses  côfés 
ndéfiniment  prolongés.  De  même,  on  dit  qu’une  courbe  est 
convexe  lorsqu’elle  est  située  tout  entière  d’un  même  côté 
par  rapport  à chacune  de  ses  tangentes  indéfiniment  pro- 
longées. 11  résulte  de  ce  qui  précède  que  l’ellipse  est  une  courbe 
termée  convexe. 

PROBLÈ.UE  U. 

Î29— J/encr  une  tangente  à l’ellipse  par  un  point  exté- 
n'eur  P. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  PM  (fig.  129)  une  tan- 
gente passant  par  le  point  P.  Si  l’on  prolonge  le  rayon  vecteur 
.»  F'M  d’une  longueur  MU  égale  à 

FM,  on  sait  que  la  tangenle  PM 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu 
'■  (le  la  droite  FH  ; la  question  re- 
vient donc  à déterminer  le  point 
H.  Puisque  la  droite  F^H  est  égale 
au  grand  axe  AA',  le  point  II  est 
situé  sur  la  circonférence  décrite 
tin  foyer  F'  comme  centre  avec  AA'  pour  rayon.  D’autre  part, 
la  distance  PH  étant  égale  à PF,  le  point  II  est  sur  la  circonfé- 
vence  décrite  du  point  P comme  centre  avec  PF  pour  rayon; 
le  point  H est  donc  à l’intersection  de  ces  deux  circonférences, 
'•n  déduit  de  là  la  construction  suivante  : 

Du  foyer  F'  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  au  grand 
a«,  décrivons  un  cercle.  Du  point  P comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à la  distance  PF  de  ce  point  à l’autre  foyer,  dé- 
crivons un  second  cercle,  qui  coupera  le  premier  au  point  H. 
laignons  FII,  et  du  point  P menons  une  perpendiculaire  à la 


~ M ’ , 


Fig.  liO. 
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droite  Fîl,  nous  aurons  la  tangente  demandée.  Le  point  de 
contact  M sera  déterminé  par  l’intersection  de  la  tangente  avec- 
la  droite  F' H. 

Les  deux  cercles  se  coupent  en  un  second  point  H';  en  me- 
nant de  même  du  point  P une  perpendiculaire  à FH',  on  aura 
une  seconde  tangente  PM',  dont  on  déterminera  le  point  de 
contact  M' à l’aide  de  la  droite  F' H'. 

Il  est  à remarquer  que  ces  constructions  peuvent  être  effec- 
tuées sans  que  l’ellipse  soit  tracée.  11  suffit  que  l’on  connaisse 
tes  foyers  et  le  grand  axe. 


PROBLEME  III. 


1830— -Vener  à l’ellipse  une  tangente  parallèle  à une  droite 
donnée  KL. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  ST  une  tangente  paral- 
lèle à KL  (fig.  i3o).  Si  l’on  prolonge  F'M  d’une  longueur  MH 
c égale  à MF,  on  sait  que  la  tangente 

est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
FH.  On  en  déduit  la  construction  sui- 
vante : 

Du  foyer  F'  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  au  grand  axe,  décri- 
vons un  cercle;  par  l’autre  foyer  F me- 
nons une  droite  FH  perpendiculaire  à 
la  droite  donnée  KL;  cette  droite  cou- 
pera la  circonférence  en  un  point  H ; 
sur  le  milieu  de  FH,  élevons  une  per- 
pendiculaire ST,  nous  aurons  la  tan- 
gente demandée.  Le  point  de  contact  sera  déterminé  par  l’in- 
tersection de  la  tangente'avec  la  droite  F'H. 

La  droite  FH  prolongée  rencontre  la  circonférence  en  un 
second  point  H';  en  élevant  une  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  FH',  on  obtiendra  une  seconde  tangente  S' T',  dont  on  déter- 
minera le  point  de  contact  M'  par  ta  droite  F'H'. 


! 

Fig.  ino. 


PROBLÈME  IV. 

831  — t'ne  ellipse  étant  définie  par  ses  foyers  et  son  grand 
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axe,  déterminer  les  points  où  elle  est  coupée  par  une  droite 
donnée  MM', 

Soit  M l’un  des  points  où  la  droite  donnée  coupe  l’ellipse 
(üg.  i3i)  ; joignons  ce  point  aux  deux  foyers  et  prolongeons  le 
rayon  vecteur  F'M  d’une  longueur  MH  égale  à MF;  le  point  H 

appartient  au  cercle  directeur 
décrit  du  foyer  F'  comme  cen- 
tre; si  du  point  M comme  cen- 
tre, avec  un  rayon  égal  à MF, 
on  décrit  un  cercle,  ce  cercle 
sera  tangent  en  H au  cercle  di- 
recteur; en  abaissant  du  foyer 
F une  perpendiculaire  sur  la 
droite  donnée  et  prolongeant 
cette  perpendiculaire  d’une 
longueur  égale  à elle-même,  on  obtient  un  second  point  F,  ap- 
partenant à ce  même  cercle.  La  question  revient  donc  à trouver 
le  centre  M d’un  cercle  passant  par  les  deux  points  donnés  F et 
F,  et  tangent  au  cercle  directeur.  Pour  cela,  par  les  deux  points 
F et  F,  on  fait  passer  un  cercle  quelconque  qui  coupe  le  cercle 
directeur  en  deux  points  K et  K';  du  point  1,  intersection  des 
deux  droites  FF,  et  KK',  on  mène  une  tangente  III  au  cercle 
directeur;  le  point  M,  où  la  droite  FH  coupe  la  droite  donnée, 
sera  le  point  cherché. 

On  a,  en  effet. 


IH 


:IKxIK'  = lFxlF,; 


donc  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  F,  F,,  II  est  tangent 
en  H au  cercle  directeur.  Comme  on  peut  mener  du  point  I 
deux  tangentes  au  cercle  directeur,  on  aura  deux  points  M 
et  M'. 

Lorsque  le  point  F„  symétrique  du  foyer  F par  rapport  à la 
droite  donnée,  est  situé  à l’intérieur  du  cercle  directeur,  il  y a 
effectivement  deux  solutions.  Lorsque  le  point  F,  est  situé  sui- 
te cercle,  la  droite  est  tangente  à l’ellipse.  Enfin,  quand  le 
point  F,  est  situé  hors  du  cercle,  la  droite  ne  rencontre  pas 
l’ellipse. 
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l’OYERS  ET  DIRECTRICES  DE  l’dYPERBOLE. 


Soit 


l’cqualion  d’une  hyperbole  donnée  rapportée  à ses  axes.  Le 
calcul  est  le  meme  que  pour  l’ellipse;  il  suffit  de  remplacer 
&*  par  — b*.  On  a ainsi  les  deux  solutions  réelles 

[i  = o,  a=±:  m = n — o,  h = zpa, 

Ch 

et  les  deux  solutions  imaginaires 

x=zo,  p=±V — a’ — b*,  m = o,  n=- — ^ h=z^bi. 


Les  deux  premières  solutions  donnent  deux  foyers  réels  F 

et  F'  situés  sur  l’axe  transverse  à 
égale  distance  du  centre  (flg.  iSa). 
On  les  obtient  en  menant  par  le 
sommet  A une  perpendiculaire 
AG  à l’axe  transverse  jusqu’à  l’a- 
symptote, et  prenant  sur  l’axe 
tranverse  des  longueurs  OF  et 
OF'  égales  à OG.  Si,  pour  abréger, 
on  pose  a*-i-6*  = c’,  on  a 

, c 

o’.=±c,  m = -‘ 

’ a 

Les  directrices  sont  représentées  par  les  équations 

c _i_  O* 

-xzca  — o,  ou  a;=:±  — 
a ^ ’ c 

Au  foyer  F correspond  la  directrice  DE,  au  foyer  F'  la  direc- 
trice D'E'.  Du  point  0 comme  centre,  avec  OA  pour  rayon, 
décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  l’asymptote  au  point  H, 
ce  point  appartient  à la  directrice.  En  effet,  les  deux  triangles 
OAG,  OHF,  qui  ont  un  angle  commun  0,  les  côtés  OA  = OH  et 
OF  = OG,  sont  égaux,  et  l’angle  OHF  est  droit  ; si,  du  point  H, 
n abaisse  une  perpendiculaire  HD  sur  l’axe  transverse  OA,  on 


Digilized  by  GoogI 


FO\ERS  ET  DIRECTRICES. 


201 


a OH*=OFxOD,  et,  par  suite,  OD  = — • Ainsi  la  droite  DH 

c 

est  la  directrice. 

Le  rapport  constant  k = Vm’  -+-  n*  est  égal  à m ou  au  rap- 
port  -»  qu’on  appelle  excentricité  de  l’hyperbole. 

THÉORÈME  III. 


933 — La  différence  des  distances  de  chacun  des  points  de 
l’hyperbole  aux  deux  foyers  est  constante  et  égale  à l’axe 
tranverse. 

La  distance  d’un  foyer  à un  point  quelconque  M de  la  courbe 


a pour  expression  ± aj  ; le  signe  supérieur  dans  la  pa- 
renthèse se  rapporte  au  foyer  F,  le  signe  inférieur  au  foyer  F'. 
Il  faut,  en  avant  de  la  parenthèse,  choisir  le  signe  de  manière 

à avoir  des  longueurs  positives.  Dans  l’hyperbole,  le  rapport  - 

étant  plus  grand  que  l’unité  et  x plus  grand  que  a en  valeur 

absolue,  le  premier  terme  ~ en  valeur  absolue  est  plus  grand 

que  a.  Il  faudra  donc  faire  précéder  la  parenthèse  du  signe  -t- 
ou  du  signe  — , suivant  que  le  point  31  est  sur  la  branche  de 
droite  ou  sur  celle  de  gauche.  Dans  le  premier  cas,  on  a 


d’où 


« »T^  CûC  111^/  C<2/ 

3IF  = a,  3IF'  = ha, 

a ’ a 

31F'  — 31F  = 20. 


Dans  le  second  cas,  on  a 

d’où  MF  — 31F' = 20. 

934— Corollaire.  La  différence  des  distances  d’un  point 
situé  entre  les  deux  branches  de  l’hyperbole  aux  deux  foyers  est 
plus  petite  que  l’axe  transverse;  lorsque  le  point  est  situé  dans 
les  deux  autres  parties  du  plan,  la  différence  est  plus  grande 
que  l’axe  transverse. 

Soit  P un  point  situé  entre  les  deux  branches  de  la  courbe 
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(fig.  i33);  la  droite  PF  rencontre  l’hyperbole  au  point  M.  On  î 

PF  — PM  < MF; 

si  l’on  retranche  MF  de  part  et  d’au- 
tre, il  vient 

PF  — PF  <MF  — MF; 

cette  dernière  différence  étant  égale  à 
2 a,la  première  est  plus  petite  que  2 a . 
Considérons  maintenant  un  point  N 
situé  à droite  de  la  première  branche  d’hyperbole;  la  droite 
NF'  rencontre  cette  branche  en  M ; on  a 

NF<NM-i-MF, 


et,  en  ajoutant  de  part  et  d’autre  MF', 

NF  + MF'<NF-4-MF;  d’où  NF  — NF  > MF'  — MF. 

La  seconde  différence  étant  égale  à 2 a,  la  première  est  plus 
grande  que  2a. 

Il  résulte  de  là  que  l’on  peut  considérer  l’hyperbole  comme 
le  lieu  des  points  dont  la  différence  des  distances  aux  deux 
foyers  est  égale  à 2a.  C’est  sur  cette  propriété  que  repose  la 
construction  par  points  ou  d’un  mouvement  continu  que  nous 
avons  donnée  au  commencement  (n°“  20  et  21). 

235 — Corollaire  11.  La  distance  d'un  point  quelconque  de 
l’hyperbole  au  foyer  F est  égale  à l’une  des  normales  menées  de 
ce  point  au  cercle  décrit  de  l’autre  foyer  F'  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à l'axe  transverse. 

Pour  un  point  M de  la  première  branche  (fig.  i34),  on  a 


M'F  = M'F-hFN'  = M'N'. 


Digitized  by  Google 


FOYERS  ET  DIRECTRICES. 


203 


Dans  le  premier  cas,  la  portion  MN  de  la  normale  mesure  la 
distance  du  point  M au  cercle  et  la  première  branche  d’hy- 
perbole est  le  lieu  des  points  également  distants  du  foyer  F 
et  du  cercle  directeur. 


THÉORÈME  IV. 


23© — La  tangente  à Vhyperhole  est  bissectrice  de  l’angle  des 
rayons  vecteurs  qui  vont  du  point  de  contact  aux  deux  foyers. 

Prenons  deux  points  voisins  M et  M' sur  l’hyperbole  (fig.  i35). 
Du  foyer  F comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à FM,  décrivons 

un  arc  de  cercle  qui  coupera  en  C le 
rayon  vecteur  FM  ; du  foyer  F'  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à F'M', 
décrivons  un  arc  de  cercle  qui  cou- 
pera en  D le  rayon  vecleur  F'M;  quand 
on  passe  du  point  M au  point  M^,  les 
deux  rayons  vecteurs  FM,  F'M  éprou- 
vent des  diminutions  égales  à MC  et  à 
MD;  puisque  la  différence  est  constante,  ces  deux  variations 
sont  égales  entre  elles. 

Sur  la  sécante  MM',  prenons  une  longueur  arbitraire  MG,  et. 
par  le  point  G,  menons  GII  parallèle  à la  corde  MC  et  GK  paral- 
lèle à la  corde  MD.  A cause  des  parallèles,  on  a 

MC  MM'  MD. 

M1I~  MG  “MK’ 


M / 

y 

/ i r 

/ 

/ 

/ 

Fig.  135. 

puisque  les  deux  longueurs  MC  et  MD  sont  égales,  il  en  résulte 
que  les  deux  longueurs  MH  et  MK  sont  aussi  égales.  Lorsque 
le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la  sécante 
MM'  tend  vers  une  position  limite  qui  est  la  tangente  à l’hy- 
perbole au  point  .M;  en  même  temps,  les  cordes  M'C  et  M'D 
deviennent  tangentes  aux  cercles  décrits  des  foyers  comme 
centres  et,  par  conséquent,  perpendiculaires  à FM,  F'M;  leurs 
parallèles  GH,  GK  prennent  aussi  des  directions  perpendicu- 
laires à ces  mêmes  rayons,  et  les  angles  II  et  K deviennent 
droits.  Les  deux  triangles  MGH,  MGK,  qui  ont  un  côté  MG 
commun  et  un  côté  MH  égal  MK,  deviennent  donc  rectangles 
cl.  par  conséquent,  égaux  entre  eux;  il  en  résulte  que  les 
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anf^Ies  GMH,  GMK  deviennent  égaux;  ainsi  la  tangente  à Phy- 
perbole  au  point  M est  bissectrice  de  l’angle  FMF'. 

337— Corollaire  I.  L'byperbole  est  la  seule  courbe  qui 
jouisse  de  cette  propriété;  car  en  appelant  u et  v les  rayons  MF 
et  MF',  Au  et  Ae  leurs  variations,  on  a 

Au  ~MC  ~MH 

Si  l’on  suppose  que  les  angles  GMH,  GMK  deviennent  égaux, 
(|uand  le  point  M'  sc  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  les 
deux  triangles  MGH,  MGK  deviennent  aussi  égaux,  ainsi  que  les 
côtes  MH  et  MK;  il  en  résulte  que 

lim  — = I. 

Au 

En  remontant  à la  fonction  primitive,  on  a 

v = uH-C,  d’où  V — u = C. 

33  S — Corollaire  II.  Une  ellipse  et  une  hyperbole  homo fo- 
cales se  coupent  à angle  droit.  On  dit  que  deux  courbes  du 

second  degré  sont  homofocales  lors- 
que leurs  foyers  coïncident;  on  ap- 
pelle angle  de  deux  courbes  l’angle 
de  leurs  tangentes  au  point  d’inter- 
section. Soit  M le  point  d’intersection 
d’une  ellipse  et  d’une  hyperbole  qui 
ont  mêmes  foyers  F,  F'  (fig.  i36);  la 
Fig.  136.  bissectrice  MN  de  l’angle  FMF'  est 

d’une  part  normale  à l’ellipse,  d’autre  part  tangente  à l’hyper- 
bole; donc  les  tangentes  MT,  MN  aux  deux  courbes  sont  per- 
pendiculaires eutre  elles. 

PROBLÈME  Y. 

339 — Mener  un  tangente  à l’hyperbole  par  un  point  M 
donné  sur  Vhyperbole. 

Sur  le  rayon  vecteur  MF'  [irenons  une  longueur  MH  égale  à 
l’autre  rayon  vecteur  MF,  et  par  le  point  M menons  une  droite 
.MT  perpendiculaire  à FII;  nous  aurons  la  tangente  demandée 
(fig-  i37). 


Digilized  by  Google 


205 


FOYERS  ET  DIRECTRICES. 

Remarque.  Il  est  bon  d’observer  que  la  tangente  est  tout 
entière  située  entre  les  deux  branches 
de  l’hyperbole.  Soit  P un  point  quel- 
conque de  cette  tangente,  on  a 

PF  — PII  <FH, 
et,  par  suite, 

PF'  — PF  < 20 ; 

donc  le  point  P est  situé  entre  les 
deux  branches  de  l’hyperbole.  Une 
branche  de  l’hyperbole,  étant  située  d’un  même  côté  de  cha- 
cune de  ses  tangentes,  est  une  courbe  convexe. 

La  tangente  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  I de  FH,  le 
point  I est  la  projection  du  foyer  F sur  la  tangente.  La  droite 
01,  étant  parallèle  à F'H  et  égale  à la  moitié  de  F' H,  est  con- 
stante; il  en  résulte  que  le  lieu  des  projections  des  foyers  sur 
les  tangentes  est  le  cercle  décrit  sur  l’axe  transverse  comme 
diamètre. 

PROBLÈME  VI. 

240 — Mener  une  tangen  te  à l’hyperbole  par  un  point  donné 
P situé  entre  les  deux  branches  de  l’hyperbole. 

Soit  PM  une  tangente  passant  par  le  point  P (fig.  i38);  si  du 

rayon  vecteur  MF'  on  re- 
tranche MH  = MF,  on  sait 
que  la  tangente  PM  est  per- 
pendiculaire sur  le  milieu 
de  FH.  La  question  revient 
à déterminer  le  point  II  ; ce 
point  se  trouve  à l’inter- 
section d U cercle  décri  t d u 
foyer  F'  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à 20,  et 
Fig.  138.  du  cercle  décrit  du  point 

P comme  centre  avec  un  rayon  égal  à PF.  On  obtiendra  la  tan- 
gente en  élevant  une  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FH,  et 
on  déterminera  le  point  de  contact  M par  le  rayon  vecteur  F'H. 
Les  deux  cercles  se  coupent  en  un  second  point  H';  en  menant 
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du  point  P une  perpendiculaire  sur  FH',  on  aura  une  seconde 
tangente  PM',  dont  on  déterminera  le  point  de  contact  à l’aide 
de  la  droite  F' H'. 

Lorsque  le  point  P est  situé  sur  l’une  des  asymptotes,  l’une 
des  tangentes  menées  par  le  point  P coïncide  avec  cette  asym- 
ptote, et  le  point  de  contact  s’éloigne  à l’infini. 

PROBLEME  VII. 

241 —  Mener  à l’hyperbole  une  tangente  parallèle  à une 
droite  donnée  OL. 

Du  foyer  F'  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à 20,  on 

décrira  le  cercle  directeur;  du 
foyer  F,  on  mènera  une  droite 
perpendiculaire  à OL  (fig.  139); 
celte  droite  coupera  le  cercle  en 
deux  points  H et  H';  par  les  mi- 
lieux des  .droites  FH  et  FH',  on 
mènera  des  parallèles  à OL;  ces 
parallèles  seront  les  tangentes  de- 
mandées. Les  droites  F' H,  .F' H'  détermineront  les  points  de 
contact  M et  M'. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  droite 
donnée  OL,  que  l’on  peut  supposer  menée  par  le  centre,  ne 
rencontre  pas  l’hyperbole;  alors  la  perpendiculaire  F^H'  menée 
par  le  foyer  F coupera  le  cercle  directeur  en  deux  points. 

PROBLÈME  VIII. 

242 —  Trouver  les  points  de  rencontre  d’une  droite  et  d'une 
hyperbole  définie  par  ses  foyers  et  son  axe  transverse. 

La  construction  est  exactement  la  même  que  pour  l’ellipse. 

FOYER  ET  DIRECTRICE  DE  LA  PARABOLE. 

24»— Soit 

(6)  y*  — 2px  — ; O 

l’équation  d’une  parabole  donnée  rapportée  à son  axe  et  à la 
tangente  au  sommet.  Cette  équation  ne  contenant  pas  le  terme 
en  xy  ni  le  terme  x^,  on  doit  avoir  mn  = 0,  i — m’= o,  d’où 
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»»  = O,  OT  = I . Le  coefficient  du  terme  en  y et  le  terme  con- 
stant devant  être  aussi  nuis,  on  a [3  = 0, 
a}  — h}=o.  D’ailleurs  les  équations  (3 j se  ré- 
duisent à I = on  en  déduit  a-HA=p. 

P 

L’équation  a*  — A’=o  ou  {x-\-h][ct—h.)  = o 
devient  P (a — h)=o,  c’est-à-dire  a — h=o; 

il  en  résulte  a = A = ^>  On  n’a  ici  qu’une  so- 

Fig.  uo.  lution.  Ainsi  la  parabole  admet  un  seul  foyer 
F situé  sur  son  axe  à une  distance  du  sommet  A égale  à la 
moitié  du  paramètre  (fig.  i4o).  La  distance  FM  ayant  pour 

expression  ^ + à ce  foyer  correspond  une  directrice  DE, 

representee  par  l’équation  a:= — -i  cette  directrice  est  per- 
pendiculaire à l’axe  et  à une  distance  AD  du  sommet  égale  à AF. 

Le  rapport  constant  k = V»/i* ■+■  n*  se  réduit  ici  à l’unité; 
ainsi  chacun  des  points  de  la  parabole  est  également  distant 
du  foyer  et  de  la  directrice. 

PROBLÈME  V. 

— Tout  point  intérieur  à la  parabole  est  plus  rap- 
proché du  foyer  que  de  la  directrice  ; tout  point  extérieur  est,  au 
contraire,  plus  rapproché  de  la  directrice  que  du  foyer. 

Considérons  d’abord  un  point  N situé  à l’intérieur  de  la  pa- 
rabole ; joignons-le  au  foyer  et  abaissons  de  ce  point  une  per- 
pendiculaire NE  sur  la  directrice.  Cette  perpendiculaire  ren- 
contre la  courbe  en  un  point  M que  nous  joignons  au  foyer. 
Le  point  M appartenant  à la  parabole,  les  distances  MF  et  ME 
sont  égales.  Mais  la  ligne  droite  NF  est  plus  courte  que  la  ligne 
brisée  NM-t-MF;  si  l’on  remplace  MF  par  son  égale  ME,  on 
voit  que  la  distance  NF  est  plus  petite  que  NE.  Ainsi  le  point 
intérieur  N est  plus  près  du  foyer  que  de  la  directrice. 

Considérons  maintenant  un  point  extérieur  P situé  entre  la 
courbe  et  la  directrice.  Joignons-le  au  foyer  et  abaissons  sur 
la  directrice  une  perpendiculaire  PE  que  nous  prolongerons 
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jusqu’à  sa  renconire  en  M avec  la  courbe.  Le  point  M appar- 
tenant à la  parabole,  les  distances  MF  et  ME  sont  égales;  la  ligne 
droite  MF  ou  son  égale  ME  est  plus  courte  que  la  ligne  brisée 
MP -h  PF,  si  l’on  retranche  MP  de  part  et  d’autre,  on  voit  que 
PE  est  plus  courte  que  PF.  Ainsi  le  point  extérieur  P est  plus 
près  de  la  directrice  que  du  foyer.  Lorsque  le  point  P est  situé 
à gauche  de  la  directrice,  il  est  évidemment  plus  près  de  la 
directrice  que  du  foyer. 

11  résulte  de  là  que  la  parabole  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  des  points  également  distants  du  foyer  et  delà  directrice. 
C’est  ainsi  qu’on  définit  la  parabole  en  Géométrie  élémentaire, 
et  c’est  sur  celte  propriété  que  repose  la  construction  de  lu 
parabole  par  points  ou  d’un  mouvement  continu,  dont  nous 
avons  parlé  au  commencement  (n“*  24  et  a5). 

THÉORÈME  VI. 

245 — La  tangcnle  à la  parabole  fait  des  angles  égaux  avec 
la  parallèle  à l’axe  el  le  rayon  vecteur  menés  par  le  point  de 
contact. 

Prenons  sur  la  parabole  deux  points  voisins  M et  M'  (fig.  i4i), 
que  nous  joindrons  au  foyer  et  desquels  nous  abaisserons  des 
perpendiculaires  ME,  M'E'  sur  la  directrice.  Du  foyer  F comme 
centre,  avec  FM^  pour  rayon,  décrivons  un 
arc  de  cercle  M'C,  et  par  le  point  M'  menons 
une  parallèle  M^C'  à la  directrice.  La  lon- 
gueur MC  est  la  différence  des  deux  rayons 
vecteurs  FM  et  FM'  ; c’est  la  diminution  qu’é- 
prouve le  rayon  vecteur  FM  quand  on  passe 
du  point  M au  point  M'.  De  même  la  longueur 
MC'  est  la  différence  des  deux  perpendicu- 
laires ME  et  M'E';  c’est  la  diminution  qu’é- 
[)iouve  la  perpendiculaire  ME  quand  on  passe  du  point  M au 
point  M'.  Comme  le  rayon  vecteur  FM  reste  constamment  égal 
à la  perpendiculaire  ME,  il  en  résulte  que  les  deux  variations 
MC  el  MC'  sont  égales  entre  elles. 

Menons  la  sécante  MS  par  les  deux  points  M et  M',  el  traçons 
la  corde  M'C  dans  le  cercle  décrit  du  foyer  comme  centre.  Sur 
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la  sécante  portons  une  longueur  arbitraire  MG,  et,  par  le  point 
G,  menons  GH  parallèle  à M^C  et  GK  parallèle  à M'CC  A cause 

MC' 


(les  parallèles,  on  a les  rapports  égaux  ^ 

Jlll  itlCr 


(|iie  les  deuxjongueurs  MC  et  MC'  sont  égales,  les  deux  long  ueurs 
MH  et  MK,  qui  leur  sont  proportionnelles,  sont  aussi  égales. 

Supposons  maintenant  que  le  point  M'  se  rapproche  indéli- 
niment  du  i>oint  M;  la  sécante  MS  tendra  vers  la  tangente  MT 
à la  parabole;  la  corde  M'C  prolongée  tendra  de  même  vers  la 
tangente  au  cercle,  et,  par  conséquent,  deviendra  perpendicu- 
laire au  rayon  FM;  la  parallèle  GH  prendra  aussi  une  direction 
perpendiculaire  à FM.  On  voit  par  là  que  les  deux  triangles  .MGH, 
MGK  ont  pour  limites  deux  triangles  rectangles  MGH,  MGK 
fig.  142);  ces  deux  triangles  rectangles,  ayant  l’hypotémise  MG 
commune,  et  les  côtés  MH  et  MK  égaux 
entre  eux  comme  limites  de  longueurs 
égales,  sont  égaux;  d’où  l’on  conclut  l’é- 
galité des  deux  angles  GMH,  G.MK.  Ainsi 
la  tangente  MT  à la  parabole  est  bissec- 
trice de  l’angle  FME,  formé  par  le  rayon 
MF  et  la  perpendiculaire  ME  abaissée  du 
point  de  contact  sur  la  directrice.  Si  l’on 
prolonge  EM  suivant  ML,  les  deux  angles 
Fig.  142.  GMK,  T'ML  étant  égaux  comme  opposés 
par  le  sommet,  on  voit  que  les  deux  angles  TMF,  T'ML,  formés 
par  la  tangente,  avec  le  rayon  vecteur  et  la  parallèle  ML  à l’axe, 
sont  égaux. 

346— Corollaire  I.  Supposons  qu’une  lu- 
.L  mière  soit  placée  au  foyer  F (fig.  i43)  de  la  pa- 
- rabote;  les  rayons  lumineux,  partant  du  foyer 
F,  se  réfiécbissent  sur  la  parabole  en  faisant  un 
J angle  de  réflexion  égal  à l’angle  d’incidence. 
Soit  FM  l’iin  de  ces  rayons;  menons  la  tangente 
TT'  à la  parabole  en  ce  point,  le  rayon  réfléchi, 
--  devant  faire  un  angle  LMT'  égal  à FMT,  sera 
Fig  143  parallèle  à l’axe  AB  de  la  parabole.  Ainsi  tous 
les  rayons  réfléchis  seront  parallèles  à l’axe. 

BR.  1 ^ 
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C’est  d’après  ce  principe  que  l’on  construit  les  réflecteurs 
employés  dans  les  réverbères  et  les  lanternes  des  voitures.  La 
surface  intérieure,  en  métal  bien  poli,  est  engendrée  par  une 
parabole  tournant  autour  de  son  axe;  la  lumière  est  placée  au 
foyer;  les  rayons  lumineux,  après  leur  réflexion*  devenant 
tous  parallèles  à l’axe,  le  réflecteur  projette  un  faisceau  de 
rayons  parallèles  qui  se  propagent  sans  se  disperser  et  qui 
éclairent  à une  grande  distance. 

Corollaire  11.  Supposons  au  contraire  que  des  rayons  lumi- 
neux, parallèles  à l’axe,  tombent  sur  un  miroir  parabolique; 
après  leur  réflexion,  ils  iront  tons  converger  au  foyer. 

On  emploie  les  miroirs  paraboliques  dans  la  construction 
des  télescopes;  Taxe  est  dirigé  vers  l’astre;  les  rayons  lumi- 
neux venant  de  l’astre  se  réfléchissent  sur  le  miroir,  et  forment 
au  foyer  une  image  très-brillante  de  l’astre. 

On  emploie  aussi  la  forme  parabolique  dans  la  construction 
des  porte-voix  et  des  cornets  acoustiques. 

247 — Corollaire  III.  Réciproquement,  la  parabole  est  la 
seule  courbe  qui  jouisse  de  cette  propriété  : que  la  tangente  en 
chacun  de  scs  points  fasse  des  angles  égaux  avec  la  parallèle  à 
une  droite  fixe  et  le  rayon  vecteur  mené  d’un  point  fixe  au 
point  de  contact.  Imaginons  que  chacun  des  points  M du  plan 
soit  déterminé  par  sa  distance  MF  au  point  fixe  F,  et  sa  dis- 
tance ME  à une  droite  DE  perpendiculaire  à la  droite  fixe  FB 
(fig.  i4i)  j désignons  par  u et  v ces  deux  coordonnées."  Quand 
on  passe  du  point  M de  la  courbe  au  point  voisin  M',  ces 
(leux  coordonnées  éprouvent  des  variations  A«=  — MC, 
Au  = — MC',  et  l’on  a 

^ _MC'_MK 
Am  “MC  ~MH’ 

Quand  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la 
droite  M'M  devient  tangente  et  l’angle  H devient  droit.  Les 
deux  triangles  rectangles  limites  GMII,  GMK  (fig.  142)  sont 
égaux,  comme  ayant  l’hypoténuse  commune  et  l’angle  GMH 
égal  à GMK  par  hypothèse.  On  a donc 
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et  en  remontant  à la  fonction  primitive  « = m + C.  En  dépla- 
çant la  droite  DE  d"une  quantité  égale  à la  constante  C^  on 
aura  v = u. 

PROBLÈME  IX. 

— Mener  une  tangente  par  un  point  M donné  sur  la 
parabole. 

Première  méthode.  Soit  T (fig.  i44)  le  point  où  la  tangente 
rencontre  le  prolongement  de  l’axe,  ME  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  M sur  la 
directrice.  On  sait  que  la  tangente  est  bis- 
sectrice de  l’angle  FME;  l’angle  FTM  étant 
égal  à l’angle  alterne- interne  TME  et,  par 
suite,  à l’angle  FMT,  il  en  résulte  que  le 
triangle  TFM  est  isocèle,  et  les  deux  cotés 
FM  et  FT  égaux  entre  eux. 

Fig.  144.  Ainsi,  pour  construire  la  tangente  au 

point  M,  il  suffit  de  porter  sur  l’axe  une  longueur  FT  égale  au 
rayon  vecteur  FM  et  de  joindre  TM. 

Celte  méthode  ne  convient  pas  quand  le  point  M est  très- 
voisin  du  sommet  A de  la  parabole,  parce  que  les  deux  points 
M et  T,  étant  alors  très-rapprochés  l’un  de  l’autre,  ne  déter- 
minent pas  la  tangente  avec  une  assez  grande  précision.  Dans 
ce  cas,  on  emploiera  de  préférence  la  méthode  suivante. 

Decxième  méthode.  La  tangente  MT,  divisant  en  deux  par- 
ties égales  l’angle  au  sommet  M du  triangle  isocèle  FME,  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  base  FE. 

Ainsi,  pour  construire  la  tangente,  il  suffit  d’abaisser  du 
point  M une  perpendiculaire  ME  sur  la  directrice,  et  de  mener 
du  point  M une  perpendiculaire  sur  la  droite  FE. 

11  résulte  de  cette  construction  que  la  tangente  au  sommet 
A de  la  parabole  est  perpendiculaire  à l’axe  de  la  parabole. 

Remarql'e.  Il  est  bon  d’observer  que  tous  les  points  de  la 
tangente,  excepté  le  point  de  contact  M,  sont  situés  à l’exté- 
rieur de  la  parabole.  Soit  P uu  point  quelconque  de  la  tan- 
gente; la  tangente  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FE, 
les  distances  PF,  PE  sont  égales  ; mais  l’oblique  PE  est  plus 
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grande  que  la  perpendiculaire  PK;  donc  la  distance  PF  est  plus 
grande  que  PK,  et,  par  suite,  le  point  P est  à l’extérieur  de  la 
parabole.  11  en  résulte  que  la  parabole  est  une  courbe  convexe. 

*49— COROLLAIKE.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  sur  la 
tangente  à la  parabole  est  la  tangente  au  sommet.  On  voit,  en 
effet,  que  le  point  I,  milieu  de  FE  et  projection  du  foyer  sur 
la  tangente,  se  trouve  sur  la  parallèle  à la  directrice  menée 
par  le  point  A,  milieu  de  FD.  c’est-à-dire  sur  la  tangente  au 
sommet  A. 

PROBLÈME  X. 


250— Mener  une  tangente  à la  parabole  par  un  point  exté- 
rieur P. 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit  PM  (flg.  i45)  une  tan- 
gente passant  par  le  point  P.  Si  1 on  abaisse 
du  point  M une  perpendiculaire  ME  sur  la 
directrice  et  si  l’on  joint  FE,  on  sait  que  la 

tangente  PM  est  perpendiculaire  sur  le  mi- 
lieu de  FE;  il  en  résulte  que  la  distance 
PE  est  égale  à PF,  et  l’on  en  déduit  la  con- 
struction suivante. 

Du  point  P comme  centre,  avec  un  rayon 
J,.  JJ.  égal  à la  distance  PF  de  ce  point  au  foyer, 

décrivons  un  cercle  qui  coupera  la  directrice  au  point  E.  Joi- 
gnons FE,  et  du  point  P menons  une  perpendiculaire  sur  la 
droite  FE,’  nous  aurons  la  tangente  demandée.  Le  point  de  con- 
tact M sera  déterminé  par  l’intersection  de  la  tangente  avec 
une  parallèle  à l’axe  menée  par  le  point  E. 

Le  cercle  coupe  la  directrice  en  un  second  point  E'.  On  mè- 
nera de  même  du  point  P une  perpendiculaire  sur  FE'  et  l’on 

aura  une  seconde  tangente  PM'. 

Ces  constructions  peuvent  être  effectuées  sans  que  la  para- 
bole soit  tracée.  Il  suffit  que  l’on  connaisse  le  foyer  et  la 
directrice. 

PROBLÈME  XI. 


25^1 Mener  à la  parabole  une  tangente  parallèle  à une 

droite  donnée  KL. 
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Supposons  le  problème  résolu  et  soit  MT  la  tangente  de- 
mandée (fig.  14C).  Si  du  point  de  contact  M on  abaisse  une 
perpendiculaire  ME  sur  la  directrice  et  que 
l’on  joigne  FE,  on  sait  que  la  tangente  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FE.  On 
en  déduit  la  construction  suivante  : 

Du  foyer  F abaissons  une  perpendicu- 
laire sur  la  droite  donnée  KL  jusqu’à  sa 
rencontre  avec  la  directrice  en  E,  et  sur  le 
milieu  de  FE  élevons  une  perpendiculaire 
Fig.  146.  MT,  nous  aurons  la  tangente  demandée. 

On  déterminera  le  point  de  contact  M en  menant  par  le  point  E 
une  parallèle  EM  à l’axe. 

PROBLÈME  \II. 

258 — Trouver  les  points  de  rencontre  d'une  droite  donnée 
et  d'une  parabole  définie  par  son  foyer  cl  sa  directrice. 

Prenons  le  point  F,  symétrique  du  foyer  par  rapport  à la 
droite  donnée  (fig.  i4")-  Le  point  M étant  également  distant 
des  points  F,  F,  et  de  la  directrice,  est 
le  centre  d’un  cercle  passant  par  ces  deux 
points  cl  tangent  à la  directrice.  Pour 
avoir  le  point  de  contact  E,  on  porte  sur 
la  directrice,  à partir  du  point  I,  une  lon- 
gueur lE  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  longueurs  IF,  IF,.  On  obtiendra 
les  deux  solutions  M et  M'  en  portant  sur 
lu  directrice,  à partir  du  point  I,  la  lon- 
gueur lE  dans  un  sens  et  dans  l’autre. 

Lorsque  le  point  F,,  symétrique  du  foyer  par  rapport  à la 
droite  donnée,  est  situé  à droite  de  la  directrice,  il  y a effecti- 
remenl  deux  solutions.  Lorsque  le  point  F,  est  sur  la  directrice, 
la  droite  est  tangente  à la  parabole.  Enfin,  quand  le  point  F, 
est  à gauche  de  la  directrice,  la  droite  ne  rencontre  pas  la  pa- 
rabole. 

TnÉORÈME  VII. 

253 — La  limite  d’une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  dont  le 
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oaramêlre  conserve  une  valeur  finie,  tandis  que  le  grand  axe 
ou  l’axe  transverse  augmente  indéfiniment,  est  une  parabole. 

Nous  avons  vu  que,  dans  la  parabole,  l’ordonnée  du  foyer 
est  égale  au  paramètre  p;  par  analogie,  on  appelle  paramètre 
d’une  ellipse  ou  d’une  hyperbole  l’ordonnée  du  foyer  qui  est 
6* 

égale  à — » et  on  désigné  ce  paramètre  par  p.  L’ellipse,  rap- 
portée à son  grand  axe  et  à la  tangente  au  sommet  (Gg.  148), 
a une  équation  de  la  forme 

)/'  — — X -x',  ou  w’=2px  — -X*. 

•'a  a*  ^ ^ a 

Supposons  maintenant  que  le  sommet  A restant  Gxe,  et  le  pa- 
ramètre p conservant  une  va- 
leur finie,  on  fasse  augmenter 
le  grand  axe  2a  indéfiniment, 
l’équation  de  l’ellipse  se  réduit 
à l’équation  y'  — ipx,  qui  re- 
présente une  parabole.  Si  l’on 
considère  les  points  qui  cor- 
respondent à une  même  va- 
leur de  X,  on  voit  que  chaque 
point  de  la  parabole  est  la  po- 
sition limite  vers  laquelle  tend 
e point  correspondant  de  l’ellipse,  quand  on  fait  augmenter  a 
indéGniment  ; ce  qu’on  énonce  en  disant  que  la  parabole  est  la 
limite  de  l’ellipse. 

L’hyperbole,  rapportée  à son  axe  transverse  et  à la  tangente 
au  sommet  A,  a de  même  pour  équation 

P 

y*z=-ipx-h  ^ x^; 

si  l’on  fait  augmenter  o indéGniment,  le  paramètre  p,  conser- 
vant une  valeur  Gnie,  cette  équation  se  réduit  aussi  à 

y*  = 2 px. 

La  parabole  est  la  limite  de  la  branche  d’hyperbole  à laquelle 
appartient  le  sommet  A;  l’autre  branche  s’est  éloignée  indéG- 
niment vers  la  gauche. 
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Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que  le  paramètre 
de  l’ellipse  ou  de  l’hyperbole  conserve  une  valeur  finie.  On 
arrive  à la  même  conclusion,  en  supposant  que  la  distance  AF 
du  sommet  A au  foyer  voisin  F conserve  une  valeur  finie. 
En  effet,  en  appelant  a cette  distance,  on  a,  dans  l’ellipse, 
c = a — a et,  par  suite, 

g*  — (g  — c)  (g  -H  c) 

g ~ 


le  paramètre  p ayant  pour  limite  la  quantité  finie  aa,  l’équa- 
tion de  l’ellipse  se  réduit  à y’  = 4aaî.  Il  en  est  de  même  pour 
l’hyperbole. 

854— Remarque.  Celte  transformation  de  l’ellipse  en  pa- 
rabole a une  grande  importance.  Elle  permet  de  déduire  des 
propriétés  de  l’ellipse  celles  de  la  parabole  comme  cas  parti- 
culiers. Ainsi  nous  avons  vu  que  dans  l’ellipse  le  diamètre,  ou 
le  lieu  des  milieu.x  d’une  série  de  cordes  parallèles,  est  une 
droite  passant  par  le  centre;  si  l’on  suppose  que  le  centre 
s’éloigne  à l’infini,  l’ellipse  se  change  en  parabole,  et  les  dia- 
mètres deviennent  parallèles  à l’axe. 

L’ellipse  est  le  lieu  des  points  également  distants  du  foyer  F 
et  du  cercle  directeur  décrit  du  foyer  F'  comme  centre.  Le 
foyer  F'  s’éloignant  à l’infini,  le  cercle  directeur  devient  la 
directrice  de  la  parabole. 

La  tangente  à l’ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons 
vecteurs  qui  vont  du  point  de  contact  M aux  deux  foyers;  le 
foyer  F^  s’éloignant  à l’infini,  le  rayon  vecteur  MF'  devient 
parallèle  à l’axe. 

THÉORÈME  vin. 

255— .Çi  Von  mène  deux  langcnles  à une  courbe  du  second 
degré,  la  droite  FP  qui  ra  du  foyer  F au  point  de  concours  P 
des  deux  tangentes  est  bissectrice  de  l’angle  des  rayons  vecteurs 
FM,  F.M',  qui  vont  de  ce  foyer  aux  points  de  contact  des  deux 
tangentes,  ou  de  l’angle  extérieur,  suivant  que  les  deux  tan- 
gentes touchent  une  même  branche  de  courbe,  ou  deux  branches 
différentes. 

Considérons  deux  tangentes  PM,  PM'  à une  ellipse  (fig.  149); 
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prolongeons  le  rayon  F'M  d’une  longueur  MH  égale  à MF,  et 
de  même  FM'  d’une  longueur  M' H'  égale  à M'F';  les  tangentes 

étant  perpendiculaires  sur  les  mi- 
lieux de  FH  et  de  F'H',  on  a 
PH  = PF  et  PH'  = PF, 

cl  les  deux  triangles  F' PH,  H' PF 
sont  égaux  comme  ayant  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à chacun,  sa- 
voir : F'H  = FH'=2a,  PH  = PF, 
Fig.  119.  PF'  = PH';  on  en  conclut  que  les 

angles  PIl.M,  PFM'  sont  égaux  ; mais  l’angle  PH.M  est  égal  à PFM; 
donc  les  angles  PFM,  PFM'  sont  égaux  et  la  droite  FP  est  bis- 
sectrice de  l’angle  MFM'. 

La  même  chose  a lieu  dans  l’hyperbole,  quand  les  deux  tan- 
gentes touchent  une  même  branche;  mais  quand  les  tangentes 
touchent  deux  branches  différentes,  la  droite  FP  est  bissectrice 
de  l’angle  formé  par  l’un  des  rayons  vecteurs  FM,  et  le  pro- 
longement de  l’autre. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  la  courbe  est  une  parabole 
(fig.  I jo).  Des  points  de  contact  abaissons  des  perpendiculaires 

MH,  M'IF  sur  la  directrice;  les  tan- 
gentes étant  perpendiculaires  sur  les 
milieux  des  droites  FH,  FIF,  les  an- 
gles PFM,  PFM'  sont  égaux  respecti- 
vement aux  angles  PHM,  PH'M'.  Les 
droites  PH  et  PIF,  égales  à la  droite 
PF,  sont  égales  entre  elles,  et  le  tri- 
angle HPH'  est  isocèle.  Les  angles 
PHM,  PIFM',  complémentaires  des  an- 
gles égaux  du  triangle  isocèle,  sont 
égaux  entre  eux;  donc  les  angles  PFM,  PFM'  sont  égaux.  C’est 
ce  que  l’on  peut  d’ailleurs  conclure  immédiatement  en  regar- 
dant la  parabole  comme  la  limite  d’une  ellipse. 

THÉORÈME  IX. 

!856— Les  tangentes  menées  d'un  point  extérieur  P a une 
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ellipse  ou  à une  hyperbole  font  des  angles  égaux  avec  les  droites 
qui  joignent  ces  points  aux  deux  foyers. 

Dans  les  deux  triangles  égaux  F' PH,  H' PF  (fig.  149),  on  a les 
angles  égaux  F' PH,  H' PF;  en  retranchant  la  partie  commune 
F'  PF,  on  a FPH=F'PH',  et,  en  prenant  la  moitié,  FPM=F'PRF. 

La  même  propriété  subsiste  dans  la  parabole,  limite  d'une 
ellipse;  il. suffit  de  remplacer  le  rayon  vecteur  PF'  par  une 
droite  PI  parallèle  à l’axe  (fig.  i5o).  Il  est  facile  de  démontrer 
directement  cette  propriété  : si  du  point  P comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à PF,  on  décrit  un  cercle,  ce  cercle  passera 
par  les  points  H et  H';  les  angles  MPI,  FHH'  sont  égaux  comme 
ayant  leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires;  mais  l’angle 
inscrit  FHH'  est  moitié  de  l’angle  au  centre  FPH'  et,  par  con- 
séquent, égal  à l’angle  FPM';  donc  les  angles  MPI,  M'PF  sont 
égaux. 

TIIÊORÈHE  X. 

2Ü7 — La  droite  FK,  qui  joint  le  foyer  d’une  courbe  du  se- 
cond degré  au  point  où  une  sécante  quelconque  rencontre  la 
directrice,  est  bissectrice  de  l’angle  extérieur  des  rayons  vec- 
teurs allant  du  foyer  aux  points  où  la  sécante  coupe  la  courbe, 
ou  bissectrice  de  l'angle  même  des  rayons  vecteurs,  suivant  que 
les  deux  points  d’intersection  M et  M'  sont  situés  sur  la  même 
branche  de  la  courbe  ou  sur  deux  branches  différentes. 

Des  points  M et  M'  abaissons  des  perpendiculaires  sur  la 

directrice  (fig.  i5i);  on  a 

MF  M'F 
ME~M'E'’ 

et,  par  suite, 

MF  _ ME  MK 
M'F“M' E'“M  K 

Fig.  151.  Lorsque  les  deux  points  M et  M'  ap- 

partiennent à une  même  branche  de  la  courbe,  le  point  K étant 
situé  sur  le  prolongement  de  la  corde.  MM',  la  droite  FK  est 
bissectrice  de  l’angle  extérieur  au  triangle  MFM'.  Lorsque  les 
points  M et  M'  appartiennent  à deux  branches  différentes,  le 
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point  K étant  situé  entre  les  points  M et  M',  la  droite  FK  est 
bissectrice  de  l’angle  MFM'. 

Corollaire.  Si  l’on  mène  des  tangentes  à la  courbe  aux 
points  M et  JP,  et  que  l’on  joigne  le  foyer  F au  point  de  con- 
cours P de  ces  tangentes,  les  deux  droites  FK,  FP,  étant  les 
bissectrices  de  deux  angles  supplémentaires,  sont  perpendicu- 
laires entre  elles. 

THÉORÈME  XI. 

358—  par  un  point  P pris  sur  la  directrice,  on  mène 
des  tangentes  à une  courbe  du  second  degré,  la  droite  des  con- 
tacts JIJF  passe  par  le  foyer  correspondant  F et  est  perpendicu- 
laire à la  droite  FP  qui  joint  le  point 
P au  foyer  (fig.  iSa). 

Imaginons  que  la  tangente  PJI  soit 
la  limite  d’une  sécante  dont  les  deux 
points  d’intersection  se  sont  réunis 
en  un  seul;  en  vertu  du  théorème 
Fig.  précédent,  la  droite  FP  est  perpen- 

diculaire à FM;  elle  est  de  même  perpendiculaire  à FJV;  donc 
la  ligne  MFM'  est  droite  et  [lerpendiculaire  à FP. 

THÉORÈME  XII. 

359 —  Le  produit  des  distances  des  deux  foyers  à une  tan- 
gente quelconque  de  Vellipse  ou  de  l’hyperbole  est  constant. 

Soient  FH,  F' H'  les  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur 
une  première  tangente  (fig.  i53);  FK, 
F' K'  les  perpendiculaires  abaissées 
sur  une  seconde  tangente,  P le  point 
de  rencontre  des  deux  tangentes. 
En  vertu  du  théorème  IX,  les  tri- 
angles rectangles  FPH,  F'PK'  sont 
semblables,  ainsi  que  les  triangles 
FPK,  F PIF,  et  l’on  a 

FII  _ FP  FK  . 

FK'~F'P~FIF’ 

J’où  Fil  X F H'  = FK  X F K'. 
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Si  la  courbe  est  une  ellipse,  en  menant  la  tangente  parallèle 
au  grand  axe,  on  voit  que  le  produit  constant  est  égal  à b*. 
Quand  la  courbe  est  une  hyperbole,  si  l’on  considère  l’asymp- 
tote comme  limite  d’une  tangente,  on  voit  aussi  que  le  produit 
est  égal  à 6*. 

PROBLÈME  XIII. 


990— Construire  une  courbe  du  second  degré,  connaissant 
le  foyer  F,  et  trois  points  A,  B,  C. 

Supposons  le  problème  résolu  et  les  trois  points  appartenant 
à une  même  branche;  le  point  D où  la  sécante  AB  est  coupée 
par  la  bissectrice  de  l’angle  extérieur  au  triangle  AFB  appar- 
tient à la  directrice  (n°  257);  la  sécante  BC  donnera  de  même 
un  second  point  IV  de  la  directrice.  Le  foyer  F,  la  directrice 
I Diy  et  le  point  A définissent  une 
courbe  du  second  degré  et  une  seule  ; 
ce  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou 
une  hyperbole,  suivant  que  la  dis- 
tance AF  sera  inférieure,  égale  ou  su- 
périeure à la  distance  AE  du  point  A 
à la  directrice.  Il  est  facile  de  voir 
que  cette  courbe  passera  par  les  deux  points  B et  C;  en  effet,  à 
cause  de  la  bissectrice  FD,  on  a 


et,  par  suite. 


AF  AD  AE 
BF“BD  ~BE'’ 

AE~BE^’ 


donc  la  courbe  passe  par  le  point  B.  On  démontrera  de  même 
qu’elle  passe  par  le  point  C.  On  a ainsi  une  première  solution. 

On  peut  supposer  que  les  trois  points  ne  sont  pas  sur  une 
même  branche;  si,  par  exemple,  les  deux  points  A et  B sont 
sur  une  même  branche  et  le  point  C sur  l’autre  branche  de 
l’hyperbole,  les  bissectrices  des  angles  AFC,  BFC  donneront 
deux  points  de  la  directrice.  Les  trois  solutions  obtenues  de 
cette  manière  sont  des  hyperboles.  On  a donc  en  tout  quatre 
solutions;  des  quatre  courbes  du  second  degré  qui  admettent 
le  foyer  donné  et  passent  par  les  trois  points  donnés,  trois  sont 
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toujours  des  hyperboles,  la  quatrième  est  une  ellipse,  une  liy 
])erbole  ou  une  parabole,  suivant  la  disposition  des  points. 

261— Le  caleul  conduit  à la  même  conséquence;  soient  s 
et  (3  les  coordonnées  du  foyer,  x'  et  y',  x"  et  y",  x'"  et  ff"  les 
coordonnées  des  trois  points  donnés.  S',  S",  S"'  leurs  dislancei 
au  foyer;  l’équation  de  la  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(x  — a)*  + (y  — P)*  — {mx-\-ny  + hY  = o, 

et  alors  la  directrice  aura  pour  équation  mx -4- ny -I- A = o. 
On  déterminera  les  trois  constantes  m,  n,  h à l’aide  des  trois 
équations  du  premier  degré 

S'  =àz{mx'  -\-ny'  -i-h), 
à"  =±{mx''  +ny"  H- A], 

(mx"'  ■+■  ny'"  -1-  h) . 

Chaque  combinaison  de  signes  donne  un  système  d’équations; 
il  y a huit  combinaisons  : mais  on  remarque  que,  si  l’on 
change  les  signes  dans  les  trois  équations,  les  valeurs  de  m,  n, 
h changent  de  signes,  et  la  courbe  reste  la  même;  on  a donc 
quatre  solutions. 

La  distance  d’un  point  à une  droite  est  exprimée  par  une 
formule  renfermant  un  double  signe  ; on  doit  prendre  le  même 
signe  pour  tous  les  points  situés  d’un  même  côté  de  la  droite, 
et  l’autre  signe  pour  tous  les  points  situés  de  l’autre  côté.  Ou 
sait  que  l’ellipse  est  située  tout  entière  d’un  même  côté  par 
rapport  à chacune  de  ses  directrices;  la  parabole  est  située 
aussi  d’un  même  côté  de  sa  directrice,  tandis  que  chacune  des 
directrices  de  l’hyperbole  passe  entre  les  deux  branches  de 
la  courbe.  Ainsi,  prendre  le  même  signe  revient  à supposer 
que  les  trois  points  appartiennent  à une  même  branche;  pren- 
dre des  signes  différents,  que  deux  points  sont  sur  une  branche, 
le  troisième  sur  une  autre  branche. 

PROBLÈME  Xiv. 

2^2— Construire  une  courbe  du  second  degré,  connaissant 
un  foyer  et  trois  tangentes. 

Supposons  le  problème  résolu;  si  du  foyer  F on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  les  trois  tangentes,  et  qu’on  prolonge 
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chacane  d’elles  d’une  longueur  égale  à elle-même,  on  obtient 
trois  points  H,  H',  H",  appartenant  au  cercle  directeur  (fig.  i55) 
qui  a pour  centre  le  second  foyer  F ; le  rayon  F' H de  ce  cercle 
est  égal  à l’axe  2 a qui  passe  par  les  deux  foyers.  Les  deux 
foyers  F,  F',  avec  la  longueur  2a  défi- 
nissent une  courbe  du  second  degré  et 
une  seule.  Il  est  aisé  de  voir  que  celte 
courbe  est  tangente  aux  trois  droites  don- 
nées; en  effet,  soit  M le  point  où  le  rayon 
F'H  coupe  la  droite  MT,  la  somme  ou  la 
différence  des  rayons  vecteurs  MF'  et  MF 
étant  égale  à F'H  ou  à 2a,  le  point  M ap- 
partient à la  courbe;  en  outre,  la  droite 
MT,  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  FH,  est  tangente  à la  courbe  au  point  M;  le  problème  ad- 
met ainsi  une  solution  et  une  seule. 

Si  les  trois  points  H,  IF,  H"  étaient  en  ligne  droite,  la 
courbe  cherchée  serait  une  parabole  ayant  pour  directrice 
celle  droite. 


ÉQUATION  DES  COURDES  DU  SECOND  DEGRÉ  EN  COORDONNÉES 

POLAIRES. 

363 — Nous  prendrons  pour  pôle  un  foyer  F,  et  pour  axe 
polaire  la  droite  qui  va  de  ce  foyer  au 
sommet  voisin  A de  la  courbe. 

Considérons  d’abord  l’ellipse;  pre- 
nons pour  pôle  le  foyer  F et  pour  axe 
polaire  la  direction  FA  (fig.  i56).  Nous 
avons  trouvé  (n“  219)  pour  expression 
Eig.  156.  de  la  distance  du  foyer  à un  point 

quelconque  M de  la  courbe 

p = a-îo:, 

la  courbe  étant  rapportée  à ses  axes;  si  l’on  projette  la  ligne 
brisée  OFM  sur  le  grand  axe,  il  vient  x = c -+-  p cosw;  en  rem- 
plaçant X par  celte  valeur  dans  l’équation  précédente,  et  dési- 
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gnant  par  e rexcentricité  -*  on  en  déduit 


(i)  p = 


I -+-  ecosw 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  soit  une  hyperbole. 

Prenons  pour  pôle  le  foyer  F'  et  pour 
axe  polaire  la  direction  F' A'  de  Faxe 
transverse  (flg.  iSy).  Nous  avons  vu 
(n°  233)  que  la  distance  du  foyer  F' 
à un  point  quelconque  de  la  courbe 
est  exprimée  par  la  formule 


P 


le  signe 


s’appliquant  à la  branche  de  gauche,  le  signe  + 
à la  branche  de  droite.  Projetons  sur  l’axe  transverse  OX  la 
ligne  brisée  OF'M,  on  a x= — c H- p Costa. 

Il  en  résulte  que  la  première  branche  de  l’hyperbole  est  re- 
présentée par  l’équation 

(i)  p = » 

la  seconde  par  l’équation 


(2)  p^ 


1 — e Costa 


Mais  si  l’on  convient  do  porter  les  rayons  vecteurs  négatifs 
en  sens  contraire  de  la  direction  indiquée  par  l’angle  ta,  il  est 
facile  de  voir  que  l’équation  (i)  représente  à elle  seule  les 
deux  branches  de  l’hyperbole.  Soit  M'  un  point  quelconque 
de  la  seconde  branche,  ta'  l’angle  correspondant  A'F'M',  p' 
le  rayon  vecteur  F'M';  en  vertu  de  l’équation  (2),  on  a 

p'  = ^ ecosli'  l’équation  (i),  donnons  à l’angle  ta  la 

valeur  ta' -+-7:,  il  viendra 


I — e Costa' 


on  obtient  ainsi  pour  p une  valeur  négative  — p';  mais  la  valeur 
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(•y  4-  t:  attribuée  à w,  indique  la  direction  F'M,  opposée  de  F'M''. 
Si  P avait  une  valeur  positive,  il  faudrait  la  porter  dans  la  di- 
rection F'M,  ; P ayant  une  valeur  négative  — p',  on  convient  de 
porter  la  valeur  absolue  p'  en  sens  inverse,  c’est-à-dire  dans  la 
direction  F'M',  ce  qui  donne  le  point  M'.  Il  résulte  de  là  que 
l’équation  (i)  suffit  pour  représenter  les  deux  branches  de 
l’hyperbole,  la  première  par  les  valeurs  positives  de  p,  la 
seconde  par  les  valeurs  négatives. 

Considérons  enfin  le  cas  où  la  courbe  est  une  parabole. 

Y Prenons  encore  pour  pôle  le  foyer  F et  pour 
axe  polaire  la  droite  FA  dirigée  vers  le  som- 
met (fig.  i58).  On  a (n®  a43) 

P 

û=^-hX. 

^ 2 

En  projetant  sur  l’axe  AX  la  ligne  brisée  AFM, 
on  a comme  précédemment 

ic  = ^ -H  p cos  (ir  — “)  = 2 — P cosw; 

d’où  l’on  déduit 

(3)  p = — ^ 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l’équation  (i)  représente  les 
trois  courbes  du  second  degré;  la  courbe  est  une  ellipse,  une 
parabole  ou  une  hyperbole,  suivant  que  l’excentricité  e est 
inférieure,  égale  ou  supérieure  à l’unité. 


EXERCICES. 


1»  M et  M'  étant  deux  points  d’une  parabole,  P le  point  de  concours  des 


tangentes  en  ces  deux  points  et  F le  foyer,  démontrer  que  l’on  a 


MF  ~ 


PM'^ 
M'F  ' 


2“  Dans  une  courbe  du  second  degré,  la  perpendiculaire  abaissée  du 
foyer  sur  une  corde  et  le  diamètre  conjugué  de  la  corde  se  coupent  sur  la 
directrice. 

3»  Un  demi-diamètre  d’une  ellipse  ou  d’une  hyperbole  est  moyen  pro- 
portionnel entre  les  droites  qui  joignent  les  foyers  à l’extrémité  du  dia- 
mètre conjugué  du  premier. 

4*  Dans  l'hyperbole  équilatère  la  distance  d’un  point  quelconque  de  la 
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courbe  au  centre  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  de  ce 
point  aux  foyers. 

5°  Trouver  dans  le  plan  d’une  ellipse  un  cercle  tel  que  la  longueur  de 
la  tangente  menée  au  cercle  de  chacun  des  points  de  l'ellipse  soit  une  foiic- 
lion  rationnelle,  entière  et  du  premier  degré  des  coordonnées  de  ce  point. 

Démontrer  que  la  somme  ou  la  dilTérence  des  tangentes  menées  de  cha- 
cun des  points  de  l’ellipse  à deux  cercles  jouissant  de  la  propriété  précé- 
dente est  constante. 

6"  l.ieu  du  sommet  d’un  angle  constant  circonscrit  à une  parabole. 

7»  Par  le  foyer  d’une  parabole  on  mène  une  corde,  et  sur  la  corde 
comme  diamètre  on  décrit  un  cercle,  puis  on  mène  au  cercle  des  tangentes 
parallèles  à une  droite  donnée;  trouver  le  lieu  des  points  de  contact. 

8°  Un  angle  constant  tourne  autour  du  foyer  d'une  courbe  du  second 
degré;  aux  points  où  les  côtés  de  l'angle  rencontrent  la  courbe,  ou  mène 
des  tangentes  à cette  courbe  ; trouver  le  lieu  du  point  d’intersection  de  ces 


tangentes. 

9"  Étant  donnée  une  ellipse;  en  un  point  quelconque  M,  on  mène  la 
tangente  que  l’on  prolonge  jusqu’aux  points  P et  Q,  où  elle  rencontre  les 
tangentes  aux  extrémités  du  grand  axe;  trouver  le  lieu  du  point  de  ren- 
contre N des  droites  F' P et  FQ,  et  du  point  de  rencontre  N'  des  droites 
FP  et  F'Q.  Démontrer  que  les  deux  points  N et  N'  sont  situés  sur  la  nor- 
male au  point  M. 

1 0»  Étant  donnée  une  courbe  du  second  degré,  une  séc.ante  tourne  au- 
tour d’un  point  fixe  P ; on  joint  au  foyer  F les  points  M et  M'  où  elle  coupe 


la  courbe  ; démontrer  que  le  produit  tang  - 


est  constant. 


11°  L’angle  sous  lequel  du  foyer  d'une  courbe  du  second  degré  on  voit 
la  portion  d’une  tangente  mobile  comprise  entre  deux  tangentes  fixes  est 
constant. 


12°  ün  triangle  étant  circonscrit  à une  parabole,  le  point  de  concours 
des  hauteurs  est  sur  la  directrice,  et  le  cercle  circonscrit  au  triangle  passe 
par  le  foyer. 

13°  Si,  en  un  point  quelconque  M d’une  ellipse,  on  mène  une  normale, 
la  portion  de  cette  normale  comprise  entre  le  point  M et  le  petit  axe  a pour 
projection  sur  les  rayons  vecteurs  menés  du  point  M aux  deux  foyers  une 
longueur  égale  au  demi  grand  axe. 

14°  La  portion  de  la  normale  comprise  entre  le  point  M et  le  grand  axe 
a pour  projection  sur  les  rayons  vecteurs  une  longueur  égale  au  paramètre 
de  l’ellipse. 

15°  Deux  courbes  du  second  degré  ont  un  foyer  commun  ; si  l'on  mène 
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de  ce  foyer  des  rayons  vecteurs  aux  extrémités  d'un  diamètre  quelconque 
de  Fune  des  courbes  ; la  somme  ou  la  différence  des  rapports  de  ces  rayons 
aux  rayons  de  la  seconde  courbe  qui  ont  la  même  direction  est  constante. 

i6*  On  prolonge  les  rayons  vecteurs  qui  vont  d'un  point  quelconque  M 
de  l'ellipse  aux  deux  foyers  F et  F'  jusqu'à  leur  rencontre  en  P et  Q avec 


. J.  . MF  , MF' 

la  courbe  ; démontrer  que  la  somme  est  constante. 

rr  r ' V 

4 7°  Une  rose  des  vents  formée  de  m rayons  tourne  autour  de  son  centre 
placé  au  foyer  d’une  ellipse  ; démontrer  que  la  somme  des  inverses  des 
longueurs  comptées  sur  chaque  rayon  depuis  le  foyer  jusqu'au  point  oh  il 
coupe  l'ellipse,  est  constante. 

48*  D'un  point  quelconque  P situé  dans  le  plan  d’une  ellipse,  on  mène 
des  taugentes  à celte  ellipse  ; on  abaisse  du  point  P une  perpendiculaire  PC 
sur  la  corde  des  contacts  ÂB;  les  droites  PC  et  ÂB  coupent  le  petit  axe  en 
D et  E ; démontrer  que  le  cercle  décrit  sur  DE  comme  diamètre  passe  par 
les  deux  foyers. 

4 9*  Etant  données  deux  ellipses  homofocales  ; par  un  point  P on  mène  à 
l'une  d’elles  des  tangentes  qui  rencontrent  la  seconde,  l’une  eu  A et  B, 
l’autre  en  C et  D ; démontrer  que  l’on  a 


— ± — = -±— • 

PA^PB  PC^PD 

20*  On  décrit  un  cercle  sur  le  grand  axe  d'une  ellipse  comme  diamètre; 
l'ordonnée  d'un  point  quelconque  M de  l'ellipse  rencontre  le  cercle  en  un 
point  N ; si  l’on  appelle  t»  l’angle  que  fait  avec  le  grand  axe  le  rayon  vec- 
teur FM,  et  U l'angle  que  fait  avec  le  grand  axe  le  rayon  ON  du  cercle,  on 
a les  relations  

P = a(i  — ecosu),  tang^  = Y/y^^tang”. 

Eu  désignant  par  S Faire  du  secteur  elliptique  AFM,  on  a aussi 

S=^(u  — esinu). 

21*  Une  hyperbole  équilatère  homofocale  à une  ellipse  intercepte  sur 
les  côtés  d'un  angle  droit  circonscrit  à l’ellipse  deux  cordes  égales. 

22*  Un  triangle  étant  inscrit  dans  une  parabole,  si  l’on  appelle  U le  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  triangle,  c,  c',  c"  les  cordes  menées  par  le  foyer 
parallèlement  aux  côtés,  6,  6',  6"  les  angles  que  font  les  côtés  avec  l’axe, 
ou  a 

Rsio6.siu6'.sin6"=:p,  4pR*— cc'c". 

23*  Soient  A le  sommet,  F le  foyer  d’une  parabole,  (p,  “),  (p',  u'),  les  co- 
BR.  15 
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ordonnées  de  deux  points  H et  de  la  courbe,  6 l'angle  MFU',  S l'aire  da 
secteur  AFM,  A celle  du  secteur  MFM',  l la  longueur  de  la  corde  MM'; 
déDMntrer  les  formules  suivantes  employées  en  astronomie, 


/ • 

app'sin - 


P = 


2 Vp^COS  - = V(p  + p')‘  — 


p-hp'—2\^COS- 

s = g (P  H-  p)  Vp(2p  — P)  = ^ làng  ^^34-  tang» 

A = 3 Vpp'  sin  I (^p  4-  p'  -t-  cos  ® ^ 

= g (p  + p'+ V^cos  I)  V/2p^p4- p' - 2 V^cos  I) 


CHAPITRE  VIII. 

Seetioiië  comiqnea. 


THEORÉME  I. 

— La  section  d’un  cylindre  circulaire  droit  par  un  plan 
quelconque  oblique  à la  base  est  une  ellipse. 


Par  Taxe  CC'  du  cylindre 


J.  lOg)  menons  un  plan  perpen- 
diculaire au  plan  sécant;  nous 
prendrons  ce  plan  pour  plan  de 
la  figure.  Ce  plan  coupe  le  cy- 
lindre suivant  deux  génératri- 
ces opposées  GG' , HH',  et  le  plan 
sécant  suivant  la  droite  AA', 
Dans  le  plan  de  la  figure,  décri- 
vons deux  cercles  C et  C'  tan- 
gents à la  droite  AA'  et  aux  deux 
génératrices  GG',  HH'  du  cylin- 
dre ; il  suffit  pour  cela  de  mener 
et  A',  jusqu’à  leur  rencontre  en  C 
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etc'  avec  l’ase  èn  cjlindre ; si,  du  point  C corfifire  centré,  avec 
le  rayon  du  cylindre,  ôn  décrit  un  cercle,  ce  cercle  touchera  les 
génératrices  en  G et  H,  et  la  droite  AA'  au  point  F;  le  cercle  dé- 
crit du  point  G'  comme  centre  touchera  de  même  les  généra- 
trices en  G'  et  H',  et  la  droite  AA'au  point  F'.  Imaginons  mainte- 
nant que  la  figure  tourne  autour  de  l’axe  CG'  ; la  génératrice  GG' 
engendrera  la  surface  du  cylindre,  tandis  que  les  deux  cercles 
engendreront  deux  sphères  inscrites  dans  le  cylindre  et  le  tou- 
chant intérieurement,  la  première  suivant  la  circonférence  de 
grand  cercle  GLH,  la  seconde  suivant  ta  circonférence  de  grand 
cercle  G'L'H'.  En  outre,  les  deux  sphères  sont  tangentes  au  plan 
proposé,  la  première  au  point  F,  la  seconde  au  point  F'.  En  effet, 
le  plan  de  la  figure  cl  le  plan  proposé  sont  perpendiculaires 
entre  eux;  la  droite  CP,  qui  est  tracée  dans  le  premier  plan 
perpendiculairement  à leur  intersection  AA',  est  perpendicu- 
laire au  second  plan;  le  plan  AMA',  étant  perpendiculaire  à 
l’extrémité  du  rayon  CF,  est  langent  à la  sphère  C au  point  F. 
On  verrait  de  même  que  ce  plan  est  tangent  à la  sphère  C'  au 
point  F'. 

Cela  posé,  soit  AMA'  la  courbe  suivant  laquelle  le  plan  sécant 
coupe  le  cylindre;  nous  allons  démontrer  que  celle  courbe 
est  une  ellipse  ayant  pour  foyers  les  points  F et  F'.  Joignons 
un  point  quelconque  M de  cétte  courbe  aux  deux  points  F et  F'; 
par  le  point  M passe  une  génératrice  LL'  du  cylindre;  cette 
génératrice  touche  la  si)licrc  supérieure  au  point  L,  la  sphère 
inférieure  an  point  L'.  Les  deux  droites  MF,  ML,  tangentes 
menées  du  même  point  M à la  sphère  C,  sont  égales;  de  même, 
les  deux  droites  MF',  51L',  tangentes  menées  du  point  M à la 
sphère  inférieure , sont  égales.  Ainsi  la  somme  des  rayons 
recteurs  MF  -t-  MF'  est  égale  à ML  -+-  ML',  c’est-à-dire  à la  por- 
tion LL'  de  là  génératrice  comprise  entre  les  deux  cercles  de 
contact;  longueur  constante,  car  dans  le  mouvement  de  révo- 
lution autour  de  CC',  la  génératrice  GG'  vient  coïncider  avec 
LL'.  On  voit  par  là  que  la  somme  des  distances  de  chacun  des 
points  de  la  courbe  aux  deux  jmints  fixes  F et  F'  est  constante 
et  égale  à GG';  on  en  conclut  que  la  courbe  est  une  ellipse 
ayant  pour  foyers  F et  F'. 
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365 — Corollaire.  Les  droites  DE,  D'E',  intersections  du 
plan  sécant  et  des  plans  des  cercles  GH,  G' H',  suivant  lesquels 
les  sphères  inscrites  touchent  le  cylindre,  sont  les  directrices 
de  l’ellipse.  En  effet,  par  le  point  M menons  un  plan  perpendi- 
culaire à l’axe  du  cylindre;  ce  plan  coupera  le  cylindre  suivant 
un  cercle  NMN'.  La  droite  DE,  intersection  de  deux  plans  per- 
pendiculaires au  plan  de  la  figure,  est  elle-même  perpendicu- 
laire à ce  plan  et,  par  suite,  à la  droite  AA';  il  en  est  de  même 
de  la  droite  MP,  intersection  du  plan  du  cercle  et  du  plan 
sécant.  Le  rayon  vecteur  MF  étant  égal  à ML  ou  à NG,  et  la 
perpendiculaire  ahaissée  du  point  M sur  la  directrice  DE  étant 
égale  à PD,  le  rapport  des  distances  du  point  M au  foyer  et  à 
NG 

la  directrice  est  ; mais,  à cause  des  parallèles  PN  et  GD,  ce 

rapport  est  égal  à celui  de  AG  à AD,  rapport  constant,  puisque 
ces  deux  dernières  longueurs  sont  constantes. 

Au  foyer  F correspond  la  directrice  DE;  au  foyer  F',  la  di- 
rectrice IFE'. 

THÉORÈME  II. 

2ee—La  section  d’un  cône  circulaire  droit  par  un  plan  est 
une  courbe  du  second  degré. 

Menons  par  l’axe  du  cône  un  plan  perpendiculaire  au  plan 

sécant;  ce  plan  coupe  le  cône 
suivant  deux  génératrices 
SG,  SH,  et  le  plan  sécant  sui- 
vant la  droite  AA'. 

I®  Considérons  d’abord  le 
cas  où  la  droite  AA'  rencon- 
tre les  deux  génératrices  SG, 
SH  d’un  même  côté  du  som- 
met S (fig.  i6o).  Décrivons 
deux  cercles  O et  O'  tangents 
à la  droite  AA'  et  aux  deux 
arêtes  SG',  SH'.  Si  l’on  fait 
tourner  la  figure  autour  de 
F'g- 160.  l’axe  Sty,  pendant  que  l’arête 
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SG'  engendre  le  cône,  les  deux  cercles  engendrent  deux  sphères 
tangentes  au  cône  suivant  les  cercles  de  contact  GH,  G' H'.  Le 
plan  sécant  est  tangent  à l’une  des  sphères  au  point  F,  comme 
perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon  OF;  il  est  aussi  tangent 
à l’autre  sphère  au  point  F'. 

Cela  posé,  soit  M un  point  quelconque  de  la  courbe  d’inter- 
section ; la  génératrice  SM  qui  passe  en  ce  point  touche  les 
sphères  aux  points  L et  L';  joignons  MF,  MF'.  Les  droites  MF  et 
ML  sont  égales  comme  tangentes  menées  du  même  point  M à la 
sphère  O;  les  droites  MF'  et  ML'  sont  égales  comme  tangentes 
menées  du  point  M à la  sphère  O';  on  a donc 

MF  + MF'  = ML  -I-  ML'  = LL'. 

Or  la  portion  LL'  de  la  génératrice  comprise  entre  les  cercles 
parallèles  GH,  G' H'  est  constante  et  égale  à GG';  donc  la  somme 
des  distances  de  chacun  des  points  de  la  courbe  aux  deux 
points  fixes  F et  F'  est  constante,  et,  par  conséquent,  cette 
courbe  est  une  ellipse  dont  les  points  F et  F'  sont  les  foyers. 

La  somme  constante  GG'  est  égale  au  grand  axe  AA'.  Si,  par 
le  point  A'  on  mène  A'K  parallèle  à GH,  on  détermine  sur  la 
génératrice  une  portion  AK  égale  à la  distance  focale  FF';  car, 
si  des  longueurs  égales  GG',  AA'  on  retranche,  d’une  part  AG 
et  KG',  d’autre  part  les  longueurs  égales  AF  et  A' F',  il  reste 
deux  longueurs  égales  AK,  FF'. 

Considérons  les  droites  DE,  D'E',  suivant  lesquelles  le  plan 
sécant  est  coupé  par  les  plans  des  cercles  de  contact  GH,  G'H'. 
Si,  du  point  M on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  le  grand 
axe,  la  distance  du  point  M à la  droite  DE  est  égale  à PD.  Soit 
MNN'  le  cercle  parallèle  qui  passe  par  le  point  M;  la  longueur 
MF  ou  ML  est  égale  à GN.  A cause  des  parallèles  DG,  PN,  on  a 

GN_^_M 
DP  “ AD  ~ AA'’ 

Ainsi  les  distances  de  chacun  des  points  de  l’ellipse  au  foyer  F 
et  à la  droite  DE  sont  entre  elles  comme  la  distance  des  foyers 
au  grand  axe.  Celle  droite  DE  est  une  directrice  de  l’ellipse;  la 
droite  D'E'  est  la  seconde  directrice. 
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2**  Lorsque  la  droite  AA!  rencontre  les  deux  génératrices  SG 
et  SU  de  part  et  d’autre  du  sommet  (fig.  i6i),  on  a 

MP  — MF  = ML'  — Ml.  = UJ  = GG', 

La  différence  des  distances  de  chacun  des  points  de  la  courbe  aux 

deux  points  F et  F'  est  constante; 
cette  courbe  est  une  hyperbole 
qui  a pour  foyers  les  deux  points 
F et  F'.  Les  droites  d'intersection 
du  plan  sécant  et  des  plans  de 
contact  sont  de  même  les  direc- 
trices de  l’iiyperbole. 

3“  Supposons  enfin  que  la  droite 
AA!  soit  parallèle  à l'arrête  SH 
(lig.  162);  décrivons  une  sphère 
tangente  au  cône  suivant  le  cercle 
GH  et  au  plan  sécant  en  F.  Soit 
DG  l’intersection  du  plan  sécant 
avec  le  pian  du  cercle  de  contact 
GH.  Par  le  point  M de  la  section^ 
n.enons  la  droite  ME  perpendicu- 
laire à DE,  et  la  génératrice  S.M, 
qui  rencontre  en  L la  courbe  de 
contact;  la  droite  ME  sera  paral- 
lèle à AA'  et  à SH;  donc  les  trois 
droites  ME,  SM,  SH  sont  dans  un 
même  plan,  et  les  trois  points  H,  L, 
£ sur  la  droite  d’intersection  du 
plan  de  contact  et  du  plan  précé- 
Fig.  162.  dent.  Les  deux  triangles  MLE,  HSL 

sont  semblables,  et  puisque  SL  = S1I  on  a aussi  ML  = ME; 
mais  ML  = MF,  comme  tangentes  jpenées  du  point  M à la 
sphère;  par  conséquent,  MF  = ME.  Ainsi  la  courbe  est  une  pa- 
rabole dont  le  point  F est  le  foyer  et  DE  la  directrice. 

Celte  méthode  si  élégante,  pour  trouver  les  propriétés  des 
foyers  et  des  directrices  dans  les  courbes  du  second  degré,  est 
duc  à Dandelin. 
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9er— Placer  une  courbe  du  second  degré  sur  un  cône  donné. 
— I®  La  courbe  est  une  ellipse.  Dans  le  triangle  AA'K  (flg.  i6o), 
on  connaît  deux  côtés  AA',  AK,  qui  sont  le  grand  axe  et  !a 
distance  des  foyers,  ainsi  que  l’angle  opposé  à AA'  qui  est  le 
complément  de  la  moitié  de  l'angle  au  sommet  du  cône. 
Comme  le  grand  axe  surpasse  la  distance  focale,  on  peut  tou- 
jours construire  ce  triangle;  la  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  A' K détermine  le  point  S,  et  par  suite,  tout  ce  qui  fixe  la 
position  du  plan  sécant. 

2®  La  courbe  est  une  hyperbole.  Dans  le  triangle  AA'K 
(fig.  i6i),  on  connaît  également  deux  côtés,  ainsi  que  l’angle 
opposé  àTund’eux;  mais  comme  le  côté  opposé  à l’angle 
donné  est  le  plus  petit,  la  construction  du  triangle  n’est  pas 
toujours  possible.  Il  faut  que  l’on  ait  a > ccosy  (2  a étant  l’axe 
transverse,  2c  la  distance  des  foyers  de  l’hyperbole,  2y  l’angle 

au  sommet  du  cône);  d’où  cosy  < ^»  et,  par  suite,  cos  y < cosô, 

en  appelant  0 l’angle  de  l’asymptote  avec  le  grand  axe;  donc 
l’angle  des  asymptotes  doit  être  plus  petit  que  l’angle  du  cône. 

3®  La  courbe  donnée  est  une  parabole.  En  joignant  le  centre 
Ode  la  sphère  au  point  G,  on  forme  un  triangle  rectangle  OGA 
(fig.  162),  dans  lequel  on  connaît  le  côté  AG  qui  est  le  demi- 
paramètre  de  la  parabole,  et  l’angle  OAG  complémentaire  de  y. 
Après  avoir  construit  ce  triangle,  on  élèvera  OS  perpendicu- 
laire sur  OA  jusqu’à  la  rencontre  de  AG;  une  fois  connue  la 
distance  SA,  le  problème  est  résolu. 

En  résumé,  sur  un  cône  donné  on  peut  placer  toutes  les 
ellipses,  toutes  les  paraboles  et  toutes  les  hyperboles  dans  les- 
quelles l’angle  des  asymptotes  est  plus  petit  que  l’angle  du 
cône. 

S68 — Remarqle.  Supposons  que  les  sphères  employées 
précédemment  soient  toujours  inscrites  dans  le  cône,  mais 
coupent  le  plan  sécant;  il  suffit  pour  cela  que  les  cercles  gé- 
nérateurs soient  tangents  aux  deux  lignes  SA,  SA'  et  coupent 
AA';  les  intersections  des  sphères  par  le  plan  sécant  sont  des 
cercles,  et  l’on  verra,  dans  le  cas  de  l’ellipse  ou  de  l’hyperbole, 
que  la  somme  ou  la  différence  des  tangentes  menées  à ces 
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cercles  d’un  point  quelconque  de  la  courbe  est  constante;  dan* 
le  cas  de  la  parabole,  la  tangente  menée  au  cercle  d’un  point 
quelconque  de  la  courbe  est  égale  à la  distance  de  ce  point  à 
une  certaine  droite. 

Les  géomètres  grecs  connaissaient  les  courbes  du  second 
degré  comme  sections  d’un  cône  à base  circulaire  par  un  plan. 
Apoixosils  (247  ans  avant  J.  C.)  a fait  sur  les  sections  coniques 
un  traité  en  huit  livres,  dans  lequel  il  rapporte  ce  qui  a été 
trouvé  avant  lui,  et  expose  ses  propres  découvertes  sur  cette 
matière.  Le  traité  d’ApoLLONius  contient  les  principales  pro- 
priétés des  sections  coniques;  nous  citerons  les  deux  théo- 
rèmes sur  les  diamètres  conjugués  (n°*  162,  i63  et  ipS),  les 
propriétés  des  asymptotes  de  l’hyperbole,  les  propriétés  élé- 
mentaires des  foyers. 


CHAPITRE  IX. 

Théorèmes  géoéranx  snr  les  sections  coniqnes. 


200 — L’équation  générale  du  second  degré 

A a:*  4- B ary -f- C -1- D a: -H  E y -t- F = O , 

contient  six  coefficients;  mais,  comme  on  peut  diviser  tous  les 
termes  par  l’un  des  coefficients,  pourvu  que  ce  coefficient  soit 
différent  de  zéro,  on  voit  que  l’équation  ne  renferme  que  cinq 
paramètres  arbitraires,  savoir  les  rapports  de  cinq  coefficients 
an  sixième.  Pour  déterminer  une  courbe  du  second  degré,  il 
faut  donner  les  valeurs  des  cinq  paramètres,  ou  bien  cinq  rela- 
tions entre  ces  cinq  paramètres;  mais,  dans  ce  cas,  il  est 
nécessaire  d’examiner  si  les  cinq  équations  de  condition  ad- 
mettent un  système  de  solutions  réelles,  et  si,  en  outre,  l’é- 
quation du  second  degré  correspondante  représente  bien  une 
courbe  ; autant  les  cinq  équations  de  condition  admettront  de 
systèmes  de  solutions  réelles  jouissant  de  cette  propriété, 
autant  il  y aura  de  courbes  du  second  degré  satisfaisant  aux 
conditions  proposées. 
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En  général,  les  relations  entre  les  paramètres  proviennent 
de  conditions  géométriques  auxquelles  doit  satisfaire  la  courbe. 
Ainsi  on  peut  assujettir  la  courbe  à passer  par  des  points 
donnés,  à être  tangente  à des  droites  données,  etc.  On  expri- 
mera que  la  courbe  passe  par  un  point  donné,  en  écrivant  que 
les  coordonnées  du  point  vérifient  l’équation  de  la  courbe,  ce 
qui  donne  une  relation  entre  les  coefficients.  On  exprimera 
que  la  courbe  est  tangente  à une  droite  donnée,  en  écrivant 
que  l’équation  qui  fournit  les  abscisses  des  points  d’intersection 
de  la  courbe  et  de  la  droite  a deux  racines  égales,  ce  qui  donne 
aussi  une  relation  entre  les  coefficients.  Une  condition  géomé- 
trique qui  se  traduit  par  une  relation  entre  les  coefficients  est 
regardée  comme  une  condition  simple.  Une  condition  géomé- 
trique qui  se  traduirait  par  deux  relations  serait  regardée 
comme  double;  si,  par  exemple,  on  assujettissait  la  courbe  à 
toucher  une  droite  donnée  en  un  point  donné,  l’équation  qui 
donnerait  les  abscisses  des  points  d’intersection  devant  ad- 
mettre une  racine  double  donnée,  il  en  résulterait  deux  rela- 
tions entre  les  coefficients;  la  condition  géométrique  énoncée 
devrait  donc  compter  comme  deux  conditions  simples.  D’après 
cela,  on  dira  qu’il  faut  cinq  conditions  géométriques  pour  dé- 
terminer une  courbe  du  second  degré.  Mais,  comme  nous 
l’avons  déjà  fait  observer,  il  sera  nécessaire  d’examiner  si  les 
cinq  équations  admettent  une  solution  réelle. 

Si  l’on  veut  que  la  courbe  soit  une  parabole,  les  coefficients 
doivent  vérifier  la  relation  B’  — 4AC  = o;  l’équation  ne  conte- 
nant plus  que  quatre  paramètres  arbitraires,  la  parabole  sera 
définie  par  quatre  conditions. 

De  même,  si  l’on  veut  que  la  courbe  soit  une  hyperbole 
équilatère,  il  faudra  que  les  deux  droites  représentées  par 
l’équation  Aæ’-t-  Bxy  -I-  Cÿ*  = o,  droites  parallèles  aux  asym- 
ptotes (n®  i3o),  soient  perpendiculaires  entre  elles;  ce  qui 
donne  une  relation  entre  les  coefficients;  lorsque  les  axes  des 
coordonnées  sont  rectangulaires,  cette  relation  est  A 4-  G = o. 
Quatre  conditions  suffisent  donc  pour  déterminer  une  hyper- 
bole équilatère. 

Avant  d’aller  plus  loin,  il  est  bon  de  généraliser  les  défini- 
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lions,  afin  d’éviter  les  restrictions  qu’apporteraient  jlans  les 
énonces  des  théorèmes  les  solutions  imaginaires. 

POINTS  IMAGINAIKES. 

2fO — Un  système  de  valeurs  réelles  de  x et  de  j/ détermine 
un  point  du  pian;  par  analogie,  nous  appellerons  point  imagi- 
naire un  système  de  valeurs  imaginaires  attribuées  à x ety. 
Si  deux  systèmes  de  valeurs  imaginaires  sont  de  la  forme 
x = a-hbi,  y = c-i-  di,  x = a — bi,  y = c — di,  nous  dirons 
que  les  deux  points  imaginaires  sont  conjugués. 

Une  équation  du  premier  degré  Ax-l-By-l-C  = o à coeffi- 
cients réels  est  vérifiée  par  les  coordonnées  d’une  infinité  de 
pmnts  réels,  dont  le  lieu  est  une  ligne  droite;  mais  elle  est 
vérifiée  aussi  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  imagi- 
naires attribuées  à a;  et  à y;  car,  si  l’on  attribue  à x une  va- 
leur imaginaire  quelconque,  on  en  déduira  pour  y une  valeur 
imaginaire  correspondante.  Si  l’on  attribue  à x deux  valeurs 
imaginaires  conjuguées,  les  deux  valeurs  correspondantes  dey 
seront  aussi  conjuguées. 

Par  analogie,  nous  appellerons  droite  imaginaire  l’ensemble 
des  solutions  d’une  équation  du  premier  degré  à coefficients 
imaginaires.  Il  est  à remarquer  qu’une  droite  imaginaire 
passe  par  un  point  réel.  Soit,  en  effet, 

(A'  -H  A"i)  a;  + (B'  + B" i)  y + {C'  + C"i)  = o, 
ou  (A' a;  -i-  B'  ÿ -t-  C’)  -f- 1 (A" a:  -h  B" y -H  C")  = o, 

une  droite  imaginaire.  Cette  équation  sera  vérifiée  par  les 
coordonnées  du  point  d’intersection  des  deux  droites  réelles 
A'a;-+-B'y-^C'  = o,  A"a;4-B"y-l-C"=o. 

L’équation  générale  du  premier  degré,  renfermant  trois  co- 
efficients et  par  suite  deux  paramètres  arbitraires,  deux  points, 
réels  ou  imaginaires,  détermineront  la  droite.  Si  l’on  appelle 
y"  Jcs  coordonnées  des  deux  points  donnés,  la 
droite  qui  passe  par  ces  deux  points  aura  pour  équation 

X — x'  y — y' 

x" — x>  ~ y"  — y>‘ 

La  droite  qui  passe  par  deux  points  imaginaires  conjugués, 
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estréelle.  Soient,  en  effet,  æ'= a 4-61,  i/=c-hdi,  x"=a  — bi, 
y"  = c — di;  l'équation  de  la  droite  se  réduit  à 

X — a y — c 

Le  point  qqi  a pour  coordonnées 

x'  + x"  î/'  + v" 

x.  = — » y,  = - » 

sera  dit  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  donnés; 
si  les  deux  points  sont  imaginaires  conjugués,  le  milieu  sera 
un  point  réel. 

Une  équation  algébrique  f[x,  y)  = o à coefficients  réels  est 
vérifiée  en  général  par  les  coordonnées  d’une  infinité  de  points 
réels  formant  une  courbe  ; elle  est  vérifiée  aussi  par  les  coor- 
données d’une  infinité  de  points  imaginaires,  conjugués  deux 
à deux.  Si  les  coefficients  sont  imaginaires,  l’équation  admet 
toujours  une  infinité  de  solutions  imaginaires,  mais  seulement 
un  nombre  limité  de  solutions  réelles. 

Deux  équations,  l’une  du  premier  degré,  l’autre  du  second 
degré  en  x et  y,  admettent  deux  systèmes  de  solutions.  On 
dira  donc  qu’une  droite  rencontre  une  courbe  du  second 
degré  en  deux  points,  réels  ou  imaginaires.  Une  droite  réelle 
rencontre  une  courbe  du  second  degré  réelle  en  deux  points, 
qui  sont  ou  réels,  ou  imaginaires  conjugués.  Ceci  permet  d’ex- 
pliquer un  fait  qui  s’est  présenté  déjà  plusieurs  fois  ; quand  on 
cherche,  par  exemple,  le  lieu  des  milieux  d’une  série  de  cordes 
parallèles  dans  l’ellipse,  on  trouve  par  le  calcul  une  droite  in- 
définie, et  cependant  le  lieu,  tel  qu’il  est  défini  géométrique- 
ment, ne  se  compose  que  de  la  partie  du  diamètre  intérieure 
à l’ellipse;  les  sécantes  extérieures  rencontrent  l’ellipse  en  deux 
points  imaginaires  conjugués,  le  milieu  de  la  corde  est  encore 
un  point  réel,  et  le  diamètre  se  prolonge  ainsi  en  dehors  de  la 
courbe. 

TUÉORÉME  I. 

97t. — Deux  courbes  du  second  degré  ont,  en  général,  quatre 
points  communs. 

Nous  remarquerons  d’abord  que  si  les  deux  courbes  coïnci- 
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dent,  c’est-à-dire  si  les  deux  équations  sont  vérifiées  par  les 
mêmes  systèmes  de  valeurs  des  variables  x et  y,  les  coeffi- 
cients sont  proportionnels.  En  effet,  les  équations  ordonnées 
par  rapport  à y, 

(1)  C y*-i-(B  Æ-f-E)y-+- (A  aj’-t-D  aî-l-F)  = o, 

(2)  C'  y ’ -H  (B'  ic  -H  EO  y -f-  ( A'  a:* + ly  a:  -t-  F')  = O 
admettant  les  mêmes  racines  pour  une  même  valeur  de  x, 
on  a 

C Ba?-t“E  A Da! -f- F 

C'  “ B'a;-f-E'  “ A'a:*-t-D'a:-+-F’ 

et,  comme  ceci  doit  avoir  lieu  quelle  que  soit  a;,  on  en  conclut 

C _B  _E  A _D  _F 
C'  “ B'  “ E'  — A'  “ ly  — P* 

La  réciproque  est  vraie  : lorsque  les  coefficients  sont  propor- 
tionnels, les  deux  équations  sont  évidemment  identiques  et  les 
deux  courbes  coïncident. 

Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  les  courbes  différentes, 
c’est-à-dire  les  coefficients  non  proportionnels.  Considérons 
d’abord  le  cas  où  les  coefficients  C et  C'  sont  différents  de  zéro; 
si  l’on  retranche  les  équations  membre  à membre  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par  et  C,  on  élimine  y*  et 
l’on  obtient  une  équation  de  la  forme 

(3)  (B,a:-i-E,)y-|-(A,a;’-HD,x-l-F,)  = o, 

qui,  avec  l’équation  (i),  forme  un  système  équivalent  au  sys- 
tème des  deux  équations  proposées  (i)  et  (2).  Les  cinq  coeffi- 
cients Bj,  E„  A„  D„  F,  ne  peuvent  être  nuis  à la  fois;  car  si 
cela  avait  lieu,  les  coefficients  des  deux  équations  (i)  et  (2)  se- 
raient proportionnels.  Si  les  deux  coefficients  B,  et  E,  étaient 
nuis,  l’équation (3) deviendrait  A,a:’-t-D,a;-|-F,  = o;  elle  don- 
nerait pour  X deux  valeurs;  à chacune  d’elles,  d’après  l’équa- 
tion (i),  correspondraient  deux  valeurs  dey;  en  tout  quatre 
solutions.  Supposons  que  les  deux  coefficients  B^  et  E,  ne  soient 

E 

pas  nuis  à la  fois;  en  général,  la  valeur  x——  5-'  qui  annule 
le  coefficient  de  y dans  l’équation  (3)  n’annule  pas  le  polynôme 
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A,x*-hD,a:-t-F,;  dans  ce  cas,  la  quantité  R,a:-t-E,  étant  dif- 
férente de  zéro  pour  toutes  les  solutions  de  l’équation  (3),  on 
peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

A,Æ*-t-D,a:-l-F, 

y=-  ■ b,Uê;-  • ’ 

en  portant  cette  -valeur  de  y dans  l’équation  (i),  on  obtient  une 
équation  du  quatrième  degré 

(4)  a,ar*4-o,a:*-+-a,a;*4-a,a:-t-a4=o, 

qui,  jointe  à l’équation  (3),  forme  un  système  équiv'alent  au 
système  des  deux  équations  (i)  et  (3),  et,  par  conséquent,  au 
système  proposé.  Les  cinq  coefficients  de  l’équation  (4)  ne  peu- 
vent être  nuis  à la  fois;  car,  si  cela  avait  lieu,  l’équation  (4) 
devenant  une  identité,  les  deux  équations  proposées  seraient 
identiques.  L’équation  (4)  donne  quatre  valeurs  de  x;  à chacune 
d’elles  correspond,  d’après  l’équation  (3),  une  valeur  de  y,  ce 
qui  fait  quatre  solutions  du  système  proposé.  Si  la  valeur 
E 

x= — g-*  annulait  le  polynôme  A,a;*-f-D,a:4-F,,  l’équation 
(3)  se  mettrait  sous  la  forme 

(R, a;  -f-  E,)  [y  + mx  + n)T=  o, 

et  se  décomposerait  en  deux  équations  distinctes,  R,  a;  -|-  E,  = o, 

E 

ÿ-f-ma;4-n  = o;  la  première  donne  la  valeur  a:=—  ô-‘»  à 

laquelle,  d’après  l’équation  (i),  correspondent  deux  valeurs  de 
x;  de  la  seconde  on  déduit  y= — mx  — n,  et,  remplaçant  y 
par  cette  valeur  dans  l’équation  (i),  on  obtient  une  équation  du 
second  degré  en  x,  qui  fournit  deux  nouvelles  solutions;  en 
tout  quatre  solutions.  Cependant  il  peut  arriver  que  cette  der- 
nière équation  du  second  degré  en  x se  réduise  à une  identité; 
dans  ce  cas,  les  coordonnées  de  tous  les  points  de  la  droite 
y + mx  -f-  n = o vérifient  les  deux  équations  proposées,  qui  re- 
présentent alors  des  couples  de  droites,  dont  deux  coïncident. 

Si  un  seul  des  coefficients  C ou  C'  était  nul,  l’une  des  équa- 
tions proposées  serait  de  la  forme  (3)  et  on  répéterait  ce  qui 
vient  d’être  dit. 
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Considérons  maintenant  le  cas  où  les  deux  coefficients  C et  C' 

E' 

sont  nuis.  Si  la  valeur  x =—  g;  qui  annule  le  coelficienl  de  y 

dans  l’équation  (2)  n’annule  pas  le  polynôme  A' ic’ -h  IV  a;  4-  F', 
on  déduira  de  cette  équation 

A'æ’-HD'æ-I-F' 

et,  substituant  dans  l’équation  (i),  on  arrivera  à une  équation 
du  troisième  degré  en  x,  ce  qui  donne  trois  solutions.  Si  la 
E' 

valeur  x =—  g-,  annule  le  polynôme  A'x*+  ly  x 4-  F',  l’équa- 
tion (2)  se  met  sous  1a  forme 

(B^x  4-  E')  (y  4-  mx  -+-  n)  = o, 

et  représente  deux  droites  B'x  4-  E'  = o,  y 4-  mx  n = o qui 

coupent  la  courbe  (i),  la  première  en  un  point,  la  seconde  en 
deux  points.  Il  peut  arriver  que  l’une  de  ces  droites  appartienne 
à la  ligne  (i);  dans  ce  cas,  les  équations  proposées  représentent 
des  couples  de  droites,  dont  deux  coïncident. 

On  conclut  de  ce  qui  précède,  que  deux  lignes  du  second 
degré  ne  peuvent  avoir  plus  de  quatre  points  communs,  à 
moins  que  ces  lignes  ne  soient  des  couples  de  droites,  dont 
deux  coïncident.  Lorsque  tes  deux  équations  proposées  ont 
leurs  coefflcienis  réels,  les  quatre  points  communs  sont  réels 
ou  imaginaires  conjugués. 

— Il  est  facile  de  former  l’équation  (4)  qui  donne  les 
abscisses  des  quatre  points  communs  à deux  courbes  du  second 
degré.  Soient  Ajÿ’4- A,y4-A,  = o,  A„'y’4- A(y4-Aj'=o, 
les  deux  équations  proposées,  dans  lesquelles  A„  et  A#  dési- 
gnent des  constantes.  A,  et  A{  des  polynômes  du  premier 
degré  en  x.  A,  et  AJ  des  polynômes  du  second  degré.  En  re- 
tranchant ces  équations  membre  à membre,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  Ag  et  A,,  on  a 

(A.A'-^A'A,)ÿ4-(A,A*'-A'A,)=o. 

En  multipliant  par  A,  et  A|,  retranchant  et  supprimant  le  fac* 
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leur  y,  on  a de  même 

(Aj  — Ai  A,)  ÿ -H  (AjAj' — Ai  A,)  = O. 

I/éHminatièTf  de  y entre  ees  denx  dernières  équations  conduit 
à f équation  du  qnatrième  degré 

(A.A{  - Ai  A,)  (A.  Ai  -=■- A'A.)  (A. Ai  - AiA.)*=o. 

if3 — Corollaire.  Une  équation  du  second  degré  à coeffi- 
cients imaginaires  ne  peut  admettre  plus  de  quatre  solutions 
réelles.  En  effet,  le  premier  membre  de  l’équation  est  de  la 
forme  S-M'S^,  S et  S,  désignant  des  polynômes  réels  du  se- 
cond degré;  si  l’équation  est  vérifiée  par  des  valeurs  réelles 
attribuées  à â;  et  à on  aura  séparément  S = o,  S,  = o;  les 
points  réels  du  lieu  sont  les  points  communs  aüx  deux  courbes 
réelles  S = o,  S,  = o. 

THÉORÈME  II. 

27â  — Par  cinq  points  donnés,  on  peut  faire  passer  une 
courbe  du  second  degré,  et  on  n'en  peut  faire  passer  qu’une. 

Soit  Aæ’  -1-  Bxy-f-Cy*+  ÜÆ-t-Ey  -+-  F = o l’équation  géné- 
rale des  courbes  du  second  degré;  si  l’on  désigne  par  o/  et  y' 
les  coordonnées  de  l’un  des  points,  on  aura  cinq  relations  de 
la  forme 

Ax'*-t- Bx'ÿ' -f- Cy'*-hDa^-f-Ey'-+- F =o 

entre  les  rapports  de  cinq  coefficients  au  sixième.  Les  équa- 
lioBS,  étintdu  premier  degré,  admettent  en  général  une  solu- 
tion et  »ne  seule;  cependant  il  faudrait  examiner  s’il  n’y  a pas 
des  cas  d’impossibilité.  La  méthode  que  nous  suivrons  nous 
permettra  d’éviter  cette  discussion  compliquée. 

Supposons  d’abord  que,  parmi  les  cinq  points  donnés  a,  b, 
e,  d,  e,  trois  ne  soient  pas  en  ligne  dtoite  (fig.  i63).  Les  quatre 
premiers  points  sont  les  sommets  d’un  quadrilatère  abed.  Dé- 
signons, pour  abréger;  par  a = o,  p = o les  équations  de 
deux  côtés  opposés  ab  et  cd,  par  y = o,  S = o celles  de  deux 
autres  côtés  opposés  bc  et  da.  Considérons  l’équation 
(5)  ap  — A*y5  = o, 

qui  renferme  un  paramètre  arbitraire  k.  Les  lettres  a,  p,  y,  o 
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désignant  des  polynômes  du  premier  degré  en  x et  y,  Téqua- 


Fig.  163. 


tion  est  du  second  degré;  les  coordonnées  du  point  a,  inter- 
section des  droites  ab  et  ad,  annulent 
les  deux  polynômes  a et  S,  et,  par  con- 
séquent, vérifient  l’équation  (5)  ; il  en 
est  de  même  des  trois  autres  points  b, 
c,  d.  Ainsi  la  courbe  représentée  par 
l’équation  (5)  passe  par  les  quatre 
points  a,  b,  c,  d.  On  peut  déterminer 
le  paramètre  k de  manière  que  la 
courbe  passe  par  le  cinquième  point  e. 
Appelons  a',  y'  S' les  valeurs  des  polynômes  a,  p,  y.  S,  quand 
on  y remplace  x et  ÿ par  les  coordonnées  a/  et  ÿ'  du  point  e;  on 

a/ 2/ 

devra  avoir  a' P'— Ay' S' =o;  d’où  k = En  attribuant  à A 

cette  valeur,  on  obtient  une  courbe  du  second  degré  passant 
par  les  cinq  points  donnés. 

Nous  avons  trouvé  une  courbe  du  second  degré  passant  par 
les  cinq  points  donnés.  Il  n’en  existe  pas  d’autre;  en  effet,  des 
cinq  points  donnés,  trois  n’étant  pas  en  ligne  droite,  une  ligne 
du  second  degré  passant  par  ces  cinq  points,  ne  pourra  se 
réduire  à deux  droites;  mais  nous  avons  vu  que  deux  courbes 
du  second  degré  non  formées  de  lignes  droites  ont  au  plus 
quatre  points  communs. 

Supposons  que,  parmi  les  cinq  points  donnés,  trois  c,  d,  e 
soient  en  ligne  droite;  la  droite  cde,  ayant  trois  points  com- 
muns avec  le  lieu,  appartiendra  au  lieu  qui  se  composera  alors 
de  la  droite  cde  et  d’une  seconde  droite  passant  par  les  deux 
autres  points  o et  b.  L’équation  du  lieu  sera  ap  = o;  on  l’ob- 
tient en  faisant  k = o dans  l’équation  précédente. 

Lorsque,  parmi  les  cinq  points  donnés,  quatre  sont  situés 
sur  une  même  droite,  il  y a indétermination.  Le  lieu  se  com- 
posera de  celte  droite,  et  d’une  droite  quelconque  passant  par 
le  cinquième  point. 

5— Corollaire  I.  L’équation  a^  — AyS  = o,  dans  la- 
quelle k désigne  un  paramètre  arbitraire,  représente  toutes 
les  courbes  du  second  degré  qui  passent  par  les  quatre  points 
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a,  b,  c,  d;  car  un  cinquième  point  déterminerait  la  courbe  et 
on  peut  toujours  donner  au  paramètre  k une  valeur  telle  que 
la  courbe  passe  par  ce  cinquième  point. 

Comme  on  peut  supposer  que  les  lettres  a,  p,  y,  S désignent 
les  distances  d'un  point  quelconque  ayant  pour  coordonnées  x 

aS 

ety  aux  côtés  du  quadrilatère,  l’équation  ;^  = A:  signifie  que  le 

produit  des  distances  d’un  point  quelconque  d'une  section  coni- 
que à deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  est  au  pro- 
duit des  distances  de  ce  même  point  aux  deux  autres  côtés  dans 
un  rapport  constant. 

En  général,  si  l’on  désigne  par  S = o et  S,= o les  équations 
de  deux  courbes  du  second  degré,  l’équation  S — kS^  = o,  dans 
laquelle  k est  un  paramètre  arbitraire,  représentera  toutes  les 
courbes  du  second  degré  passant  par  les  quatre  points  com- 
muns aux  deux  premières. 

!376 — Corollaire  II.  Proposons-nous  maintenant  de  déter- 
miner une  parabole  passant  par  quatre  points  donnés  a,  b,  c,  d. 
Si  l’on  joint  ces  points  deux  à deux  par  deux  droites  ab,  cd  qui 
se  coupent  et  que  l’on  prenne  ces  droites  pour  axes  des  coor- 
données, l’équation  générale  des  courbes  du  second  degré  qui 
passent  par  les  quatre  points  est 


a et  6 étant  les  abscisses  des  points  a et  6,  c et  d les  ordonnées 
des  points  c et  d.  Pour  que  le  lieu  soit  une  parabole,  il  faut 
que  le  paramètre  k satisfasse  à la  condition 


1 iV  4 

ad  bc  J abcd 


Lorsque  le  produit  abcd  est  négatif,  on  trouve  pour  k deux 
valeurs  imaginaires,  et  il  est  impossible  de  faire  passer  une 
parabole  réelle  par  les  quatre  points.  Lorsque  le  produit  est 
positif,  ce  qui  revient  à dire  que  l’on  peut  former  un  quadrila- 
tère convexe  ayant  pour  sommets  les  quatre  points,  on  obtient 
pour  k deux  valeurs  réelles  différentes,  et,  par  conséquent, 
deux  lignes  réelles  du  genre  parabole  passant  par  les  quatre 

BR.  It) 
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points.  Si  l’on  pouvait  réunir  les  points  deux  à deux  par  des 
droites  parallèles,  chaque  couple  de  droites  parallèles  consti- 
tuerait une  solution.  Quand  ceci  n’a  pas  lieu,  il  y a effective- 
ment deux  paraboles  passant  par  les  quatre  points. 

977  — Corollaire  III.  Il  est  facile  de  former  l’équation  gé- 
nérale des  courbes  du  second  degré  qui  passent  par  trois  points 
donnés  a,  b,  c.  Si  l’on  désigne  par  a = o,  P = o,  y = o l^s 
équations  des  trois  droites  bc,  ca,  ab,  on  voit  que  l’étjuation 

(6)  apy-f-ftya-t-ca^  = o 

représente  une  courbe  du  second  degré  passant  par  les  trois 
points  donnés.  Cette  équation  renferme  deux  paramètres  arbi- 
traires, les  rapports  de  deux  des  coefficients  a,  b,  ç au  troi- 
sième, et  on  pourra  disposer  de  ces  deux  paramètres  de  ma- 
nière à faire  passer  la  courbe  par  deux  autres  points  pris  à 
volonté  dans  le  plan. 


THÉORÈME  III. 


97^  —On  peut  mener  une  courbe  du  second  degré  tangente 
â deux  droites  données  en  deux  points  domiés  et  passant  par 
un  autre  point  donné. 

Soient  4t  = o,  p==o  les  équations  des  deux  tangentes  pa, 
pb,  y = o celle  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  de 
contact  a cl  b (fig.  i64).  Considérons  l’équation 


(7)  ap  — A-y’— O, 

dans  laquelle  le  paramètre  k est  arbitraire.  Si  l’on  y fait  a = o, 

on  a y’=o,  d'où  l’on  conclut  que  la 
droite  pa  rencontre  la  courbe  en 
deux  points  qui  coïncident,  et,  par 
cofiséquent,  est  tangente  en  a.  De 
même,  la  droite  pb  est  tangente  en 
6.  On  déterminera  ensuite  le  para- 
mètre A de  manière  que  la  courbe 
passe  par  un  autre  point  donné.  Il 
n'existe  qu’une  courbe  du  second  degré  satisfaisant  à ces  con- 
ditions; car,  si  deux  courbes  du  second  degré  ont  les  mêmes 
tangentes  en  deux  points  a et  b,  l’équation  (4),  qui  donne  les 
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abscisses  des  points  commuils,  aura  deux  racines  doubles;  les 
deux  courbes  ne  peuvent  donc  avoir  un  autre  point  commun. 

279 — On  peut  déterminer  le  paramètre  k par  la  condition 
que  la  courbe  soit  une  parabole.  En  prenant  les  deux  tangentes 
pour  axes  des  coordonnées,  l’équation  (7)  devient 


Pour  que  la  courbe  soit  une  parabole,  il  faut  que  la  condition 
(k  — ^ ) ^ = O soit  vérifiée;  ce  qui  donne  les  deux  so- 

lutions  A = o,  A = ^5  à la  première  correspond  la  droite  06, 
à la  seconde  une  parabole  dont  l’équation  peut  être  mise  sous 


la  forme 


*80— Corollaire.  L’équation  (7)  est  l’équation  générale 
des  courbes  du  second  degré  tangentes  à deux  droites  données 
en  deux  points  donnés;  elle  signifie  que  le  produit  des  distances 
d'un  point  quelconque  d’une  section  conique  à deux  tangentes 
est  au  carré  de  la  distance  de  ce  point  à la  corde  des  contacts 
dans  un  rapport  constant. 

En  général,  si  l’on  «lésigne  par  S = o l’équation  d’une  colirbe 
du  second  degré,  l’équation  S — Ay*  = o représentera  toutes 
les  courbes  du  second  degré  tangentes  à la  première  en  deux 
points  situés  sur  la  droite  y — o. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toute  équation  du  second 
degré  peut  être  mise  sous  la  forme  ap  — Ay*  = o,  y = o dési- 
gnant une  droite  quelconque,  a=o  et  p = o les  tangentes 
aux  points  où  cette  droite  rencontre  la  courbe^  Si  la  droite 
réelle  ab  est  extérieure  à la  courbe,  c’est-à-dire  la  rencontre 
en  deux  points  imaginaires  conjugués,  les  tangentes  en  ces 
(leux  points  sont  des  droites  imaginaires  conjuguées,  dont  le 
point  de  concours  p reste  réel,  et  est  situé  à l’intérieur  de  la 
courbe.  Réciproquement,  d’un  point  intérieur  p on  peut  mener 
à la  courbe  deux  tangentes  imaginaires  conjuguées,  et  la  droite 
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de  contact  ab,  passant  par  deux  points  imaginaires  conjugués, 
reste  réelle. 

THÉORÈME  IV. 

284 — Lorsque  deux  sections  coniques  sont  doublement  tan- 
gentes à une  même  section  conique,  deux  sécantes  communes 
passent  par  le  point  de  rencontre  des  cordes  de  contact. 

Soit  S = o l’équation  d’une  section  conique;  deux  sections 
coniques  S,  et  S,  (fig.  i65)  doublement 
tangentes  à la  première  seront  repré- 
sentées par  des  équations  de  la  forme 
S — kf*  — O,  S — A'^y’=o, 

En  retranchant  ces  deux  dernières  équa- 
tions membre  à membre,  on  obtient 
deux  droites  réelles  ou  imaginaires 

ky* — AY’  = o,  ou 

auxquelles  appartiennent  les  quatre  points  communs  aux  deux 
coniques  S,  et  S,.  Ces  deux  sécantes  communes  ab,  cd  passent 
par  le  point  de  renconire  des  cordes  de  contact  mn,  m'n',  dont 
les  équations  sont  y = o,  y'  = o. 

THÉORÈME  V. 

^^^—Lorsque  trois  sections  coniques  ont  deux  points  com- 
muns, les  trois  droites  qui  joignent  les  autres  points  d’intersec- 
tion des  courbes  deux  à deux  passent  par  un  même  point. 

Soit  S = o l’équation  de  l’une  des  sections  coniques,  a = o 
l’équation  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  communs, 
les  équations  des  deux  autres  sections  coniques  seront  de  la 
forme  S — Aap  = o,  S — A-'ay  = o.  Les  trois  droites  qui  pas- 
sent par  les  deux  autres  points  d’intersection  des  courbes  con- 
sidérées deux  à deux,  sont  p = o,  y = o,  A^  — A'y.— o;  on 
voit  que  la  troisième  passe  par  le  point  d’intersection  des  deux 
premières. 

THÉORÈME  VI. 

2^3— Un  hexagone  étant  inscrit  dans  une  section  conique, 
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les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

Ce  théorème,  que  l’on  doit  à Pascal,  est  une  conséquence  du 
théorème  précédent.  Soit  abcdef  {Wg.  i66)  un  hexagone  inscrit 

dans  une  section  conique; 
la  courbe  et  les  deux  cou- 
ples de  droites  ab  et  cd,  af 
et  de,  peuvent  être  regar- 
dées comme  trois  sections 
coniques  ayant  deux  points 
communs  o et  d.  La  droite 
bc  joint  les  deux  autres 
points  d’intersection  6 et  c 

P de  la  courbe  et  des  deux 

droites  ab  et  cd;  la  droite  ef 
joint  les  deux  autres  points  d’intersection  e et  f de  la  courbe  et 
des  deux  droites  af  et  de;  d’ailleurs  les  deux  couples  de  droites 
se  coupent  en  m et  p;  les  trois  droites  bc,  ef,  mp  passent  par 
un  même  point  n;  donc  les  trois  points  d’intersection  m,  n, 
P des  côtés  opposés  de  l’hexagone  inscrit  sont  en  ligne  droite. 

Ce  théorème  ne  s’applique  pas  seulement  à un  hexagone 
convexe,  mais  encore  à un  hexagone  fermé 
quelconque.  On  forme  un  hexagone  in- 
scrit en  traçant  six  cordes  consécutives 
dans  un  sens  ou  dans  l’autre,  de  manière 
à revenir  flnalement  au  point  de  départ. 
Si  l’on  numérote  les  côtés  dans  l’ordre  sui- 
vant lequel  on  les  a obtenus,  les  trois  points 
d’intersection  des  côtés  (i,  4)>  (2,  5),  (3,  6) 
sont  en  ligne  droite  (fig.  167). 

284— Corollaire  I.  Lorsqu’on  déflnit  une  section  conique 
par  cinq  points  a,  b,  c,  d,  e,  le  théorème  précédent  permet 
de  construire  autanfde  points  de  la  courbe  que  l’on  veut.  Par  le 
point  a traçons  une  droite  quelconque  af  et  cherchons  le  point 
foù  celte  droite  coupe  la  courbe  (fig.  166);  on  marquera  le 
point  d’intersection  m des  droites  ab  et  de,  le  point  d’inter- 
section P des  droites  cd  et  af:  la  droite  bc  ira  rencontrer  la 
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droite  mp  en  un  point  n;  le  point  f,  où  la  droite  ne  rencontre 

af,  appartient  à la  courbe. 

On  peut  aussi  construire  la  tangente  en  Pim  des  points. 

Quand  deux  sommets  de  l’hexa- 
gone inscrit,  par  exemple  a et 
f,  se  confondent,  le  côté  inter- 
médiaire devient  la  tangente  à 
la  courbe  au  point  a;  si  l’on  ap- 
plique le  théorème  de  l'hexa- 
gone inscrit,  en  comptant  cette 
tangente  comme  un  côté,  on  a 
encore  trois  points  en  ligne 
droite.  On  marquera  donc  le 
point  d’intersection  m des  côtés 
ab  et  de  (fig.  iü8),  le  point  d'intersection  n des  côtés  bc  et  ae;  la 
droite  ed  rencontrera  la  droite  wm  en  un  point  p;  la  droite  ap 
est  la  tangente  en  a. 


Pig.  168. 


9§5— CoRopi-AiKE  H.  Un  quadrilalère  abcd  étant  inscrit 
dans  une  section  conique,  les  points  de  rencontre  des  côtés  op- 
posés, et  les  points  de  rencontre  des  tangentes  aux  sommets 
opposés  sont  en  ligne  droite.  Si,  avec  les  tangentes  en  a et  c,  on 

complète  l’hexa- 
gone inscrit,  on 
aura  trois  points 
m,  n,  p en  ligne 
droite  (fig.  169).  En 
complétant  l’hexa- 
gone avec  les  tan- 
gentes en  6 et  d, 
^'s- 169-  on  aura  de  même 

trois  points  m,  n,  q en  ligne  droite.  Donc  les  quatre  points 
P>  5 sont  en  ligue  droite. 


Corollaire  III.  Un  triangle  étant  inscrit  dans  une  section 
conique,  les  points  d’intersection  des  côtés  et  des  tangentes  aux 
sommets  opposés  sont  en  ligne  droite.  Car  les  trois  tangentes 
complètent  l’hexagone  inscrit. 
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*80— Nous  avons  vu  (n“  274)  que  par  cinq  points  a,  b,  e, 
d,  e,  tels  que  trois  d’entre  eux  ne  soient  pas  en  ligne  droite, 
passe  une  section  conique  et  une  seule.  On  peut  obtenir  les 
éléments  de  cette  courbe  de  la  manière  suivante  : on  com- 
mence par  déterminer  les  tangentes  A,  R,  C en  trois  des 
points  donnés  a,  b,  c.  Dans  toute  courbe  du  second  degré  les 
tangentes  aux  extrémités  d’une  corde  se  coupent  sur  le  dia- 
mètre conjugué  à cette  corde;  par  conséquent,  la  ligne  qui 
joint  le  point  de  rencontre  p des  droites  A et  B au  point  milieu 
g de  la  droite  ab  est  le  diamètre  des  cordes  parallèles  à ab;  de 
même  la  ligne  qui  joint  le  point  de  rencontre  q des  droites  B 
et  C au  milieu  h de  bc  est  le  diamètre  des  cordes  parallèles  à 
6c.  Supposons  d’abord  que  les  deux  diamètres  pg,  qh  se  cou- 
pent en  un  point  0;  dans  ce  cas,  la  courbe  est  une  courbe  à 
centre  et  le  centre  est  le  point  0.  La  droite  op  et  la  droite  ok 
parallèles  à ab  forment  un  système  de  diamètres  conjugués. 
Si  l’on  appelle  a'  la  longueur  du  demi-diamètre  dirigé  suivant 
op,  on  a a'  = \Jup  .og;  on  obtient  de  même  la  longueur  6' du 
demi-diamètre  dirigé  suivant  ok.  Nous  avons  expliqué  (n°‘  174 
et  170)  comment  on  détermine  les  axes,  quand  on  connaît  uq 
système  de  diamètres  conjugués  a'  et  b'. 

*87  — Si  les  deux  diamètres  sont  parallèles,  la  courbe  est 
une  parabole.  Dans  ce  cas,  on  mène  les  diamètres  qui  passent 
en  a et  6,  puis  des  droites  faisant  avec  les  tangentes  les  mêmes 
angles  que  les  diamètres;  ces  deux  droites  se  coupent  au  foyer 
de  la  parabole.  En  abaissant  du  foyer  des  perpendiculaires  sur 
les  tangentes  A et  B,  et  prolongeant  chacune  des  perpendicu- 
laires d’une  longueur  égale  à elle-même,  on  a deux  points  de 
la  directrice. 

Lorsque  l’on  donne  trois  points  et  les  tangentes  en  deux  de 
ces  points,  on  détermine  la  tangente  au  troisième  point  à l’aide 
de  la  propriété  du  triangle  inscrit  (n"  280),  puis  on  opère 
comme  précédemment.  La  construction  relative  à la  para- 
bole peut  évidemment  être  employée  quand  on  connaît  deux 
tangentes  à la  courbe  et  les  points  de  contact. 

Supposons  enûn  que  l’on  veuille  trouver  les  éléments  d’une 
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parabole  déterminée  par  quatre  points  a,  b,  c,  d.  Si  l’on  prend 
pour  axes  des  coordonnées  les  deux  droites  ab,  cd,  les  équa- 
tions des  paraboles  passant  par  les  points  donnés  sont 

yabcd 

/cd” 

Les  coefficients  angulaires  des  axes  des  paraboles  étant  ± ^ • 

on  en  conclut  que  ces  axes  sont  parallèles  aux  diagonales  d’un 
parallélogramme  formé  sur  les  axes  des  coordonnées  et  dont 
les  côtés  auraient  pour  longueurs  les  moyennes  piroportion- 
nelles  entre  a et  ô,  c et  d.  Connaissant  la  direction  de  l’axe, 
le  théorème  sur  le  pentagone  inscrit  (n"  284)  donnera,  en 
supposant  que  le  point  e s’éloigne  indéfiniment,  c’est-à-dire 
que  les  droites  ae  et  de,  par  exemple,  deviennent  parallèles  à 
l’axe,  la  tangente  en  l’un  des  points.  Lorsque  l’on  aura  déter- 
miné deux  tangentes,  on  sera  ramené  au  cas  précédent. 

CONDITIOXS  MULTIPLES. 

288— Reprenons  l’examen  des  conditions  géométriques 
par  lesquelles  on  peut  déflnir  une  courbe  du  second  degré. 
Jusqu’ici  nous  n’avons  parlé  que  des  conditions  simples, 
comme  les  points  et  les  tangentes.  Le  centre  équivaut  à deux 
conditions;  car,  si  l’on  prend  le  centre  pour  origine  des  coor- 
données, l’équation  du  second  degré,  étant  privée  des  termes 
du  premier  degré,  ne  contient  plus  que  trois  paramètres  arbi- 
traires; ainsi  la  courbe  est  définie  par  son  centre  et  trois 
points. 

Un  diamètre  avec  la  direction  des  cordes  équivaut  à deux 
conditions;  car  si  l’on  prend  le  diamètre  pour  axe  des  x et  une 
parallèle  aux  cordes  pour  axe  des  y,  l’équation,  étant  privée 
des  deux  termes  du  premier  degré  en  y,  ne  contient  plus  que 
trois  paramètres  arbitraires. 

Un  syslcme  de  diamètres  conjugués  équivaut  à trois  condi- 
tions; car,  si  on  les  prend  pour  axes  des  coordonnées,  l’équa- 
tion, devant  se  réduire  à la  forme  ax* by* c = o,  ne 
contient  plus  que  deux  paramètres  arbitraires.  En  général. 
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soient  a = o,  P = o,  les  équations  de  deux  diamètres  conju- 
gués^ les  distances  a et  de  chaque  point  aux  deux  diamètres 
conjugués,  étant  proportionnelles  aux  coordonnées  de  ce  point 
relatives  à ces  diamètres,  la  courbe  sera  représentée  par  l’é- 
c]uation 

(8)  oa*-f-6P’-t-c  = o 

avec  deux  paramètres  arbitraires. 

L'équation 

(9)  a*  -t-  a P = O 

est  réqualion  générale  des  paraboles  dont  la  droite  a = o est 
un  diamètre,  et  la  droite  p = o la  tangente  à l’extrémité  de  ce 
diamètre. 

On  sait  que  l’équation  de  l’hyperbole,  rapportée  à ses  deux 
asymptotes,  est  xy  = k.  En  général,  soient  a = o,  P = o,  les 
équations  des  deux  asymptotes,  l’hyperbole  sera  représentée 
par  une  équation  de  la  forme 

(10)  — & = o 

ne  renfermant  qu’un  paramètre  arbitraire  k.  Ainsi  les  deux 
asymptotes  équivalent  à quatre  conditions,  et  la  courbe  est 
déterminée  par  les  deux  asymptotes  et  un  point  ou  une  tan- 
gente. Si  l’on  ne  donnait  qu’une  asymptote  a = o,  l’équation 
^ = 0 de  l’autre  asymptote  étant  indéterminée,  l’équation  (10) 
contiendrait  trois  paramètres  arbitraires,  de  sorte  qu’une 
asymptote  équivaut  à deux  conditions. 

Nous  avons  vu  que  toute  courbe  du  second  degré  a un  foyer 
et  une  directrice;  il  en  résulte  que  l’équation 

(il)  (x  — o)’-t-(y  — h)' — {mx->rny  + h)'  = o. 

par  laquelle  on  exprime  la  propriété  du  foyer  et  qui  renferme 
les  cinq  paramètres  arbitraires  o,  h,  m,  n,  h,  représente  toutes 
les  courbes  du  second  degré.  Un  foyer  équivaut  à deux  condi- 
tions; car,  si  l’on  donne  un  foyer,  ses  coordonnées  a et  6 étant 
connues,  l’équation  (ii)  ne  contient  plus  que  trois  paramètres 
arbitraires.  De  même,  une  directrice  équivaut  à deux  condi- 
tions; car,  en  donnant  l’équation  de  la  directrice,  on  déter- 
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mine  les  rapports  de  deux  des  paramètres  m,  n,  h au  troisième. 
La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la  directrice,  a 
X — a y — 


pour  équation 


c’est  un  des  axes  de  la  courbe. 


m n 

Un  sommet  situé  sur  cet  axe  équivaut  à deux  conditions;  on 
écrira  que  les  deux  coordonnées  du  sommet  vériflcnt  l’équation 
de  l’axe  et  celle  de  la  courbe. 

On  peut  se  rendre  compte  d’une  autre  manière  des  résultats 
que  nous  venons  d’obtenir.  Il  est  clair  que  les  deux  coordon- 
nées d’un  point  remarquable  d’une  courbe  du  second  degré, 
comme  le  centre,  un  foyer,  un  sommet,  etc.,  peuvent  être 
exprimées  à l’aide  des  coefficients  de  l’équation  générale  du 
second  degré;  si  donc  on  donne  un  pareil  ]ioint,  on  aura  deux 
relations  entre  les  coefficients.  De  même,  les  deux  coefficients 
de  l’équation  d’une  droite  remarquable,  comme  la  directrice 
ou  un  axe,  etc.,  peuvent  être  exprimés  à l’aide  des  coefficients 
de  l’équation  du  second  degré;  si  cette  droite  est  donnée,  on 
aura  encore  deux  relations  entre  les  coefficients. 

2§»-Il  est  à remarquer  que  les  formes  précédentes,  sous 
lescjuelles  nous  avons  mis  l’équation  du  second  degré,  rentrent 
dans  la  forme  ap  — Ay’  = o,  composée  de  trois  polynômes 
du  premier  degré  a,  fi,  y qui  se  rapportent,  les  deux  pre- 
miers aux  tangentes  menées  d’un  point  arbitraire  p du  plan, 
le  troisième  à la  corde  des  contacts.  Lorsque  le  point  p coïn- 
cide avec  le  centre  de  l’hyperbole,  les  tangentes  a et  p sont  les 
asymptotes;  la  droite  des  contacts  s’éloignant  à l’infini,  le  po- 
lynôme Y se  réduit  à une  constante  et  l’équation  — Ay*  = o 
devient  afi  — k — o.  L’équation  (8),  mise  sous  la  forme 

(a  Vâ  -+-  P V^)  (a  Va  — p V^)  — O, 

se  ramène  à l’équation  (lo).  Quant  à l’équation  (ii),  mise  sous 
la  forme 


— — — a)]  [(ÿ  — b)-hi{x  — a)]  — {mx  -+-ny-+-  h)'  = o. 


elle  rentre  aussi  dans  l’équation  — Ay*=o;  les  tangentes 
imaginaires  menées  du  foyer  ont  pour  coefficients  angulaires 
±i;  la  directrice  est  la  corde  des  contacts.  Les  deux  foyers 


Digitized  by  Google 


THÉORÈMES  SUR  LES  SECTIONS  CONIQUES.  m 

imaginaires  de  l’ellipse  ou  de  l’hyperbole  jouissent  de  celte 
propriété,  comme  les  deux  foyers  réels, 

RECHERCHE  DES  SÉCANTES  COMMUNES  A DEUX  COURBES 
DU  SECOND  DEGRÉ. 

390 — Nous  avons  vu  que  deux  courbes  du  second  degré 
S = o,  S,  = o,  ont,  eu  général,  quatre  poinls  communs;  par 
ces  quatre  poinls,  on  peut  faire  passer  trois  couples  de  droites. 
Lorsque  les  courbes  sont  réelles,  les  points  communs  sont 
réels  ou  imaginaires  conjugués  deux  à deux.  11  y a trois  cas  à 
considérer  : i“  si  les  quatre  points  communs  a,  b,  c,  d sont 
réels,  les  trois  couples  de  sécantes  communes  sont  évidemment 
réelles;  2"  si  deux  points  a et  & sont  réels,  les  deux  antres  c et 
d imaginaires  conjugués,  la  droite  ab  est  réelle,  ainsi  que  la 
droite  cd  qui  passe  |)ar  les  deux  points  imaginaires  conjugués; 
on  a donc  une  couple  de  sécantes  communes  réelles  ab  et  cd. 
Les  quatre  autres  sécantes  communes  sont  imaginaires;  car,  si 
la  sécante  ac,  par  exemple,  était  réelle,  le  point  d’intersection  c 
des  droites  réelles  ac  et  rd  serait  réel;  3“  lorsque  les  deux 
points  a et  6 sont  imaginaires  conjugués,  ainsi  que  les  poinls 
c et  d,  les  droites  ab  et  cd  sont  réelles,  les  quatre  autres  ima- 
ginaires. On  conclut  de  là  que  deux  courbes  réelles  du  second 
degré  admellenl  au  tnoins  deux  sécantes  communes  réelles. 

Ou  peut  distinguer  les  deux  derniers  cas  de  la  manière  sui- 
vante : dans  le  troisième  cas,  les  deux  droites  ac  et  bd,  étant 
imaginaires  conjuguées,  se  coupent  en  un  point  réel,  de  même 
les  droites  ad  et  bc;  les  centres  des  trois  couples  de  sécantes 
communes  sont  donc  réels.  Hans  le  second  cas,  le  point  d’in- 
tersection des  droites  ac  et  bd  est  imaginaire;  car,  si  ce  point 
était  réel,  chacune  des  droites  ac  et  bd  passant  par  deux  points 
réels  (le  point  a ou  b et  ce  point  d’intersection)  serait  réelle; 
des  trois  centres,  un  seul  est  donc  réel. 

391 — Pour  montrer  une  application  de  ce  qui  précède, 
considérons  deux  ellipses  ayant  un  foyer  commun.  Ces  deux 
ellipses  ne  peuvent  se  couper  en  plus  de  deux  poinls  réels; 
car,  d’après  ce  que  nous  avons  dit  au  11"  260,  deux  ellipses  qui 
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ont  un  foyer  commun  et  trois  points  communs,  coïncident; 
elles  admettent  donc  seulement  deux  sécantes  communes 
réelles. 

Soient  {x-a)'*-i-[y  — b)'  — k*y*  = o, 

{x  — a)’ 4-  (y  — 6)’  — y'*  = o 


les  équations  des  deux  ellipses;  les  deux  sécantes  communes 
réelles  fty=±k'-f  passent  par  le  point  d’intersection  I des 

directrices  DI,  M (fig.170), 
et  il  est  facile  de  les  déter- 
miner géométriquement. 
Supposons  que  les  deux 
ellipses  se  coupent  en  deux 
points  réels  A et  B;  l’une 
des  sécantes  communes 
réelles  est  la  droite  AB  qui 
passe  par  ces  deux  points; 
l’autre  IL  ne  rencontre  pas 
les  courbes.  Pour  déterminer  cette  seconde  droite,  joignons  le 
point  A au  foyer  F et  abaissons  de  ce  point  des  perpendicu- 

et. 


\F  AF 

laires  AE,  AE'  sur  les  directrices,  on  a A = k'  = 


k AE 

par  suite,  ^ Prolongeons  la  perpendiculaire  AE  d’une 


longueur  EH  égale  à elle-même;  par  le  point  H menons  une 
parallèle  HL  à la  première  directrice,  et  par  le  point  A une 
parallèle  AL  à la  seconde  directrice;  le  point  d’intersection  L 
de  ces  deux  parallèles  appartiendra  à la  seconde  sécante  com- 
mune réelle  IL. 

292 — La  recherche  des  points  d’intersection  de  deux 
courbes  du  second  degré  dépend  en  général  de  la  résolution 
d’une  équation  du  quatrième  degré;  mais  on  peut  ramener  la 
question  à la  résolution  d’une  équation  du  troisième  degré. 
L’équation  S — A'S,  = o,  dans  laquelle  le  paramètre  k est  arbi- 
traire, représentant  toutes  les  lignes  du  second  degré  qui 
passent  par  les  points  communs  aux  deux  premières,  ou  peut 
déterminer  le  paramètre  k de  manière  que  cette  équation  re- 
présente deux  droites;  les  deux  courbes  adineltanl  trois  couples 
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le  sécantes  communes,  la  valeur  de  k sera  donnée  par  une 
.'quation  du  troisième  degré. 

Soient  A a:*+B  ajy-t-C  y’-t-D  a:4-E  y-l-F  =o, 

A' Æ* + B' xy  + C'  y’ + ly  X -h  E' y -h  F'  = O, 

les  équations  des  deux  courbes  proposées.  L’équation  nouvelle 
sera 

(A  — kk!)  X*  -4-  (B  — AB')  xy  -t- . . . = o; 
pour  abréger,  nous  la  représenterons  par 

ax*+  hxy  + cÿ’  -4-  dx  -t-  «y  + o. 

Cette  équation,  résolue  par  rapport  à y,  devient 

y — ± — V (6*—  4ac)  x’  -4-  2 (6e — 2cd)  x -f-  (e* — ^cf)\ 

2C  2C 

Pour  que  cette  équation  représente  deux  droites,  réelles  ou 
imaginaires,  il  est  nécessaire  que  le  polynôme  placé  sous  le 
radical  soit  un  carré  parfait,  ce  qui  exige  que  la  condition 

(be  — 2cd)*  — (6*  — 4ac)  (e* — 4c/‘)  = o 

soit  remplie.  Celte  relation,  après  la  suppression  du  facteur  4c, 
s’écrit 

ae’-i-cd’  — 6de4-(6*  — 4ac)/‘=o;  » 

si  l’on  remplace  les  lettres  a,  b,...  par  les  valeurs  A — kk', 
B — A B', . . . on  arrive  à une  équation  du  troisième  degré  en  k. 
Il  suffira  de  calculer  l’une  des  racines  de  cette  équation  avec 
une  certaine  approximation,  pour  avoir  une  couple  de  sécantes 
communes;  cherchant  ensuite  les  points  d’intersection  de  cha- 
cune de  ces  droites  et  de  l’une  des  courbes  proposées,  à l’aide 
d’une  équation  du  second  degré,  on  obtiendra  les  coordonnées 
des  quatre  points  d’intersection.  On  pourrait  aussi  calculer 
deux  racines  de  l’équation  en  k,  afin  d’avoir  deux  couples  de 
droites  dont  on  chercherait  ensuite  les  points  d’intersection. 

293— Une  racine  réelle  donnera  deux  droites  réelles,  si 
elle  rend  positive  la  quantité  6’  — 4ac.  Il  y a plusieurs  cas  à 
considérer  : i"  Si  l’équation  du  troisième  degré  en  A a ses 
trois  racines  réelles,  et  si  deux  racines  rendent  positive  la 
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quantité  ¥ — ^ac,  ces  deux  racines  donneront  deux  couples  de 
droites  réelles,  d’où  l’on  déduira  quatre  solutions  réelles  j les 
deux  courbes  se  coupant  en  quatre  points  réels  et  admettant 
trois  couples  de  sécantes  réelles,  la  troisième  racine  rendra 
aussi  positive  la  quantité  ¥ — 4oc.  2“  Si  l’équation  du  troi- 
sième degré  a ses  trois  racines  réelles,  et  qu’une  seule  rende 
positive  la  quantité  ¥ — i\ac,  les  deux  courbes  n’admettent 
qu’une  couple  de  sécantes  réelles.  Les  deux  sécantes  données 
par  une  valeur  de  k sont  représentées  par  les  équations 


y=— 


bx  ~he  \/¥ — 


2C 


2C 


x-h 


be — 

¥ — 4ac/ 


leur  point  d’intersection  a pour  coordonnées 

be  — 2 c(i  bx-he 

^ ¥ — 4«c’  ^ 2C  ’ 

■ « 

puisque  les  trois  valeurs  de  k sont  réelles,  les  trois  centres 
sont  réels;  on  en  conclut  que  les  deux  courbes  se  coupent  en 
quatre  points  imaginaires.  3"  Si  l’équation  du  troisième  degré 
n’a  qu’une  racine  réelle,  cette  racine  rendra  nécessairement 
positive  la  quantité  ¥ — 40c  et  donnera  deux  droites  réelles; 
les  deux  racines  imaginaires  conjuguées  donneront  deux 
couples  de  droites  imaginaires  telles  (jue  les  deux  droites  de 
l’un  des  systèmes  seront  respectivement  conjuguées  des  droites 
de  l’autre  système  ; des  quatre  points  oii  les  droites  de  l’un  des 
systèmes  couperont  celles  de  l’autre,  deux  seront  réels;  on 
en  conclut  que  les  deux  courbes  se  coupent  en  deux  points 
réels  et  en  deux  points  imaginaires  conjugués. 

394 — Lorsque  deux  hyperboles  ont  une  asymptote  paral- 
lèle, l’un  des  points  d’intersection  s’éloigne  à l'infini,  et  l’é- 
quation résultant  de  l’élimination  de  l’une  des  coordonnées 
entre  les  deux  équations  se  réduit  au  troisième  degré.  Soient, 
par  exemple,  les  deux  hyperboles 


xy  — y’  — x — o,  y’ — x’ — 1 = 0, 

qui  ont  chacune  une  asymptote  parallèle  à la  droite  y = x;  si, 
dans  la  seconde,  on  substitue  la  valeur  de  x,  tirée  do  la  pre- 
mière, on  obtient  l’équation  du  troisième  degrcy^'—  y-t-^  = o. 
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qui  a une  racine  réelle  et  deux  imaginaires.  Les  deux  hyper- 
boles ne  se  coupent  qu’en  un  point  réel;  elles  admettent  deux 
sécantes  communes  réelles;  l’une,  passant  par  ce  point  et  le 
point  situé  à l’infini,  est  parallèle  à la  droite  y=X)  l’autre 
passe  par  les  deux  points  imaginaires  conjugués. 

295 —  Supposons  que,  dans  les  deux  équations,  les  coeffi- 
cients des  termes  du  second  degré  soient  proportionnels,  et 
rien  n’empêche  alors  de  les  supposer  égaux;  si  l’on  retranche 
ces  deux  équations 

A®*-l-Ba:y-|-C»/*-t-D  x + Y.y  + Y =o, 
Ax*-t-Rirÿ-t-Ci/’-+-  D'ar-t-E'j/-f-F'  = o, 

membre  à membre,  on  obtient  l’équation  du  premier  degré 

(D  — If  ) Æ 4- (E  — E')  ÿ 4- F — F = O, 

et  l’élimination  de  y conduit  à une  équation  du  second  degré 
en  X.  Les  deux  courbes  ne  se  coupent  plus  qu’en  deux  points 
réels  ou  imaginaires  conjugués;  les  deux  autres  points  se  sont 
éloignés  à l’infini.  L’une  des  sécantes  communes  réelles  passe 
par  les  deux  points  d’intersection;  l’autre  s’est  éloignée  à 
l’infini.  Cette  circonstance  se  présente  lorsque  les  courbes 
sont  des  hyperboles  ayant  leurs  asymptotes  respectivement 
parallèles;  et  en  général,  comme  nous  le  verrons  plus  tard, 
lorsque  les  deux  courbes  sont  semblables  et  semblablement 
placées. 

296 —  Dans  certains  cas,  la  recherche  des  points  d’intersec- 
tion de  deux  courbes  du  second  degré  se  ramène  à une  équa- 
tion du  second  degré  ou  à une  équation  bicarrée. 

1®  Lorsqu’un  même  diamètre  divise  en  deux  parties  égales 
les  cordes  parallèles  dans  les  deux  courbes,  si,  par  une  trans- 
formation de  coordonnées,  on  rapporte  les  courbes  à ce 
diamètre  commun  pris  pour  axe  des  a:  et  à une  parallèle  aux 
cordes  pour  axe  des  y,  les  deux  équations  ne  contiendront 
plus  l’inconnue  y qu’à  la  seconde  puissance;  l’élimination 
de  ÿ*  donnera  une  équation  du  second  degré  en  x, 

2°  Si  ces  deux  courbes  sont  des  hyperboles  ayant  une  asym- 
ptote commune,  en  les  rapportant  à celte  asymptote  prise  pour 
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axe  des  a:  et  à une  droite  quelconque  pour  axe  des  y,  on  a des 
équations  dans  lesquelles  le  terme  en  xy  contient  seul  la 
lettre  a:;  en  éliminant  ce  terme,  on  obtient  une  équation  du 
second  degré  en  y. 

3'  Lorsque  les  deux  courbes  ont  le  même  centre,  si  on  les 
rapporte  à ce  centre  commun  pris  pour  origne  des  coordon- 
nées, les  deux  équations  ne  contenant  plus  de  termes  du  pre- 
mier degré,  l’élimination  des  y donnera  une  équation  bicarrée 
en  X. 

297 — Un  cercle  coupe  en  quatre  points  réels  ou  imagi- 
naires une  courbe  du  second  degré;  soit 

{x  — a)’ H- (y  — 6)’— r*  = o 

l’équation  du  cercle,  a = o,  et  p = o celles  d’une  couple  de 
sécantes  communes  réelles,  l’équation  de  la  courbe  du  second 
degré  pourra  toujours  être  mise  sous  la  forme 

{x  — a)*4-  (y  — 6)*— r’ — ka.p  = o. 

Le  premier  membre  représente  le  carré  de  la  longueur  de  la 
tangente  menée  d’un  point  quelconque  de  la  courbe  au  cercle  ; 
il  en  résulte  ce  théorème  : un  cercle  étant  placé  d'une  manière 
quelconque  dans  le  plan  d’une  courbe  du  second  degré,  la 
tangente  menée  de  tout  point  de  la  courbe  au  cercle  est  à la 
moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  de  ce  point  à deux 
sécantes  communes  réelles  dans  un  rapport  constant. 

Supposons  que  le  cercle  soit  tangent  à la  courbe  en  deux 
points  réels  ou  imaginaires  conjugués,  la  droite  des  contacts 
sera  réelle,  et  l’équation  de  la  courbe  prendra  la  forme 

(a:  — a)’-+-(y—  &)’  — r*  = À:a’. 

Ainsi,  lorsqu’un  cercle  est  doublement  tangent  à une  courbe  du 
second  degré,  la  tangente  menée  d’un  point  quelconque  de  la 
courbe  au  cercle  est  à la  distance  de  ce  point  à la  corde  des 
contacts  dans  un  rapport  constant. 

Le  foyer  d’une  courbe  du  second  degré  peut  être  considéré 
comme  un  cercle  d’un  rayon  nul  ayant  avec  la  courbe  un 
double  contact  imaginaire;  la  directrice  est  la  corde  des 
contacts. 
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EXERCICES, 

4*  Construire  une  courbe  du  second  degré,  connaissant  la  directrice  et 
trois  points. 

2*  Construire  une  parabole,  connaissant  le  fover  et  denx  points,  ou  un 
point  et  une  tangente. 

3°  Construire  une  parabole,  connaissant  la  directrice  et  deux  points. 

4°  Construire  une  hyperbole,  connaissant  trois  points  et  les  directions  des 
asymptotes. 

5“  Construire  une  hyperbole,  connaissant  une  asymptote,  un  sommet  et 
un  point. 

6’  Trouver  le  lieu  du  sommet  d’une  parabole  ayant  un  foyer  donné  et 
tangente  h une  droite  donnée. 

7®  Trouver  le  lieu  du  foyer  d’une  parabole  ayant  son  sommet  en  un  point 
donné  et  tangente  îi  une  droite  donnée. 

8“  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  courbes  du  second  degré  inscrites  dans 
un  par.illélogramme  donné. 

9*  Une  corde  tourne  autour  de  l’un  des  foyers  d’une  courbe  du  second 
degré;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  menées  à la 
Courbe  par  ses  denx  extrémités. 

40"  Deux  courbes  du  second  degré  ayant  un  foyer  commun,  un  angle  de 
grandeur  constante  tourne  autour  de  son  sommet  situé  au  foyer  commun  ; 
trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  menées  respectivement 
aux  deux  courbes  aux  points  où  elles  sont  coupées  par  les  côtés  de  l’angle. 

44"  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  menées  parallèle- 
ment à deux  directions  fixées  par  les  extrémités  d'une  coide  de  longueur 
donnée  menée  à une  circonférence  donnée. 

4 2"  Trouver  le  lieu  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  circonscrite  à 
un  triangle  équilatéral,  ou  à un  triangle  rectangle. 

43"  Trouver  le  lieu  des  foyers  ou  des  sommets  d'une  hyperbole,  ayant 
une  asymptote  et  une  directrice  données. 

4 4"  Étant  donnée  une  conique,  inscrite  dans  un  angle;  une  tangente 
mobile  roule  sur  la  courbe,  et  on  joint  k deux  points  fixes  les  points  où 
cette  tangente  coupe  les  deux  côtés  de  l'angle  ; trouver  le  lieu  du  point  de 
rencontre  de  ces  deux  droites. 

43"  Étant  donnée  une  ellipse;  un  cercle,  ayant  son  centre  fixe  et  son 
rayon  variable,  coupe  l'ellipse;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
sécantes  communes. 

46"  Un  cercle  mobile  coupe  une  ellipse  donnée  en  deux  pointa  fixes  A 
RR.  17 
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et  B;  trouTer  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  communes  aux 
deux  courbes. 

Le  lieu  reste  le  même  quand  la  sécante  commune  ÂB  se  déplace  parallè- 
lement à elle-même. 

Etant  données  deux  coniques  homofocalet,  démontrer  que,  si  par  deux 
points  de  l’une  on  mène  des  tangentes  è l’autre,  ces  quatres  droites  sont 
tangentes  k un  même  cercle. 

47*  Trourer  le  lieu  du  centre  d’une  hyperbole  qui  a un  foyer  donné  et 
qui  coupe  eu  un  point  donné  une  droite  donnée  parallèle  k l’une  des  asym- 
ptotes. 

48*  Trouver  le  lieu  du  foyer  d'une  parabole  qui  touche  deux  droites 
données.  Tune  eu  un  point  fixe,  l’autre  en  un  point  variable. 

49*  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  paraboles,  qui  admet- 
tent pour  foyer  on  point  donné,  qui  touchent  une  droite  donnée  et  qui  se 
coupent  sous  un  angle  donné. 

20*  Etant  donnés  trois  points  A,  B,  C et  une  droite  indéfinie,  on  prend 
sur  cette  droite  un  segment  variable  MN,  vu  du  point  A sous  un  angle 
constant;  trouver  le  lieu  du  point  d’intersection  des  deux  droites  BM  et  CN. 

24°  Deux  angles  de  grandeurs  constantes  tournent  autour  de  leurs 
sommets  placés  aux  extrémités  du  grand  axe  d'une  ellipse,  le  point  de 
rencontre  de  deux  des  cétés  décrit  l'ellipse;  trouver  le  lieu  du  point  de 
rencontre  des  deux  autres  côtés. 

22*  Trouver  le  lieu  des  sommets  d’une  hyperbole  équilatère  passant  en 
un  point  donné  et  ayant  pour  asymptote  une  droite  donnée. 

23*  Étant  données  une  série  de  coniques  ayant  pour  foyers  F et  F^,  et 
une  droite  fixe  passant  par  le  foyer  F ; les  tangentes  à ces  diverses  coni- 
ques, aux  points  oh  chacune  d’elles  est  coupée  par  cette  droite,  sont  tan- 
genies  k une  même  parabole,  qui  a pour  foyer  le  point  F',  et  pour  directrice 
la  sécante. 

La  partie  de  chaque  tangente  comprise  entre  la  conique  et  la  parabole 
est  vue  du  foyer  F'  sous  un  angle  droit. 


CHAPITRE  X. 

Théorie  dea  pélea  et  dea  polalrea. 


Soit 

(i)  f{x,y)=o 

réquation  d’une  courbe  algébrique  du  degré  m,  mise  sous 
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orme  entière.  La  tangente,  au  point  dont  les  coordonnées 
ont  X et  y,  est  représentée  par  l’équation 

(X-x)/-'  + (Y-y)/’;  = o,  • 

>tte  équation  renferme  aussi  les  coordonnées  du  point  de 
;ontact  au  degré  m;  maison  peut,  au  moyen  de  la  relation  (i), 
‘aire  disparaître  les  termes  du  degré  m.  On  opère  aisément 
cette  réduction  à l’aide  d’une  notation  particulière,  que  nous 
ferons  connaître.  Concevons  que  dans  l’équation  (i),  on  rem- 

place  a;  et  y par  - et  * > et  que  l’on  mulli|)lie  tous  les  termes 
a « 

par  JS",  le  polynôme  f(x,  y)  se  transforme  en  un  polynôme 
homogène  et  du  degré  m entre  les  trois  lettres  x,  y,  z,  poly- 
nôme que  nous  représenterons  par  f (x,  y,  s).  11  est  évident  que 
si  dans  ce  dernier  polynôme  on  fait  z = i,  on  reproduit  le 
polynôme  proposé  f{x,  y).  On  sait  que  si  une  fonction  f[x,y,z) 
est  homogène  et  du  degré  m par  rapport  aux  trois  lettres  x,y,z, 
on  a identiquement 

«r*  -1-  !//■^  -+-  =mf(x,  y,  X). 

On  en  déduit 

l 

xf'.-^yf',  — mf{x,y,z)  — zf',. 

La  valeur  du  second  membre,  quand  on  y fait  s=  i,  est  égale 
à la  quantité  xf'.-hyf'„  telle  qu’elle  entre  dans  l’équation  de  la 
tangente;  mais  le  point  de  contact  étant  sur  la  courbe,  le  pre- 
mier terme  se  réduit  à zéro;  rexjiression  xf',+  yf^  est  donc 
égale  à la  valeur  que  prend  — zf'„  quand  on  fait  z = i.  On 
peut  ainsi  mettre  réiiuution  de  la  tangente  sous  la  forme 

XA' -t- Y/-;  4- .-/•'  = O- 
Pour  plus  de  symétrie,  ou  écrira 

(2)  x/’;4-Y/’;-hZ/’i=o. 

Quand  on  aura  pris  les  trois  dérivées  partielles  de  la  fonction 
homogène  f (x,  y,  z),  on  remplacera  dans  l’équation  (2)  ;s  et  Z 
par  l’unité. 

— Proposons-nous  maintenant  de  mener  par  un  point 
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donné  p,  ayant  pour  coordonnées  x,  et  y,,  des  tangentes  à la 
courbe  donnée.  Appelons  a;  et  y les  coordonnées  de  l’un  des 
points  de  contact;  la  tangente  en  ce  point  devant  passer  par  le 
point  P,  l’équation  (2)  sera  vérifiée  parles  coordonnées  x,  et  y, 
du  point  Pj  ce  qui  donne  la  relation 

que,  pour  plus  de  symétrie,  on  mettra  sous  la  forme 
(3)  xJi-hp,fl-i-zJi=o, 

en  convenant  de  remplacer  z et  z,  par  l’unité.  Les  points  de 
contact  seront  déterminés  par  les  deux  équations  simultanées 
(i)  et  (3).  Ces  deux  équations  étant  l’une  du  degré  r»,  l’autre 
du  degré  m — i,  le  nombre  des  solutions  sera,  en  général, 
m(m  — i).  Ainsi  par  un  point  p on  peut,  en  général,  mener 
m{m  — i)  tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  à une  courbe  du 
degré  m. 

Lorsque  la  courbe  est  du  second  degré,  l’équation  (3)  est  du 
premier  degré,  et  l’on  a deux  solutions,  réelles  ou  imaginaires 
conjuguées.  Quand  les  deux  solutions  sont  réelles,  on  peut 
mener  du  point  p à la  courbe  deux  tangentes  réelles.  Quand 
les  deux  solutions  sont  imaginaires  conjuguées,  les  deux 
tangentes  sont  imaginaires  conjuguées,  mais  la  droite  des 
contacts  (3)  reste  réelle. 

PROPORTION  HARMONIQUE. 

300— Étant  donnés  deux  points  A et  B,  on  sait  qu’il  existe 
sur  la  droite  AB  deux  points  C et  D tels  que  le  rapport  de  leurs 
distances  aux  deux  points  A et  B est  égal  à un  rapport  donné 
(fig.  171].  Ces  deux  points  C et  D sont  dits  conjugués  harmo- 
^ A D I B niques  par  rapport  aux 

’ ’ ’ ’ ’ ~ deux  points  A et  B.  D’a- 

*’‘e-  près  cela,  il  y a une  infi- 

nité de  systèmes  de  points  conjugués  harmoniques  de  deux 
points  donnés;  on  peut  prendre  l’un  des  points  à volonté.  Si  le 
point  D se  rapproche  du  milieu  1 de  la  droite  AB,  le  point  con- 
jugué C s’éloigne  à l’infini  et  réciproquement. 

Appelons  o et  6 les  distances  du  point  C aux  deux  points  A 
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et  B,  et  de  même  et  V les  distances  du  point  D aux  deux 
points  A et  B,  ces  distances  étant  affectées  du  signe  + ou  du 
signe  — suivant  qu'elles  sont  comptées  dans  un  sens  ou  dans 
l’autre.  L’un  des  points  étant  situé  entre  les  deux  points  A et  B, 
et  l’autre  sur  le  prolongement  de  la  droite,  il  est  clair  que  l’un 
des  rapports  est  négatif,  l’autre  positif;  on  a donc  la  relation 


On  peut  déterminer  les  positions  relatives  des  quatre  points 
par  les  distances  du  point  C aux  trois  autres;  les  lettres  a et  6 
désignent  déjà  les  distances  du  point  Gaux  deux  points  A et  B; 
appelons  d la  distance  du  point  C au  point  D;  on  aura  a'=a — d, 
V=b  — d,  et  la  relation  précédente  devient 


On  peut  aussi  déterminer  les  positions  relatives  des  quatre 
points  par  leurs  distances  au  point  I,  milieu  de  la  droite  AB.  Si 
l’on  appelle  a,,  e^,  d^  les  distances  des  points  A,  C,  D au  point 
1,  on  a a = e^ — o,,  6 = c,-+-a„  a'=d^  — a^,  b'=d^-^-a^,  et 
la  relation  (4)  devient 

(6)  c^d,  = a\. 


THÉORÈME  I. 

301 — Étant  donnée  une  section  conique,  si  par  un  point  p 
du  plan,  on  mène  une  sécante  quelconque  mm'  (flg.  172),  le  lieu 
du  point  p'  conjugué  harmonique  du  point  p par  rapport  aux 
deux  points  d'intersection  m et  m'  de  la  sécante  et  de  la  courbe 
est  une  ligne  droite. 

Soit  y)  = Aa;’-+-Ba!y-f-Cy*-f-Da!-HEy-hF=o  l'é- 
quation de  la  courbe,  x,  et  y^  les 
coordonnées  du  point  p;  une  sé- 
cante quelconque  menée  par  le  point 
p pourra  être  représentée  par  les 
équations 


Fig.  179. 


(7) 


X — X, 


b P’ 
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dans  lesquelles  a et  6 désignent  deux  constantes^  et  p la  dis- 
tance du  point  P à un  point  quelconque  de  la  droite;  on  en 
déduit  x — Xi  + ap,  ÿ = y,-t-&p.  En  porlantces  valeurs  dans 
l’équation  de  la  courbe,  on  obtient  une  équation  du  second 
degré  en  p, 

f{x,-hap,  ?/,+  &p)=o, 

qui  donne  les  distances  du  point  p aux  deux  points  m et  m'. 
L’équation  développée. devient 

(Aa*-t-Ba6 p*-(-  p + A^u  !/i)  = o> 

ou,  si  l’on  prend  pour  inconnue 

P 

' Vi)  p + K;.  -t-  bf'y,)  i (A + + C6‘)  = O. 

Appelons  p'  et  p"  les  deux  racines  de  cette  équation,  et  p,  la 
distance  du  point  p au  point  conjugué  barmonique  p^.  D’après 

■ü  Wa’lioh  (5),  on  doit  avoir  - = Mais  on  a 

^ . Pt  p'  P 

' ■ ' I_ui  — _ 

p'~^p"  ’ 

on  en  déduit 

2 <^rr,  + bf'y, 

Pi  yà 

ou  apJ^,  + «»ptAr,-i-2/'(x„  y,)=o. 

Le  point  p'  appartenant  à la  droite  pmm',  ses  coordonnées  x 
et  y vériûent  l’équation  (7)  de  cette  droite,  c’est-à-dire  que 
l’on  a Æ — a:,  = op„  y — yi  = 6pi;  en  remplaçant  ap,  et  6p, 
par  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente,  on  élimine  les  pa- 
jramèlres  variables  a et  & et  on  obtient  l’équation  du  lieu 

(8y  («  — Æ,)  (y  — y,)  r;,  -I-  2^(®„  y,)  = o. 

Si  l’on  effectue  les  calculs,  on  voit  que  le  terme  constant 
2^*1»  Vi)  — — Vt/’r,  ‘■ôduit  à D a:, -H  E y, -H- 2 F,  et  l’é- 

quation précédente  devient 

-t-  yrr,-+-  (t>®i  -H  Ey,  -I-  2F)  = O. 
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Mais  on  peut  effectuer  cette  réduction  d’une  autre  manière; 
imaginons,  comme  précédemment,  que  dans  le  polynôme 

f(x,  y]  on  remplace  x et  y par  - et  -*  et  que  l’on  multiplie 

Z Z 

tous  les  termes  par  z*,  ce  polynôme  se  changera  en  un  poly- 
nôme homogène  et  du  second  degré,  que  nous  représenterons 
par  f (x,  y,  z).  On  a identiquement,  d’après  la  propriété  des 
fondions  homogènes  que  nous  avons  rappelée  (n*  298), 

xfi-t-yfr-hzf:=:  2/  {x,  y,  z), 

on  en  déduit 

2f{x,  y,  z)  — xfL—yf'y=zf'. 
ou  bien,  en  remplaçant  x,  y,  z par  a:,,  a„ 

2f{x„  — — 

On  peut  donc  écrire  l’équation  (8)  sous  la  forme 
OU,  pour  plus  de  symétrie, 

■(9)  + 

en  convenant  de  remplacer,  après  les  dérivations,  z et  z^  par 
l'unité. 

Ainsi  le  lieu  du  point  p'  conjugué  harmonique  du  point  p 
est  une  ligne  droite;  cette  droite  P s’appelle  la  polaire  du 
point  p,  et  réciproquement  le  point  p est  le  pôle  de  la 
droite  P. 

Il  est  évident  à prtort  que  les  points  de  contactées  tangentes 
menées  du  point  p appartiennent  au  lieu;  car,  si  les  deux 
points  m et  m' coïncident,  on  a p,  = p'  = p",  et,  par  conséquent, 
le  point  p'  coïncide  lui-même  avec  le  point  m.  Ainsi  la  polaire 
du  point  p n’est  autre  chose  que  la  corde  des  contacts  relative 
à ce  point.  On  peut  vérifier,  en  effet,  que  les  équations  (3)  et 
(9)  sont  identiques;  car,  si  l’on  développe  l’équation  (9),  on 
voit  qu’elle  ne  change  pas  quand  on  y permute  les  lettres  x 
et  x,,  y et  y^,  z et  z,. 

309 — Examinons  les  positions  relatives  du  pôle  et  de  la 
polaire  dans  les  trois  courbes  du  second  degré.  Supposons 
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d’abord  que  la  courbe  soit  une  ellipse,  si  l’on  prend  pour  axe 
des  X le  diamètre  qui  passe  par  le  point  p et  pour  axe  des  y le 
diamètre  conjugué,  l’ellipse  ayant  pour  équation 


OC  üC  Q ^ 

l’équation  de  la  polaire  se  réduit  à — i = o,  ou  x = — 

d OC^ 

Ainsi  la  polaire  P est  parallèle  aux  cordes  que  le  diamètre  op 
divise  en  deux  parties  égales  (fig.  173).  Si  l’on  fait  mouvoir  le 
point  P sur  le  diamètre  oa,  la  polaire  P se  meut  parallèle- 
ment à elle-même;  tant  que  le  point  p reste  à l’intérieur  de  la 
courbe,  la  polaire  est  à l’extérieur;  quand  le  pôle  va  de  0 

en  a la  polaire,  d’abord  située  à 
l’infini,  se  rapproche  de  plus  en 
plus  de  la  courbe  et  devient  tan- 
gente en  a.  Si  le  pôle  sort  de  la 
•courbeel  s’éloigne  indéfiniment, 
la  polaire  coupe  la  courbe  et  se 
rapproche  du  centre  de  plus  en 
plus.  Le  diamètre  conjugué  du 
diamètre  op  peut  être  regardé 
comme  la  position  limite  de  la  polaire  du  point  p,  quand  le 
pôle  s’éloigne  à l’infini  sur  ce  second  diamètre. 

Lorsque  la  courbe  est  une  hyperbole,  si  le  diamètre  op  ren- 
contre la  courbe,  on  obtient  un  résultat  analogue  à celui  que 
nous  avons  trouvé  pour  l’ellipse;  mais  si  le  diamètre  op,  que 
l’on  prend  toujours  pour  axe  des  x,  est  imaginaire,  l’équation 

a'* 

de  la  polaire  devient  x= ; le  pôle  p et  le  point  p',  où 

x^ 

la  polaire  coupe  le  diamètre  op,  sont  situés  de  part  et  d’autre 
du  centre,  et  la  polaire  coupe  toujours  la  courbe  en  deux 
points.  En  particulier,  si  l’on  fait  Xi  = a',  on  a x=—a'\ 
c’est-à-dire  que  si  le  pôlep  est  situé  sur  l’hyperbole  conjuguée 
de  l’hyperbole  proposée,  sa  polaire  est  tangente  à cette  même 
hyperbole  au  point  diamétralement  opposé. 

Le  calcul  précédent  ne  peut  être  appliqué  lorsque  le 
pôle  p est  situé  [sur  l’une  des  asymptotes  de  l’hyperbole. 
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Dans  ce  cas,  si  l’on  rapporte  la  courbe  à ses  asymptotes,  l’é- 
quation de  la  courbe  est  xy  — h'  = o,  et  celle  de  la  polaire 
x^y-hy^x  — 2k*  = o;  si  le  pôle  est  sur  Taxe  des  x,  l’équation 

2 A* 

de  la  polaire  se  réduit  iiy  = — ; la  polaire  est  parallèle  à l’axe 
des  X.  * 

Considérons  enfin  le  cas  où  la  courbe  est  une  parabole.  Si 
l’on  prend  pour  axe  des  x le  diamètre  qui  passe  par  le  pôle  et 
pour  axe  des  y la  tangente  au  point  a où  ce  diamètre  rencontre 
la  courbe,  la  parabole  a pour  équation  y* — zp'x  = o et  la  po- 
laire X =— Xj.  La  polaire  est  parallèle  aux  cordes  que  le  dia- 
mètre passant  par  le  pôle  divise  en  deux  parties  égales;  le  pôle 
P et  le  point  p'  où  la  polaire  coupe  le  diamètre  op  sont  situés  à 
égale  distance  du  point  a. 

303— 11  résulte  de  ce  qui  précède  que,  réciproquement, 
toute  droite  admet  un  pôle  et  un  seul.  La  courbe  étant  rap- 
portée à des  axes  quelconques,  pour  déterminer  les  coordon- 
nées x^  et  iji  du  pôle p d’une  droite  donnée  mx -+-ny-\-p  = o, 
il  suffira  d’identifier  cette  équation  avec  l’équation  (9)  qui  re- 
présente la  polaire  du  point  p,  ce  qui  donne  les  deux  relations 

r f f 

(,0)  ^ = 

' m n P 

xaÉORÉME  II. 

304 —  Étant  donnée  une  section  conique,  si  par  un  point  p 

on  mène  deux  sécantes  quelcon- 
ques pn]m^  pnn^,  gut  coupent  la 
courbe  en  m,  m',  n,  n'  (flg.  174), 
les  points  d'intersection  q et  q' 
des  droites  mn,  m'n',  ou  mn', 
m^n  appartiennent  à la  polaire 
du  point  p. 

Nous  remarquons  d’abord  que 
le  théorème  1 subsiste  lorsque  le 
lieu  du  second  degré  se  réduit 
Fig.  174.  au  système  de  deux  droites;  mais 

alors  la  polaire  du  point  p passe  par  le  sommet  de  l’angle;  car, 
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si  l’on  considère  la  sécante  qui  passe  par  le  sommet,  les  deux 
points  m et  m'  coïncident  avec  ce  point,  de  même  que  le  point 
p'  conjugué  harmonique  du  point  p. 

Cela  posé,  considérons  le  système  des  deux  droites  nrn, 
m'n'  qui  se  coupent  en  q.  La  droite  pmm'  coupe  la  section 
conique  et  les  deux  côtés  de  l’angle  mqvn!  aux  mêmes  points 
m et  m';  le  point  p' , conjugué  harmonique  du  point  p,  est  le 
même  sur  la  sécante  pmm',  lorsqu’on  regarde  cette  sécante 
comme  appartenant  à la  section  conique  ou  à l’angle.  Le  point 
p",  conjugué  harmonique  du  point  p,  sera  aussi  le  même, 
dans  les  deux  cas,  sur  la  sécante  pnnf.  Les  polaires  du  point 
p,  par  rapport  à la  section  conique  et  à l’angle,  ayant  deux 
points  communs  p'  et  p",  coïncident;  mais  on  sait  que  la  po- 
laire relative  à l’angle  passe  par  le  sommet  q;  donc  le  point  q 
appartient  à la  polaire  du  point  p par  rapport  à la  courbe.  Par 
la  même  raison,  le  point  q'  appartient  à cette  même  polaire. 

Corollaire.  La  courbe  étant  tracée,  on  déduit  de  ce  théo- 
rème le  moyen  de  construire  la  polaire  du  point  p.  On  mènera 
par  le  point  p deux  sécantes  pmm',  pnn'  à l’aide  desquelles  on 
déterminera  deux  points  q et  q'  de  la  polaire. 

Si  le  point  p est  extérieur,  la  polaire  coupe  la  courbe  en 
deux  points  qui  sont  les  points  de  contact  des  tangentes  menées 
du  point  p. 

THÉORÈME  III. 

305 — Si,  par  le  point  p,  on  mène  une  sécante  quelconque 


coupant  la  courbe  en  deux  points  m et  m',  les  tangentes 
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en  ces  deux  points  se  rencontrent  sur  la  polaire  du  point  P. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  du  précédent. 
Car,  si  la  sécante  pnn'  (fig.  174)  se  rapproche  indéfiniment  de  la 
sécante  pmm',  les  deux  droites  mn,  tn'n'  deviennent  tangentes 
à la  courbe  en  m et  m'  (fig.  170). 

Lorsque  la  sécante  pmm/  ne  rencontre  pas  la  courbe,  les 
tangentes  aux  points  m et  m'  sont  imaginaires  conjuguées,  et 
leur  point  d’intersection  q reste  réel.  Dans  tous  les  cas,  ce  point 
q est  pôle  de  la  droite  mm';  ainsi  on  peut  énoncer  le  théo- 
rème de  la  manière  suivante  : lorsqu'une  droite  pmm'  tourne 
autour  d'un  point  fixe  p,  son  pôle  q décrit  la  polaire  du 
point  p. 

TBÉORÉHE  IV. 

306 —  Réciproquement,  lespolaires  de  tous  les  points  d’une 
droite  P passent  par  le  pôle  p de  cette  droite  (fig.  175). 

Par  un  point  quelconque  q de  la  droite  P menons  des  tan- 
gentes à la  courbe,  et  soient  m et  m'  les  points  de  contact. 
La  droite  pm  passe  par  le  point  m';  car  si  on  appelle  m"  le 
second  point  d’intersection  de  cette  droite  et  de  la  courbe,  le 
point  de  rencontre  des  tangentes  en  met  enm",  appartenant 
à la  polaire  P du  point  p,  n’est  autre  que  le  point  q;  les  deux 
tangentes  qm!  et  qm"  coïncident,  ainsi  que  les  points  m' 
et  m”.  Ainsi  la  droite  mm',  polaire  du  point  q,  passe  par  le 
point  p. 

FIGCRES  POLAIRES  RÉCIPROQLES. 

307—  Élant  donnée  dans  un  plan  une  figure  composée  de 
points  a,  b,  c, ...  et  de  droites  A,  B,  C, . . .,  si  l’on  prend  les 
polaires  A',  B',  G',...  des  points,  et  les  pôles  a',  b',  c', ...  des 
droites  par  rapport  à une  section  conique  déterminée,  on  for- 
mera une  seconde  figure  com|K)sée  comme  la  première  de 
droites  et  de  points.  En  opérant  de  la  même  manière  sur  la 
seconde  figure,  c’est-à-dire  en  prenant  les  pôles  des  droites  et 
les  polaires  des  points,  on  retrouve  la  première.  Ces  deux 
figures  ont  été  nommées  pour  cette  raison  figures  polaires  ré- 
ciproques (fig.  176). 


Digitized  by  Google 


i68 


LIVRE  III,  CHAPITRE  X. 


La  droite  ab  qui  joint  deux  points  a et  6 de  l'une  des  flgures, 

a pour  pôle  le  point 
d’intersection  des 
droites  A'  et  B'  de 
l'autre  figure;  et 
réciproquement  le 
point  d’intersection 
de  deux  droites  A! 
et  B'  de  l’une  des 
ligures  a pour  po- 
laire la  droite  ab 
de  l’autre  figure.  Si 
Fig.  ne.  plusieurs  points  a, 

b,  c,...  sont  en  ligne  droite  dans  l’une  des  figures,  les  droites 
A\  B',  C', . . . de  l’autre  figure  passent  par  un  même  point 
qui  est  le  pôle  de  la  droite.  Réciproquement,  si  plusieurs 
droites  A,  B,  C, . . . passent  par  un  même  point  dans  l’une  des 
figures,  les  points  a',  b',  de  l’autre  figure  sont  en  ligne 
droite. 

Étant  donnée  une  courbe  plane  S,  menons  une  tangente  A 
à cette  courbe  et  prenons  le  pôle  a'  de  cette  tangente  (fig.  177). 


Fig.  177. 

tangente  A,  le  point  m tend 


Si  l'on  fait  rouler  la  tangente 
A sur  la  courbe  S,  le  pôle  al 
décrira  une  autre  courbe  S'. 
! Soient  A et  B deux  tangentes 
voisines  à la  courbe  S,  a'  et  V 
leurs  pôles;  le  point  d’inter- 
section m des  deux  droites  A 
et  B est  le  pôle  de  la  droite 
olbl',  si  la  tangente  B se  rap- 
proche indéfiniment  de  la 
s le  point  de  contact  a de  la 


tangente  A,  en  meme  temps  la  secante  a!b!  tourne  autour  du 


point  a!  et  devient  tangente  à la  courbe  S^  au  point  a';  ainsi 
réciproquement  la  courbe  S est  le  lieu  du  pôle  a d’une  tan- 
gente mobile  A'  à la  courbe  S'.  On  voit  que  les  points  a et  (r'  se 
correspondent  de  telle  sorte  que  la  tangente  en  l’un  de  ces 
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Minls  est  la  polaire  de  l’autre.  Les  deux  courbes  S et  S'  sont 
iiles  polaires  réciproques. 

SOS— Soit 

(II)  Ÿ{x,y)  = o 

l’équation  d’une  courbe  algébrique  S du  degré  m;  la  tangente 
^ au  point  a dont  les  coordonnées  sont  x ely  est  représentée 
par  l’équation 

(12)  xf;-i-yf;-+-zf:=o. 


Appelons  x^  et  y,  les  coordonnées  du  pôle  a'  de  la  droite  A par 
rapport  à une  courbe  directrice  du  second  degré  f {x,  y)  = o. 
l'équation  de  la  polaire  du  point  a'  est 


(i3)  xr;,+Yr;.+zr;,=o. 


Les  deux  équations  {12)  et  (i3),  qui  représentent  la  même 
droite,  doivent  être  identiques,  et  l’on  a les  relations 


(•4) 


ùi 

e;' 


Si,  entre  les  trois  équations  (ii)  et  (i4),  on  élimine  x et  y,  on 
obtient  l’équation  de  la  courbe  S^  lieu  du  point  a'. 

Cherchons,  par  exemple,  la  courbe  polaire  réciproque  de  la  section  co- 
nique Ax*-t-  By’ — I = 0,  par  rapport  au  cercle  directeur  x*-|-!/* — 1 = 0. 

Si  l’on  remplace  x et  y par  - et  ces  deux  équations  prennent  la  forme 

S 4» 

bomogènc  Ax'-f-By*  — s*=  0,  — s’=  0,  et  les  équations  (U) 

ce  y Z 

deriennent  — î-  = ^ = -i;  on  en  déduit,  en  faisant  5 = z,  = 1, 

Ax  by  Z ' * 

«T  V 

I = V g ; portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe 

proposée  on  obtient  l'équation  ^ ^ ~ ^ t'*  courbe  polaire  réci- 

proque est  une  nouvelle  section  conique. 

30® — Nous  avons  appelé  degré  d’une  courbe  algébrique  le 
degré  de  l’équation  qui  la  représente  en  coordonnées  rectili- 
gnes, ou  le  nombre  des  points  réels  ou  imaginaires  suivant 
lesquels  la  courbe  est  coupée  par  une  droite  quelconque.  On 
appelle  de  même  classe  de  la  courbe  le  nombre  des  tangentes 
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réelles  ou  imaginaires  que  l’on  peut  mener  à la  courbe  par  un' 
point  quelconque  du  plan.  Si  l’on  désigne  par  m le  degré  et 
par  n la  classe  d’une  courbe  algébrique,  on  a,  en  général, 
d’après  ce  que  nous  avons  dit  au  n®  299,  n = m{m  — 1).  On 
sait  que  l’on  peut  mener  d’un  point  quelconque  deux  tangentes 
à une  courbe  du  second  degré;  les  courbes  du  second  degré 
appartiennent  donc  à la  seconde  classe. 

Il  est  aisé  de  voir  que  deux  courbes  polaires  réciproques  S 
etS'(fig.  178)  sont  telles  que  le  degré  de  l’une  est  égal  à la 
classe  de  l’autre.  Une  droite  quelconque  P coupe  la  courbe  S 
en  m points  a,  6,  c,. . à ces  ni  points  correspondent  m droites 
X',  B',  C',  . . . tangentes  à la  courbe  S'  et  passant  par  le  point 
p',  pôle  de  la  droite  P,  et  réciproquement,  à chaque  tangente 
A'  menée  du  point  p'  à la  courbe  S'  correspond  un  jioint  a ap- 
partenant à la  courbe  S et  situé  sur  la  droite  P;  ainsi  le 
nombre  des  tangentes  que  l’on  peut  mener  du  point  p'  a 
P.  la  courbe  S'  est 

égal  au  nombre 
des  points  d’in- 
tersection de  la 
,,  courbe  S par  la 
droite  P,  et,  par 
conséquent,  la 
classe  de  la  cour- 
be S'  est  égale 
Fig- au  degré  de  la 
courbe  S.  De  même  le  degré  de  la  courbe  S'  est  égal  à la  classe 
de  la  courbe  S. 

Une  courbe  du  second  degré  étant  de  la  seconde  classe,  il  en 
résulte  que  la  courbe  polaire  réciproque  d’une  courbe  du  se- 
cond degré  est  aussi  du  second  degré. 

11  est  même  facile  dans  ce  cas  de  déterminer  l’espèce  de  la 
courbe.  Si  le  centre  0 de  la  courbe  directrice  est  situé  en  dehors 
de  la  courbe  S,  on  peut  de  ce  point  mener  deux  tangentes 
réelles  A et  B à la  courbe  S (fig.  179);  les  pôles  de  ces  tangentes 
s’éloignant  à l’inGni,  on  en  conclut  que  la  courbe  S'  a des 
branches  infinies  dans  deux  directions  différentes;  c’est  donc 
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une  hyperbole.  Soient  a et  6 les  points  de  contact  des  tan- 
gentes A et  B;  les  polaires  A' 
et  de  ces  deux  points  sont 
les  tangentes  à la  courbe  S' 
aux  points  situés  à TinQni, 
ce  sont,  par  conséquent,  les 
asymptotes.  Lorsque  le  cen- 
tre O de  la  courbe  directrice 
est  situé  sur  la  courbe  S,  les 
ï"**-  points  a et  6 coïncident  avec 

le  point  O,  la  polaire  de  ce  point,  ou  l’asymptote,  est  rejetée  à 
Pinfini,  et  la  courbe  & est  une  parabole.  Enfin,  si  le  centre  o 
de  la  courbe  directrice  est  situé  à l’intérieur  de  la  courbe  S,  la 
courbe  S'  est  une  ellipse. 

— La  méthode  des  polaires  réciproques  a une  grande 
importance  dans  l’étude  des  sections  coniques;  elle  permet, 
quand  on  a trouvé  une  propriété  de  ces  courbes,  d’en  dé- 
duire immédiatement  une  propriété  corrélative.  Nous  avons 
démontré,  par  exemple,  au  n“  274,  que  par  cinq  points  don- 
nés on  peut  faire  passer  une  section  conique  et  qu’on  n’en 
peut  faire  passer  qu’une;  on  en  déduit  que  l’on  peulmener  une 
section  conique  tangente  à cinq  droites  données  et  qu’on  n’en 
peut  mener  qu'une.  Concevons,  en  effet,  que  l’on  ait  tracé  dans 
le  plan  une  section  conique  quelconque  pour  servir  de  courbe 
directrice,  et  que,  par  rapport  à cette  section  conique,  on  ait 
marqué  les  pôles  a',  b',  d , dl,  d des  cinq  droites  données  A, 
B,  C,  D,  E;  par  les  cinq  points  0! , V , d , d! , d on  peut  faire 
passer  une  section  conique  S';  la  courbe  polaire  réciproque 
de  la  courbe  S'  est  une  section  conique  S tangente  aux  cinq 
droites  données.  Réciproquement,  à toute  section  conique  tan- 
gente aux  cinq  droites  correspond  une  section  conique  passant 
par  les  cinq  points;  comme  on  ne  peut  faire  passer  qu’une 
section  conique  par  les  cinq  points,  il  n’existe  qu’une  section 
conique  tangente  aux  cinq  droites. 

31fl — Nous  avons  démontré  aussi  (n“  288)  que  les  trois 
points  d’intersection  des  côtés  opposés  d’un  hexagone  inscrit  à . 
une  section  conique  sont  en  ligne  droite.  On  en  déduit  ce  théo- 
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rème  corrélatif  attribué  à Brianchon  : les  trois  droites  qui  joi- 
gnent les  sommets  opposés 
d’un  hexagone  circonscrit  à 
une  section  conique,  passent 
par  un  même  point.  Soit 
t abcdef  (flg.  i8o)  un  hexa- 
gone circonscrit  à une  sec- 
tion conique;  l’hexagone 
inscrit,  qu  i a pour  sommets 
les  points  de  contact,  est  la 
flgure  corrélative  de  l’hexa- 
gone circonscrit  par  rap- 
port à la  section  conique 
proposée;  car  les  sommets 
a,  b,  c,...  de  l’hexagone 
circonscrit  sont  les  pôles 
des  côtés  A',  B',  C', . . . de 
l’hexagone  inscrit.  La  dia- 
gonale ad  de  l’hexagone  circonscrit  est  la  polaire  du  point  d’in- 
tersection m'  des  côtés  opposés  M et  IV  de  l’hexagone  inscrit; 
la  diagonale  be  est  la  polaire  du  point  d’intersection  n'  des 
deux  côtés  opposés  B'  etE'  et  la  diagonale  cf  la  polaire  du  point 
d’intersection  p'  des  deux  côtés  G'  et  F'.  Puisque  les  trois 
points  m',  n'  p'  sont  en  ligne  droite,  leurs  polaires  ad,  be,  cf 
passent  par  un  même  point  o,  pôle  de  la  droite  m'n'p' . 

Nous  ferons  ici  une  remarque  analogue  à celle  qui  a été  faite 
à propos  du  théorème  de  Pascal.  11  n’est  pas  nécessaire  que 
l'hexagone  circonscrit  soit  convexe,  il  suffit  qu’il  soit  fermé. 
Supposons  qu’on  ait  tracé  six  langenies  à une  section  conique; 
pour  former  l’hexagone,  partant  du  point  d’intersection  de 
deux  tangentes,  on  s’avancera  sur  l’une  d’elles  jusqu’à  la  ren- 
contre d’une  autre  tangente;  puis  sur  cette  seconde  tangente, 
dans  un  sens  ou  dans  l’autre,  jusqu’à  la  rencontre  d’une  troi- 
sième tangente,  et  ainsi  de  suite,  de  manière  à revenir  au  point 
de  départ  après  avoir  marché  sur  toutes  les  tangentes  sans  dis- 
continuité. La  ligne  brisée  ainsi  formée  est  un  hexagone  circon- 
scrit. Si  l’on  numérote  les  sommets  dans  l’ordre  suivant  lequel 


I 

I 

Fig. 180. 
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on  les  a obtenus,  les  trois  diagonales  qui  joignent  les  sommets 
(i,  4),  (2,  5),  (3,  6)  passent  par  un  même  point  (Qg.  i8i). 


Fir.  181. 


312 — Corollaire.  Quand  on  définit  une  section  conique 
par  cinq  tangentes,  on  peut,  à l’aide  du  théorème  précédent, 
construire  autant  de  tangentes  que  l’on  vent.  Soient  les  cinq 
tangentes  ab,  bc,  cd,  de,  ef  (Gg.  i8o);  cherchons  la  seconde 
tangente  qui  passe  par  un  point  a pris  arbitrairement  sur  l’une 
des  tangentes  données;  on  prendra  le  point  d’intersection  o des 
diagonales  ad  et  be;  on  mènera  la  droite  co  et  on  joindra  le 
point  a au  point  f oii  la  droite  co  rencontre  la  tangente  ef. 

On  peut  aussi  déterminer  le  point  de  contact  de  chacune  des 
tangentes.  Quand  deux  côtés  de  l’hexagone  circonscrit,  par 
exemple,  les  côtés  ab  et  bc,  coïncident,  le  sommet  intermér 
diaire  b devient  le  point  de  contact;  pour  trouver  ce  point  de 


contact,  on  joindra  le  sommet  e au 
point  d’intersection  o des  diagonales 
ad  et  cf  (fig.  182). 

Lorsqu’on  a déterminé  les  points 
de  contact  de  trois  tangentes,  on 
obtient  les  éléments  de  la  courbe 
par  le  procédé  que  nous  avons  in- 
diqué au  11°  28(1. 


313 — Du  théorème  de  Brianchon,  on  déduit  les  corol- 
laires suivants  : un  quadrilatère  étant  circonscrit  à une  section 
conique,  les  deux  diagonales  et  les  deux  droites  qui  joignent 
uu.  1 8 
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les  points  de  contact  des  côtés  opposés  passent  par  un  même 
point. 

Un  triangle  étant  circonscrit  à une  section  conique,  les  droites 
qui  joignent  les  sommets  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés 
passent  par  un  même  point.  Il  suffit  de  compléter  l’hexagone 
circonscrit,  dans  le  premier  cas  avec  les  points  de  contact  de 
deux  côtés  opposés,  dans  le  second  cas  avec  les  trois  points  de 
contact. 

314 — Nous  indiquerons  encore  comment  on  détermine  la 
parabole  tangente  à quatre  droites  A,  B,  C,  D.  Supposons  le 
problème  résolu,  et  soit  F le  foyer  de  la  parabole,  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  du  point  F sur  les  tangentes  sont 
en  ligne  droite  n®  249.  Mais  nous  avous  démontré  n®  109  que  le 
lieu  d’un  point  F tel  que  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce 
point  sur  trois  droites  A,  B,  G aient  leurs  pieds  en  ligne  droite 
est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les  lignes  A,  B,  C. 
D’après  cela,  si  l’on  circonscrit  un  cercle  au  triangle  formé  par 
A,  B,  C,  puis  un  second  cercle  au  triangle  formé  par  B,  C,  D, 
ces  deux  cercles  qui  passent  par  le  point  de  rencontre  des 
lignes  B et  C se  couperont  en  un  second  point,  et  les  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  A,  B,  C,  D seront 
en  ligne  droite;  ce  point  étant  le  seul  qui  jouisse  de  celte  pro- 
priété sera  le  foyer  F de  la  courbe.  En  prolongeant  chacune 
des  perpendiculaires  d’une  longueur  égale  à elle-même  on  ob- 
tient quatre  points  a„  6„  c^,  d^  qui  sont  encore  en  ligne  droite 
et  qui  sont  situés  sur  la  directrice.  Il  facile  de  voir  que,  réci- 
proquement, la  parabole  dont  le  foyer  est  F et  la  directrice  la 
droite  a^b^c^d^  est  tangente  aux  droites  A,  B,  C,  D;  car  en  éle- 
vant aux  points  a„  6„  Cj,  d^  des  perpendiculaires  à la  direc- 
trice, ces  perpendiculaires  rencontrent  les  droites  en  des  point 
a,  b,  c,  d tels  que  chacun  d’eux  est  également  distant  du 
foyer  et  de  la  directrice,  ces  points  appartiennent  donc  à la 
courbe;  de  plus  la  droite  A fait  les  angles  égaux  avec  les  lignes 
aa^,  et  oF,  donc  celte  droite  A est  tangente  à la  parabole  au 
point  O.  On  voit  ainsi  que  le  problème  admet  toujours  une 
solution  et  une  seule,  excepté  dans  le  cas  où  les  cercles  cir- 
conscrits aux  deux  triangles  se  touchent. 


Digitized  by  Google 


THÉORIE  DES  POLES  ET  DES  POLAIRES.  275 

#1® — Considérons  le  cas  particulier  où  la  courbe  directrice  est  un  cer- 
cle de  rayon  r;  la  polaire  A'  d’un  point  a est  perpendiculaire  à oa  et  ù une 

f** 

distance  du  centre  égale  b — . Les  droites 

qui  joignent  le  centre  b deux  points  a et  b 
font  entre  elles  un  angle  aob  égal  b celui 
des  polaires  A'  et  B'  de  ces  points  (Gg.  483). 

Par  le  centre  o,  menons  des  parallèles 
aux  droites  A'  et  B';  des  points  a et  6 
abaissons  des  perpendiculaires  sur  ces 
droites;  les  triangles  rectangles  oae,  obf 
sont  semblables  et  donnent  la  proportion 

_ _ ac+ ce  _ ac-^- og , 

ob  ~ b(  6d  + df  hd  + oh' 

on  en  déduit  oo  (M  + o/i)  = o6  (ac -\-og);  mais  on  a oa.oh  = ob.og  = r*; 

•1  e I 1.J  I 0“ 

il  en  résulte  oa.bd  = ob.ac,  ou  -—  = — . 

00  bd 

Ainsi  les  distances  de  deux  points  au  centre  sont  proportionnelles  aux 
distances  de  chacun  d’eux  b la  polaire  de  l'autre. 

Cherchons  la  courbe  polaire  réciproque  d’un  cercle  de  rayon  r'  par  rap- 
port au  cercle  o.  Soit  C’  la  polaire  du  centre  c du  cercle  proposé  (fig.  184); 
menons  b ce  cercle  une  tangente  quelconque  A et  prenons  le  pôle  o'  de 

cette  droite;  d’après  la  propriété  précédente, 

oo'  o'  d oa'  oc  , 

on  a — = — r*  ou  -y—  = le  rapport 
oc  r a d r 

des  distances  de  chacun  des  points  a'  du  lieu 

au  point  0 et  b la  droite  tixe  C'  est  consliint; 

donc  ce  lieu  est  une  courbe  du  second  degré 

dont  le  point  o est  l’un  des  foyers  et  la  droite 

C'  la  directrice  corre.spondante. 

A l’aide  de  cette  transformation,  on  peutdé- 

Fig.  l&l.  diiire  immédiatement  des  propriétés  du  cercle 

la  plupart  des  propriétés  focales  des  courbes  du  second  degré.  Ainsi, 

par  exemple,  deux  tangentes  A et  B au  cercle  c font  des  angles  égaux  avec 

la  corde  des  contacts  ab;  aux  droites  A et  B correspondent  deux  points  a' 

et  6'  de  la  section  conique;  aux  deux  points  a et  h du  cercle  les  tangentes 

A'  et  B'  à cette  section  conique  en  a'  et  b';  b la  droite  ab  ou  M le  point 

d’intersection  m'  des  droites  A'  et  B'.  Les  rayons  menés  du  foyer  o aux 

points  a',  6',  m' faisant  entre  eux  des  angles  égaux  b ceux  de  leur.s  polaires 
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A,  B,  M,  on  en  conclut  que  la  droite  om’  est  bissectrice  de  l’angle  a'ob 
(no  255). 

Le  lieu  du  sommet  m d’un  angle  constant  circonscrit  au  cercle  c est  un 
cercle  concentrique.  Aux  deux  tangentes  A et  B menées  du  point  m ac 
cercle  c correspondent  deux  points  a' et  b’  de  la  conique,  et  au  point  m h 
droite  a' b':  l'angle  a'ob',  étant  égal  It  celui  des  droites  A et  B,  est  auss 
constant;  le  point  m décrivant  un  cercle  dont  le  centre  est  c,  sa  polaire  a' b 
enveloppe  une  section  conique  dont  le  point  o est  l'un  des  foyers  et  la  po- 
laire du  centre  c la  directrice.  Ainsi  la  corde  vue  du  foyer  d'une  section 
conique  sous  un  angle  constant  enveloppe  une  section  conique  qui  a mirnt 
foyer  et  même  directrice.  La  corde  a6  du  cercle  enveloppe  un  cercle  con- 
centrique; doue  le  point  de  concours  des  tangentes  k la  section  conique 
en  a'  et  b'  décrit  une  section  conique  qui  a aussi  même  foyer  et  même 
directrice. 

COURBES  ENVELOPPES. 


31tt— Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  été  amenés  à con- 
sidérer des  courbes  tangentes  à des  séries  de  droites;  lorsqu’un 
point  décrit  une  courbe,  sa  polaire  reste  tangente  à une  aulrc 
cotirbc.  On  appelle,  en  général,  enveloppe  d’une  ligne  mobile 
une  courbe  à laquelle  cette  ligne  reste  constamment  tangente. 
Soit 

(i)  f(x,y,a)  = o 

une  étiuation  renfermant  un  paramètre  variable  a.  A chaque 
valeur  de  a correspond  une  ligne  déterminée.  Donnons  au 
paramètre  deux  valeurs  voisines  a et  a 4- A;  la  ligne  (i)  et  la 
ligne 

(2)  f(x,y,a-hh)  = o 

se  coupent  en  un  point  M'  (fig.  i85)  dont  les  coordonnées  véri- 
fient à la  fois  les  équations  (i)  et  (2).  Le  système  de  ces  deux 
équations  peut  être  remplacé  par  le  suivant 


f(x,  y,  a)  = o, 


fix-hy,a-i-h)—  f(x,  y,  a) 
h 


qui,  lorsque  h tend  vers  zéro,  se  réduit  à 

(3)  f {X,  y,  a)  = o,  fi (x,  y,  a)  = 0. 

Or,  quand  h tend  vers  zéro,  le  point  M'  se  déplace  sur  la 
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ligne  (i)  et  tend  vers  une  position  limite  M;  c’est  ce  point  li- 
mite qui  est  repré- 
senté par  le  système 

(3).  Chacune  des  li- 
gnes (i)  contient  un 
Fig.  185.  point  limite;  on  ob- 

tient le  lieu  de  ces  points,  c’est-à-dire  le  lieu  des  intersections 
successives  des  lignes  représentées  par  l’équation  (i),  en  élimi- 
nant a entre  les  équations  (3). 

Considérons  de  nouveau  le  système  des  équations  (i)  et  (2), 
dans  lesquelles  nous  regardons  a comme  une  variable  et  h 
comme  une  constante;  ce  système  représente  le  lieu  des  points 
suivant  lesquels  chaque  ligne  (a)  est  coupée  par  la  ligne  (a -+- A). 
Deux  de  ces  points  se  trouvent  sur  la  ligne  (a),  savoir  : le 
point  d’intersection  M'  des  lignes  (a)  et  (a-t-/i),  lo  point  d’in- 
tersection M"  des  lignes  (o  — h)  et  (a).  Üuand  h tend  vers  zéro, 
les  deux  points  M' et  M"  tendent  vers  la  même  position  limite  M, 
et  le  lieu  devient  tangent  à la  ligne  (a)  au  point  M.  Ainsi  le  lieu 
des  intersections  successives  des  lignes  représentées  par  l'équa- 
tion (i)  est  langent  à chacune  de  ces  lignes.  A cause  de  cette 
propriété,  on  dit  que  le  lieu  est  l’enveloppe  des  lignes  (i)  qui 
portent  le  nom  d’cnreloppées. 

317 — Supposons  maintenant  que  la  ligue  mobile  soit  re- 
présentée par  une  éijuation 

(4)  fix,  y,  a,  b)=o, 

contenant  deux  paramètres  variables  a et  b liés  par  la  relation 


(5)  9(a,  6)  = o. 

Si  l’on  appelle  b'  la  dérivée  de  b considérée  comme  une  fonc- 
tion de  a donnée  par  l’équation  (5),  on  a <pI-t-<piA'  = o;  d’où 

6'= — Mais  si  l’on  égale  à zéro  la  dérivée  de  la  fonction 

f(x,  y,  a,  b)  par  rapport  à a,  en  y regardant  b comme  une 
fonction  de  o,  on  a f.-l-  fib'  = o;  on  en  déduit  la  relation 


(fi) 


2.» 

n 
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et  pour  trouver  l’équation  de  l’enveloppe,  on  éliminera  les 
deux  paramètres  a et  6 entre  les  trois  équations  (4),  (5),  (6). 


318 — Comme  exemple,  cherchons  l'enveloppe  des  normales  à une  pa- 
rabole. La  normale  à la  parabole  i/*  — 2px  = 0 au  point  M (fig.  186)  dont 
\yy  les  coordonnées  sont  æ et  y,  a pour  équa- 
/ U lion  P (Y  — y)  + ÿ (X  — 05)  = 0 ; si  l’on 


remplace  x par  sa  valeur  cette  équa* 

2p 

tion  devient 


O)  pY-i-y(X-p)-^=0; 

elle  renrerme  un  paramètre  arbitraire  y; 
il  faut  prendre  la  dérivée  par  rapport  i y, 
3 U* 

(8)  X-p-^  = 0, 


et  éliminer  y entre  les  équations  (7)  et  (8). 
En  remplaçant  dans  l’équation  (7)  y’  par 
sa  valeur  tirée  de  l’équation  (8),  on  a 


•3pY 


2(X-p) 
l’équation  de  l'enveloppe 


portant  cette 


valeur  de  y dans  l’équation  (8),  on  obtient 


(9) 


8 (X  — p)* 
27p 


Cette  courbe  a la  forme  indiquée  dans  la  figure  ; elle  présente  un  rebrous- 
sement en  C : car  la  tangente  en  ce  point,  étant  normale  h la  parabole  au 
sommet  A,  coïncide  avec  l’axe  AX.  Quand  le  point  M décrit  la  branche  AB 
de  la  parabole,  la  normale  roule  sur  la  branche  CD  de  l’enveloppe;  et  de 
même  quand  le  point  M décrit  la  branche  AB'  de  la  parabole,  la  normale 
roule  sur  la  branche  CD'  de  l’enveloppe. 

Si  l’on  veut  mener  des  normales  i la  parabole  par  un  point  donné  P,  il 
suffira  de  regarder  dans  l'équation  (7)  X et  Y comme  les  coordonnées  du 
point  P et  l’ordonnée  y du  pied  M de  la  normale  comme  l’inconnue  ; on 
peut  mener  du  point  P trois  normales  à la  parabole  ou  une  seule  suivant  que 
celte  équation  du  troisième  degré  en  y admet  trois  racines  réelles  ou  une 
seule.  Cette  question  revient  évidemment  à mener  des  tangentes  h l’enve- 
loppe par  le  point  P;  ainsi  l’enveloppe,  qui  est  du  troisième  degré,  est  aussi 
de  la  troisième  classe.  Lorsque  le  point  P est  situé  entre  les  deux  branches 
de  l’enveloppe,  on  peut  mener  de  ce  point  trois  tangentes  à l’enveloppe,  et, 
per  conséquent,  trois  normales  h la  parabole  ; mais  lorsque  le  point  est 
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siiué  en  P’  à l'extérieur,  on  ne  peut  mener  qu’une  seule  tangente  à l’enve- 
loppe, et,  par  conséquent,  une  seule  normale  a la  parabole. 

SI  9 — Cherchons  encore  l’enveloppe  des  normales  h l’ellipse 


Téquation  de  la  normale  au  point  {x,  y) 

renferme  deux  paramètres  variables  a;  et  y liés  par  Ut  relaUon 

«•1 

D’après  la  formule  (6)  du  n«  347,  on  a 


X y 

O»  b*  4 . 

“ 6*Y“o‘— 6*’ 

X*  y* 


on  a obtenu  le  troisième  rapport  en  ajoutant  les  numérateurs  et  les  déno- 
minateurs, après  avoir  multiplié  les  deux  termes  du  premier  par  x,  les 
deux  termes  du  second  par  y,  et  tenant  compte  des  équations  (10)  et  (11); 
on  en  déduit 


x’ 


0‘Y. 


portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (11),  on  obtient  l'équation  de  l'enveloppe 


Cette  courbe  présente  quatre  points  de  rebroussement  (6g.  187).  Quand 


//'■ 


le  pied  M de  la  normale  décrit 
l'arc  âB  de  l'ellipse,  la  normale 
roule  sur  l'arc  CD  de  l'enveloppe. 
Si  l'un  veut  mener  des  normales  à 
l'ellipse  par  un  point  donné  P, 
ayant  pour  coordonnées  X et  Y, 
les  deux  équations  simultanées 
(10)  et  (11)  donneront  les  coor- 
données X et  y du  pied  de  chacune 
des  normales;  les  pieds  des  norma- 
les sont  les  points  d’intersection  de 
l'ellipse  proposée  (11)  et  d'une 
hyperbole  (10)  ; il  y a quatre  solu- 
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lions.  Hais  celle  queslion  revieni  à mener  des  langenles  à l'enveloppe  par 
le  point  P ; on  en  conclut  que  l'enveloppe,  qui  est  du  sixième  degré,  est  de 
la  quatrième  classe.  Lorsque  le  point  P est  siiué  h l’intérieur  de  l’enve- 
loppe, on  peut  mener  de  ce  point  quatre  tangentes  è l’enveloppe,  et,  par 
conséquent,  quatre  normales  réelles  è l'ellipse;  mais  lorsque  le  point  est 
situé  il  l’extérieur,  par  exemple  en  P',  on  ne  peut  plus  mener  que  deux 
tangentes  réelles  ù l’enveloppe,  et,  par  conséquent,  deux  normales  à 
l’ellipse. 

L’enveloppe  des  normales  à l’hyperbole  a pour  équation 

320—11  est  à remarquer  que  la  recherche  de  l’enveloppe 
d’une  droite  mobile  peut  être  ramenée  à la  théorie  des  polaires 
réciproques.  Car  cette  courbe  enveloppe  est  la  courbe  polaire 
réciproque  de  la  courbe  décrite  par  le  pôle  de  la  droite,  relati- 
vement à une  section  conique  déterminée.  Représentons  la 
droite  mobile  par  une  équation  de  la  forme 

(i4)  px  + qt/  — 1 = 0, 

renfermant  deux  paramètres  variables  liés  par  la  relation 
(i5)  9(p,  î)=o, 

et  prenons  pour  courbe  directrice  la  courbe  x*-hy*  — i =o; 
cette  courbe  sera  un  cercle  si  les  axes  des  coordonnées  sont 
rectangulaires.  La  droite  x,x-hy,y  — i = o,  polaire  du  point 
(Xj,  ÿ,),  coïncidera  avec  la  droite  mobile,  si  l’on  fait  x,=p, 
y,  = q;  ainsi  la  courbe  S',  décrite  par  le  pôle  de  la  droite  mo- 
bile, a pour  équation  (i6)  ç (x,,  y,)  = o.  La  tangente  A!  en  un 
point  (x„  y,)  de  la  courbe  S'  est  représentée  par  Téquation 

X «pi,  •+•  Y 4-  Z <pi  ^ = O ; 

un  point  a dont  les  coordonnées  sont  x et  y a pour  polaire 
xX-l-yY  — I = o; 

ce  point  sera  le  pôle  de  la  droite  A',  si  les  relations 


(17) 


X 


X 


sont  vérifiées.  Pour  obtenir  la  courbe  S polaire  réciproque 
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de  S',  c’est-à-dire  le  Heu  du  point  a,  il  suffira  d’éliminer  x, 
et  y,  entre  les  équations  (i6)  et  (17). 

Lorsque  la  relation  qui  existe  entre  les  deux  paramètres 
variables  p et  q est  exprimée  par  une  équation  algébrique  en- 
tière du  second  degré,  la  courbe  S'  étant  une  section  conique, 
il  est  clair  que  la  courbe  S est  aussi  une  section  conique. 

391 — Exemple  I.  Trouver  l’enveloppe  d’une  droite  telle  que  le  produit 
de  ses  distances  ï deux  points  fixes  F et  F’  soit  égal  à une  quantité  donnée. 
En  prenant  pour  axe  des  x la  droite  FF'  et  pour  axe  des  y une  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  cette  droite,  appelant  3c  la  distance  FF',  b'  le  pro- 
duit constant,  et  représentant  la  droite  mobile  par  une  équation  de  la 
forme  px-i-  qy  — 1 = 0,  on  a,  entre  les  deux  paramétres  variables  p et  q, 
la  relation 

(c’  ± b’)  p*  ±:  6*q’  — 1=0; 


il  faut  prendre  le  signe  -h  ou  le  signe  — suivant  que  la  droite  laisse  les 
deux  points  d’un  même  côté  ou  passe  entre  les  deux.  La  courbe  S'  ayant 
pour  équation 

(c*  ± 6*)  a?J  ± 6*i/J  — 1=0, 


l'équation  de  la  courbe  cherchée,  ou  de  la  polaire  réciproque  (n°308),  est 


x’ 

c*  zt  6* 


!/’ 

±6' 


-1  = 0. 


C’est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  les  points  F et  F'  sont  les  foyers. 
Ce  théorème  est  la  réciproque  d'un  théorème  démontré  au  chapitre  Vil. 

899 — Exeuple  11.  Étant  donné  un  quadrilatère  abcd,  trouver  l’enve- 
loppe d’une  droite  telle  que  le  produit  de  ses  distances  h deux  sommets 
opposés  soit  au  produit  de  ses  distances  aux  deux  autres  sommets  dans 
un  rapport  constant.  Appelons  et  y^,  x,  et  t/„  x,  et  y,,  x,  et  y,  les 
coordonnées  des  quatre  sommets , et  représentons  la  droite  mobile  par 
l’équation  px  + qy  — i =0;  on  aura  entre  les  deux  paramètres  p et  g la 
relation 

(px,  -4-  qy,  — 1 ) (px,-|-  gÿ,  — 1 ) - k‘  {px,-t  gy,  - 1 ) [px,  + gy,  _ 1 ) = 0 ; 

celte  relation  étant  du  second  degré,  on  en  conclut  que  l'enveloppe  est  une 
courbe  du  second  degré.  L’équation  précédente  est  vérifiée  quand  la  droite 
mobile  coïncide  avec  l’un  des  côtés  du  quadrilatère,  puisque  dans  chaque 
terme  un  facteur  s’annule.  Ainsi  la  courbe  est  inscrite  dans  le  quadrilatère 
et  on  peut  donner  an  rapport  k une  valeur  telle  que  la  courbe  soit  tangente 
i une  cinquième  droite  quelconque  II  en  résulte  celte  propriété  générale 
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des  sections  coniques  : un  quadrilatère  étant  circonscrit  à une  section  co- 
nique, le  produit  des  distances  d'une  tangente  quelconque  à deux  sommets 
opposés  du  quadrilatère  est  au  produit  des  distances  de  cette  même  tangente 
aux  deux  autres  sommets  dans  un  rapport  constant. 

323 — Nous  avons  mis  l’équation  du  second  degré  sous  dif- 
férentes formes;  il  est  bon  de  remarquer  que  l’équation  de  la 
tangente  ou  de  la  polaire  d’un  point  peut  être  mise  sous  une 
forme  analogue  à celle  de  la  courbe.  Un  terme  quelconque  de 
l’équation  est  de  la  forme  Aa^,  a et  p étant  deux  fonctions 
linéaires  et  homogènes  en  x,  y,  z 

a = ax-i-by  + cz,  Ç>  — a'x-i-b'y-i-c'z. 

La  polaire  d’un  point  P,  dont  les  coordonnées  sont  y„  2,, 
est  représentée  par  l’équation 

Appelons  a,  et  p,  les  valeurs  des  polynômes  a et  p quand  on  y 
remplace  x,  y,  z par  x,,  y^  z^,  le  terme  Aa^  donne  dans  l’é- 
quation de  la  polaire  la  quantité 

A [x  (o'  a,  + O P,)  y (6'  a,  -+-  6 P,)  -H  z (c'  a,  -h  c P,)], 
ou  A (a,  P 4- P, a). 

Un  terme  de  la  forme  Aa*  donnera  aAaa,. 

Par  exemple,  si  l’équation  de  la  conique  est  mise  sous  la 
forme  — hy*  = o,  la  polaire  a pour  équation 

a, P + Pi  a — 2A:YiY  = o. 

A la  forme  x*+y*  — a*=o,  dans  laquelle  l’origine  est  le  foyer 
et  la  droite  a = o la  directrice,  correspond  de  même  la  forme 
x^x-^-y^y  — aja  = o. 

L’équation  ap  — = o dans  laquelle  k est  un  paramètre 

arbitraire,  représente  toutes  les  coniques  passant  par  quatre 
points  fixes.  La  polaire  d’un  point  donné  a pour  équation 
a,P4-Pja  — A (y, ^-1-^1  y)  = 0.  On  voit  que  toutes  ces  polaires 
passent  par  un  point  fixe.  On  en  déduit  ce  théorème  corrélatif  : 
les  pôles  d’une  même  droite  par  rapport  à toutes  les  coni- 
ques tangentes  à quatre  droites  données  sont  en  ligne  droite. 
Si  l’on  suppose  que  la  droite  s’éloigne  à l’infini,  son  pôle  de- 
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vient  le  centre  de  la  courbe;  ainsi  le  lieu  des  centres  des 
coniques  tangentes  à quatre  droites  données  est  une  ligne 
droite. 

NOUVELLES  COORDONNÉES. 


324 — Soient  a = o,  P = o,  y = o les  équations  de  trois 
droites  fixes;  on  peut  déterminer  la  position  d’un  point  quel- 
conque m du  plan  par  l’intersection  de  deux  droites 


(i)  a=0Y,  P = 6y> 

passant  par  deux  des  sommets  du  triangle  formé  par  l(>s 
trois  droites  fixes;  les  deux  droites  dont  il  s’agit  dépendent 
des  deux  paramètres  variables  a et  6 que  Ton  peut  regarder 
comme  les  coordonnées  du  point  tn.  Les  nouvelles  coordon- 
nées a et  b sont  des  fractions  rationnelles  du  premier  degré 
en  X et  y;  de  même,  si  Ton  résout  les  deux  équations  (i)  par 
rapport  à x et  à j/,  on  obtient  des  fractions  rationnelles  du 
premier  degré  en  a et  6;  il  en  résulte  que  toute  équation  al- 
gébrique et  entière  par  rapport  à Tun  des  systèmes  de  coor- 
données se  transforme  en  une  équation  algébrique  du  même 
degré  par  rapport  à l’autre  système.  Si,  dans  l’équation  entre 

a et  b,  on  remplace  o et  6 par  - et  on  obtient  une  équa- 


tion homogène  en  a,  p,  y Ainsi  une  ligne  droite  sera  repré- 
sentée par  une  équation  homogène  du  premier  degré  en  a,  p, 
Y,  et  de  même  une  conique  par  une  équation  homogène  du 
second  degré. 

11  est  évident  que  la  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés 
{af,  bf),  (a",  b")  a pour  équation 


b — ¥ = 


b"—b> 
a"—  a' 


[a  — a'). 


Si  l’on  suppose  que  ces  deux  points  soient  deux  points  voisins 
d’une  courbe  f (a,  b)  = o,  et  que  le  second  point  se  rapproche 
indéfiniment  du  premier,  on  voit  que  la  tangente  en  ce  point 
est  représentée  par  l’équation 
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ou  af'a'  + f>fi,—  {a'f',,-hVf,,)  = o. 

Si  l’on  remplace  a et  & par  - et  -»  a'  et  b'  par  -7  et  afin 

T Y Y Y 

de  rendre  l’équation  homogène,  l'équation  de  la  tangente  de- 
vient (n®  298) 

»/■»'+ P^p'-+-YfY'  = O- 

Lorsque  la  courbe  est  du  second  degré,  l’équation  [irécédente 
ne  change  pas  quand  on  y permute  les  lettres  a et  a',  jî  et 
Y et  Y-  Si  a',  p,  y désignent  les  coordonnées  d’un  point  quel- 
conque du  plan,  la  corde  des  contacts  des  tangentes  menées  de 
ce  point,  c’est-à-dire  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à la 
conique,  a pour  équation 

Nous  avons  déjà  employé  plusieurs  fois  le  système  de  coor- 
données dont  nous  venons  de  parler.  En  voici  de  nouvelles 
applications. 

Exemple  1.  Considérons  deux  triangles  polaires  réciprotpies  par  rapport 
h une  conique  donnée;  afin  de  simplifier,  prenons  les  côtés  de  l’un  des 
triangles  comme  lignes  de  repère  servant  à la  définiiion  des  nouvelles  co- 
ordonnées, et  soit 

/■  («.  P.  ï)  = 5 (A'  a*  -f-  A P»  -f-  A"r  -t-  2 B Pt  -h  2 lira  2 B"  ap)  = 0 

l’équation  de  la  conique.  La  polaire  d’un  point  quelconque  (a',  p',  t’)  a 
pour  équation  “'/ÎL+  PY«+  y'I'  — 0-  En  particulier,  les  polaires  des  trois 

ot  P T 

sommets  (p'=  0,  t'=  0),  (t' = 0,  a'  = 0),  (a'=  0,  p' = 0)  du  triangle 
sont  représentées  par  les  équations 

r = Aa+B"p-|-B'T=0,  /'=A'p+BY-)-B''a=0,  />'=A"T-d-B'a+Bp=0. 

* r T 

Ces  polaires  sont  les  côtés  du  second  triangle.  Les  coordonnées  du  point 
d’intersection  des  deux  côtés  correspondants  a = 0,  = 0 vérifient  les 

équations  O 0,  B"P4-B't  = 0,  ou  a=  0,  -^-1- 0 ; ce  point  est 

donc  situé  sur  lu  droite  ^ -+-  J » = ® > et  il  en  est  de  même  des  deux 

U D B 

autres.  Ainsi  tes  trois  points  de  rencontre  des  côtés  correspondants  de  divx 
triangles  polaires  réciproques  sont  en  ligne  droite. 
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Un  sommet  du  second  triangle  est  donne  par  les  deux  équations  — 0, 
fL=0,  la  droite  B/'' = P»®*® 

P a P 

tient  plus  la  lettre  y,  cette  droite  passe  évidemment  par  le  sommet  (a= 0,  p= 0) 
du  premier  triangle.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  correspondants 
étant  représentées  par  les  équations  B/'' = B'/p  = B"/',  on  en  conclut  que 
ces  trois  droites  passent  par  un  même  point . 

Exemple  II.  Un  triangle  abc  est  inscrit  dans  une  conique  ; deux  de  ses 

côtés  ab  et  ac  tournent  autour  de 
deux  points  fixes  p et  q (fig.  1 88j, 
trouver  l’enveloppe  du  troisième 
côté  6c.  Soient  y=0  l’équation  de 
la  droite  pq,  a = 0 et  p = 0 cel- 
les des  tangentes  aux  points  d et 
8 oü  cette  droite  rencontre  la 
courbe;  l’équation  de  la  conique 
sera  de  la  forme  ap  — Y*  = On 
peut  regarder-  les  points  p et  q 
comme  les  points  oü  la  droite 
Y = 0 est  coupée  par  deux  droites 
a + pp=0,  a-t-qp  = 0 qui 
passent  par  le  point  d’intersection  o des  tangentes  en  d et  e.  Un  point 
quelconque  o de  la  courbe  peut  être  déterminé  par  1 intersection  de  deux 

droites  a — nY  = 0,  p — ^ = 0 passant  par  les  points  d et  e,  a étant  un 

paramètre  arbitraire  qui  définit  la  position  du  point  sur  la  courbe.  En  at- 
tribuant à ce  paramètre  une  autre  valeur  6,  on  obtient  un  autre  point  6. 
Une  droite  quelconque  passant  par  le  point  a a une  équation  de  la  forme 

— = 0;pour  qu’elle  passe  par  le  point  6 qui  est  représenté 

par  les  deux  équations  a — bf  — 0,  p — ^ = 0,  il  faut  faire  k = ab;  ainsi 
la  droite  qui  joint  deux  points  quelconques  a et  6 de  la  courbe,  a pour  équa- 
tion a-l-aôp  — (o-+-6)Y==0. 

Cela  posé,  soient  a,  6,c  les  valeurs  du  paramètre  pour  les  trois  sommets 
0,  b,  c du  triangle  ; le  côté  ah  passant  par  le  point  p,  on  a o6  = p;  le  côté 
ac  passant  par  le  point  q,  on  a de  même  ac  = q;  le  côté  bc  a pour  équation 

P q , 

, ^ bc  P _ (6  + c)  Y = 0 ; si  l’on  remplace  6 et  c par  leurs  valeurs  - et  -, 
l’équation  devient 

o‘a-l-pqP  — (p-l-q)rtï  = 0. 


((' 
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Si,  entre  cette  équation  et  l’équation 

2aa  — (p+g)T  = 0, 

que  l’on  obtient  en  égalant  à zéro  la  dérivée  par  rapport  à a,  ou  élimine 
le  paramètre  variable  a,  on  obtient  l’équation  de  l’enveloppe  de  la  droite  6e 


ap4 


(p4-q)* 

ipq 


T*  = 0. 


Cette  enveloppe  est  une  conique  qui  touche  la  première  aux  points  d et  e. 

Si  l’on  mène  des  tangentes  6 la  conique  proposée  aux  points  a,  b,  c,  on 
forme  un  triangle  circonscrit  a'b'c',  dont  deux  sommets  b' et  c'  glissent 
sur  deux  droites  fixes  P et  Q,  polaires  des  points  p et  q;  la  courbe  décrite 
par  le  sommet  a',  pftle  de  la  droite  6e,  est  la  polaire  réciproque  de  l’enve- 
loppe ; c’est  donc  aussi  une  conique  doublement  tangente  à la  première 
suivant  la  ligne  de. 


EXERCICES. 


t"  Étant  données  deux  coniques  dans  un  plan,  les  points  qui  ont  les 
mêmes  polaires  par  rapport  aux  deux  courbes  sont  les  points  de  concours 
des  trois  couples  de  sécantes  communes,  et  ces  polaires  communes  sont  les 
trois  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  communes 
aux  deux  courbes. 

2°  Sur  deux  droites  fixes,  6 partir  des  points  ob  elles  sont  coupées  par 
une  sécante  mobile  passant  par  un  point  fixe,  on  porte  des  longueurs  con- 
stantes, et  on  joint  leurs  extrémités;  trouver  l'enveloppe  de  la  droite  ainsi 
obtenue. 

3°  Les  trois  côtés  d'un  triangle  tournent  autour  de  trois  points  fixes, 
tandis  que  deux  sommets  glissent  sur  deux  droites  fixes,  le  troisième  sommet 
décrit  une  conique. — Théorème  corrélatif. 

Les  côtés  d’un  polygone  de  n côtés  tournent  autour  de  n points  fixes, 
tandis  que  n — t sommets  glissent  sur  n — < droites  fixes,  le  n'  somtnet 
décrit  une  conique. — Théorème  corrélatif. 

5°  Deux  côtés  d'un  triangle  tournent  autour  de  deux  points  fixes,  tandis 
que  le  troisième  côté  reste  tangent  b une  conique  ; les  deux  sommets  qui 
sont  aux  extrémités  de  ce  côté  glissent  sur  deux  tangentes  fixes  de  la  co- 
nique; le  troisième  sommet  décrit  une  conique. — Théorème  corrélatif. 

6°  Un  triangle  est  inscrit  dans  une  conique,  deux  côtés  passent  par  deux 
points  fixes  ou  roulent  sur  deux  coniques  doublement  tangentes  6 la  pre- 
mière, l’enveloppe  du  troisième  côté  est  une  conique. — Théorème  cor- 
rélatif. 

7*  Un  polygone  de  n côtés  est  incrii  dans  une  conique;  n — 1 côtes  rou- 
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ent sur  des  coniques  doublement  tangentes  à la  première  ; l'enveloppe 
lu  n»  côté  est  une  conique. — Théorème  corrélatif. 

8°  Etant  données  deux  coniques  S et  S',  et  deux  tangentes  à la  conique 
5',  les  six  droites  qui  joignent  deux  à deux  les  quatre  points  oii  ces  tan- 
gentes coupent  la  conique  S,  sont  deux  è deux  tangentes  è une  même  co- 
nique passant  par  les  points  d'intersection  des  coniques  S et  S’. — Théorème 
corrélatif. 

9**  Étant  données  trois  coniques  ayant  quatre  points  communs,  un  triangle 
inscrit  dans  l'une  d'elles,  a deux  de  ses  côtés  tangents  respectivement  aux 
deux  autres,  le  troisième  côté  enveloppe  une  conique. — Théorème  corrélatif. 

1 0°  Étant  données  n coniques  ayant  quatre  points  communs,  un  polygone 
de  n côtés  inscrit  dans  l'une  d'elles,  an  — 1 de  ses  côtés  tangents  respec- 
tivement aux  autres,  le  n’  coté  enveloppe  une  conique. — Théorème  cor- 
rélatif. 

Un  polygone,  dans  une  de  ses  positions,  est  inscrit  à une  conique 
et  circonscrit  è une  autre  conique  ; si  l'on  fait  mouvoir  les  sommets  sur  la 
première  conique,  de  manière  que  n — 1 côtés  restent  tangents  à la  seconde, 
le  n*  côté  restera  constamment  à cette  seconde  conique. 

Dans  les  théorèmes  8,  9,  10  et  H,  on  peut  remplacer  les  coniques  qui 
ont  quatre  points  communs  par  des  coniques  homothétiques  ayant  deux 
points  communs,  et  en  particulier  par  des  cercles  ayant  deux  è deux  le 
même  axe  radical. 

12°  L’enveloppe  des  droites  qui  coupent  deux  coniques  données  suivant 
quatre  points  en  proportion  harmonique  est  une  conique. 

13°  L’enveloppe  de  la  polaire  d'un  point  hxe  par  rapport  à toutes  les 
coniques  qui  passent  par  trois  points  donnés  et  qui  sont  tangentes  à une 
droite  donnée  est  une  conique. — Théorème  corrélatif. 

14°  On  sait  que  les  polaires  d’un  point  p par  rapport  à toutes  les  coni- 
ques ayant  quatre  points  communs,  passent  par  un  même  point  q;  si  le  point 
P décrit  une  droite,  le  point  q décrit  une  conique. — Théorème  corrélatif. 

15°  Lorsque  deux  côtés  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique  roulent 
sur  deux  courbes  quelconques  données,  le  troisième  côté  enveloppe  une 
troisième  courbe  ; démontrer  que  les  droites  qui  joignent  les  sommets  du 
triangle  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés  passent  par  un  même 
point. — Théorème  corrélatif. 

16°  Étant  donné  un  hexagone  inscrit  dans  une  conique,  on  prend  les 
points  d'intersection  des  côtés  opposés,  puis  les  points  d'intersection  de 
chacune  des  trois  diagonales  avec  les  deux  côtés  opposés,  les  neuf  points 
ainsi  obtenus  sont  situés  sur  trois  droites  passant  par  un  même  point. 

17°  Étant  donnée  une  conique  S,  ou  mène  une  conique  variable  S'  qui 
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coupe  la  première  en  deux  points  fixes  et  qui  touche  deux  droites 
fixes  dont  le  point  de  rencontre  est  situé  sur  la  conique  S;  l’enveloppe  de 
la  droite  qui  passe  par  les  deux  autres  points  d’intersection  des  coniques  S 
et  S'  est  une  conique. — Théorème  corrélatif. 

18°  Un  quadrilatère  étant  circonscrit  à une  conique,  si  on  mène  une 
tangente  quelconque  è la  conique,  on  sait  que  le  rapport  du  produit  des 
distances  de  cette  tangente  à deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  au 
produit  des  distances  de  cette  même  tangente  è deux  autres  sommets  op- 
posés est  constant  ; démontrer  que  ce  rapport  est  égal  au  produit  des  dis- 
tances des  deux  premiers  sommets  à l’un  des  fojers  divisé  par  le  produit 
des  distances  des  deux  autres  sommets  au  même  foyer. 
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TnÉORl£  CÉJVÉRJiIiE  DES  COURBES. 


CHAPITRE  I. 


Constraetion  de*  eonrbea  en  coordonnée*  rectiligne*. 


32S — La  conslruclion  d’une  courbe  n’esl  autre  chose  que 
la  représentation  graphique  de  la  marche  d’une  fonction 
réelle  d’une  seule  variable,  lorsqu’on  fait  varier  d’une  manière 
continue  cette  variable.  Si  l’on  a calculé  les  valeurs  de  ÿ qui 
répondent  à diverses  valeurs  de  x,  on  connaît  un  certain 
nombre  de  points  de  la  courbe  à construire.  Mais  ces  points  ne 
peuvent  suffire,  même  pour  un  tracé  grossier  de  la  courbe; 
car  on  peut  les  réunir  de  bien  des  manières  différentes;  et, 
d’ailleurs,  il  peut  arriver  qu’entre  deux  ordonnées,  même 
Irès-rapprochées,  la  courbe  ait  des  branches  infinies.  11  est 
donc  indispensable  de  connaître  préalablement,  d’une  manière 
générale,  la  marche  de  la  fonction  dont  la  courbe  doit  repré- 
senter les  variations. 

Lorsque  l’équation  est  résolue  par  rapport  à l’une  des  va- 
riables, y par  exemple,  on  considère  chacune  des  détermina- 
tions de  y en  particulier,  et  on  examine  entre  quelles  limites 
doit  varier  x pour  que  y reste  réelle;  soient  a et  d deux  limites. 
Si  la  valeur  de  y reste  finie  dans  cet  intervalle,  elle  donne  une 
branche  finie  de  courbe;  si  la  valeur  de  y devient  infinie  pour 
une  ou  plusieurs  valeurs  intermédiaires  6,  c, ...  de  la  variable, 
on  a diverses  branches  infinies  asymptotes  aux  droites  qui  cor- 
respondent aux  valeùrs  de  x qui  rendent  y infinie;  on  subdivise 
alors  l’intervalle  de  o à d en  plusieurs  autres;  un  premier  de 
a à b,  etc.,  de  manière  que  dans  chacun  d’eux  l’ordonnée  ne 
devienne  pas  infinie.  On  examinera  ensuite  comment  varie  y 

BR.  19 
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dans  chacun  des  intervalles,  par  exemple,  quand  x croît  de  a 
à b.  Quelquefois,  on  aperçoit  immédiatement,  d’après  l’expres- 
sion de  y,  comment  varie  cette  quantité;  mais  le  plus  souvent, 
il  n’en  est  pas  ainsi  ; dans  ce  cas,  on  a recours  à la  dérivée.  On 
sait,  en  effet,  que  la  variable  x croissant  à partir  d’une  certaine 
valeur,  si  la  fonction  reste  finie,  elle  varie  dans  le  même  sens, 
tant  que  la  dérivée  conserve  le  même  signe;  elle  croît,  si  la 
dérivée  est  positive;  elle  décroît  si  la  dérivée  est  négative. 
Soient’  a,  p,  y, . . . les  valeurs  successives  de  x comprises  entre 
a et  b,  pour  lesquelles  la  dérivée  change  de  signe.  La  variable 
X croissant  de  a à a,  la  dérivée  conserve  le  même  signe,  par 
exemple,  le  signe  +,  la  fonction  croît;  de  a à la  dérivée  est 
négative  et  la  fonction  décroît,  etc.  Nous  avons  démontré  que 
le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  quelconque 
de  la  courbe  est  égal  à la  valeur  de  la  dérivée  en  ce  point. 
Ainsi  le  sens  dans  lequel  varie  l’ordonnée  de  la  courbe  est  in- 
diqué par  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente. 

Lorsque  la  dérivée  change  de  signe,  de  positive  devenant 
négative,  l’ordonnée  cesse  de  croître  pour  décroître  ensuite; 
elle  passe  donc  par  une  valeur  maximum.  Si,  au  contraire,  la 
dérivée  de  négative  devient  positive,  l’ordonnée  cesse  de  dé- 
croître pour  croître  ensuite;  elle  passe  donc  par  une  valeur 
minimum.  Il  faut  remarquer  que  ces  mots  maximum  et  mt- 
7ïimum  ne  doivent  pas  être  pris  avec  leur  sens  absolu;  ils  indi- 
quent seulement  la  comparaison  d’une  valeur  particulière  de 
l’ordonnée  avec  les  ordonnées  voisines. 

En  général,  la  dérivée,  restant  finie  et  continue,  change  de 
signe  eu  passant  par  zéro,  et  par  conséquent,  les  tangentes  aux 
points  dont  les  ordonnées  ont  des  valeurs  maxima  et  minima 
sont  parallèles  à l’axe  OX.  Il  faut  remarquer  que  toute  valeur 
de  X qui  annule  la  dérivée  ne  donne  pas  nécessairement  un 
maximum  ou  un  minimum  de  l’ordonnée;  on  devra  examiner 
si  la  dérivée  change  efi'eclivement  de  signe;  mais,  dans  tous  les 
cas,  la  tangente  est  parallèle  à l’axe  OX. 

Exeufle.  La  strophoïde  définie  au  n<  31  a pour  équation 


y = ±x 


v/ 


a — 
a + x 
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Quand  x varie  de  0 à — a,  la  valeur  numérique  de  y augmente  constam- 
ment de  0 à l’infloi  ; on  obtient  de  la  sorte  les  deux  branches  infinies  ON, 
ON'  asymptotes  à la  droite  HH'  (fig.  22).  Quand  x varie  de  0 à a,  l'ordon- 
née y part  de  0 pour  revenir  à 0,  en  conservant  des  valeurs  finies  ; elle 
commence  donc  par  croître  pour  décroître  ensuite,  et,  par  conséquent,  elle 
passe  par  ua  maximum  ; mais  on  ne  voit  pas  si  dans  l'intervalle  la  fonction 
n'éprouve  pas  plusieurs  alternatives  de  croissance  et  de  décroissance.  La 
valeur  positive  de  y a pour  dérivée 

, — X*  — ax  -t-  a* 

y — 

\l{a  + x)  (a  — x) 

Le  numérateur  s’annule  pour  deux  valeurs  de  x,  l’une  positive  x,,  l’autre 
négative  x,.  Quand  x varie  de  0 à x,,  la  dérivée  est  positive,  la  fonction 
croît;  de  X,  à a la  dérivée  est  négative,  la  fonction  décroît;  l’ordonnée  est 

^5  _ i 

maximum  pour  la  valenr  x,  = o-^ — s — » égale  au  plus  grand  segment 

Z 

de  la  ligne  a divisée  en  moyenne  et  extrême  raison. 

3'20 — On  détermine  souvent  la  tangente  en  certains  points 
de  la  courbe,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  certaines  valeurs 
particulières  de  la  dérivée,  sans  avoir  recours  à l’expression 
générale  de  cette  dérivée.  Considérons,  par  exemple,  le  point  O 
de  la  strophoïde;  joignons  ce  point  à un  point  voisin  M,  ayant 
pour  coordonnées  x ely;  le  coefficient  angulaire  de  la  sécante 

OM  est  égal  au  rapport  on  aura  le  coefficient  angulaire  de 

00 

la  tangente  au  point  O,  en  cherchant  la  limite  de  ce  rapport 
lorsqu’on  fait  tendre  x vers  zéro.  Or,  on  a 

X V a->rX 

quand  X tend  vers  zéro,  ce  rapport  a pour  limite  ±i.  Les 
deux  branches  qui  passent  au  point  O ont  pour  tangentes  en  ce 
point  les  bissectrices  des  angles  des  axes.  On  obtiendrait  la 

y 

tangente  au  point  A en  considérant  le  rapport  — ce 

rapport  augmentant  indéfiniment  lorsque  x tend  vers  a,  la 
tangente  au  point  A est  parallèle  à l’axe  OY. 

3S7 — Exebplb  II.  Proposons-nous  d’éludier  les  courbes  représentées 
par  l’équation  y»=  Aœ*-t-Bx*-|-Cx-+-D;  on  démontre  que  ces  courbes 


Digitized  by  Google 


292 


LIVRE  IV,  CHAPITRE  1. 

peuvent  reproduire  par  la  perspective  toutes  les  courbes  du  troisième  de- 
gré. On  supposera  le  coefdcient  A positif,  sans  quoi  on  changerait  le  sens 
de  l'axe  des  x.  Il  y a plusieurs  cas  à considérer  : 4°  le  polynôme  du  troi- 
sième degré  a ses  trois  racines  réelles  et  inégales;  appelons  a,  b,  c ces 
racines  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante  ; on  a 

J/*  = A (x  — o)  (®  — b)  (x  — c). 

I. 'ordonnée  est  imaginaire  quand  x varie  de  — oo  ha;  réelle  quand  x va- 
rie de  a h 6;  imaginaire,  quand  x varie  de  b h c;  réelle,  quand  Xvvarie  de 
c h -h  » . La  courbe  se  compose  d’une  boucle  fermée  et  d’une  branche 
inlinic  (Gg.  489).  2<>  Lorsque  les  deux  racines  a et  b deviennent  égales,  la 
boucle  se  réduit  h un  point  a (6g.  490).  3<>  Lorsque  les  deux  racines  b et  r 


Fig.  189.  Fig.  190. 

sont  égales,  la  boucle  se  joint  h la  branche  infinie  en  b (6g.  4 94).  4“  Lorsque 
les  trois  racines  a,  b,  c sont  égales,  la  courbe  présente  un  point  de  rebrous- 
sement en  O (fig.  4 92).  3<>  EnGn,  si  le  polynôme  du  troisième  degré  n’a 
qu’une  racine  réelle  a,  la  courbe  a la  forme  indiquée  dans  la  fig.  4 93. 


Fig.  191.  Fig.  192.  Fig.  193. 


Le  coefücient  angulaire  de  la  tangente  est  donné  par  la  formule 

3Aa:*-t-aBÆ-|-C  3Aa;*-|-2BÆ-f-  C 

^ “ 2 yAx’-l-  Bx*  Ca:  H- 1)  ~ 2ÿ 

Dans  le  premier  cas,  le  numérateur,  qui  est  la  dérivée  du  polynôme  du 
troisième  degré,  s'annule  pour  une  valeur  a'  comprise  entre  a et  b et  pour 
une  valeur  b'  comprise  entre  b et  c;  h la  première  correspond  le  maximum 
de  l’ordonnée  sur  la  boucle.  Dans- le  troisième  cas,  le  numérateur  s’annule 
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pour  la  racine  double  b;  le  dénominateur  s'annulant  aussi,  la  formule  se 
présente  sous  la  forme  ^ et  ne  détermine  plus  les  tangentes  au  point 
double  b ; on  les  obtiendra  en  cherchant  la  limite  (b  — a)  du  rapport 
- quand  x tend  vers  b. 

3®8— Lorsque  l’équation  supposée  algébrique  n’est  pas  ré- 
solue, soit  parce  que  celte  résolution  n’est  pas  possible,  soit 
parce  que  l’on  juge  inutile  de  l’effectuer,  on  peut  quelquefois, 
en  s’appuyant  sur  les  théorèmes  concernant  les  racines  des 
équations,  construire  la  courbe. 

On  aperçoit  immédiatement  certaines  propriétés  de  la  courbe 
à l’inspection  de  l’équation;  lorsque  l’équation  ne  renferme 
que  des  termes  qui  sont  tous  de  degrés  pairs,  ou  tous  de  degrés 
impairs,  il  est  clair  que,  si  elle  est  Térifiée  par  x = x,  y = p, 
elle  sera  aussi  vérifiée  par  x= — a,  y= — P;  or,  les  deux 
points  (a,  P),  ( — a, — p)  sont  placés  symétriquement  par  rap- 
port à l’origine;  donc  ce  point  est  centre  de  la  courbe.  Si 
l’équation  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  l’une  des 
variables,  y par  exemple,  les  valeurs  réelles  de  y,  qui  corres- 
pondent à une  même  valeur  de  x,  sont  deux  à deux  égales  et 
de  signes  contraires;  lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  on 
en  conclut  que  les  points  du  lieu  sont  placés  symétriquement 
par  rapport  à la  droite  OX,  qui  est  un  axe  de  la  courbe. 

Lorsque  l’équation  de  la  courbe  ne  change  pas  parle  change- 
ment de  a?  en  y et  de  y en  æ,  si  l’équation  est  vérifiée  par  x = ct, 
y = p,  elle  sera  vérifiée  également  par  x=^,  y = a;  les  deux 
points  correspondants  sont  placés  symétriquement  par  rapport 
à la  bissectrice  de  l’angle  YOX,  qui  est,  dans  ce  cas,  un  axe  de 
la  courbe.  On  voit  de  même  que,  si  l’équation  ne  change  pas 
par  le  changement  de  a;  en  — y et  de  y en  — x,  la  bissec- 
trice de  l’angle  YOX'  est  un  axe. 

Soit  f{X)  y)  =o  l’équation  de  la  courbe;  on  sait  que  la  dé- 

fl  (iC  î/] 

rivée  y'  est  donnée  parla  formule  y'=— L’expres- 

/y  y) 

sion  de  y'  contient  à la  fois  les  deux  variables  x et  y,  elle 
donne  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  tout  point 
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dont  on  connaît  les  deux  coordonnées^  excepté  dans  le  cas  ou 
les  deux  dérivées  partielles  s’annuleraient  à la  fois,  ^ 

339 — Exemple  111.  Construire  le  lieu  des  points  tels  que  le  produit  de 
leurs  distances  à deux  points  fixes  F,  F'  soit  égal  à un  nombre  donné. 

Prenons  pour  origine  le  milieu  O de  la  droite  FF',  cette  droite  pour  aie 
des  X,  une  perpendiculaire  pour  axe  des  y;  appelons  2c  la  distance  FF', 
a*  te  produit  constant,  l'équation  du  lieu  est 

(1)  V*+2  (®’4-c*)i/*+(a;*  — c*)* — a*  = 0. 


Cette  équation,  ne  renfermant  que  des  puissances  paires  de  chacune  des 
variables,  chacun  des  axes  est  un  axe  de  symétrie  de  la  courbe,  et  l'origine 
est  un  centre.  En  considérant  y*  comme  l'inconnue,  l’équation  (1)  est  du 
second  degré,  le  binOme  B*—  4AC  se  réduit  ici  à 4(4c*x*-(-a‘),  quantité 
essentiellement  positive,  les  racines  sont  donc  toujours  réelles.  Lorsque  le 
dernier  terme  (jc‘  — c*)*  — est  positif,  les  valeurs  de  y*  ont  le  même 
signe,  et  comme  leur  somme  — 2(æ’-(-c’)  est  toujours  négative,  les  deux 
valeurs  de  y*  sont  négatives  et  les  quatre  valeurs  de  y imaginaires.  Pour 
que  l’équation  (1)  ait  des  racines  réelles,  il  faut  donc  que  l’on  ait 
(a;*— c’)*  — a*  < 0,  ou  (x’— c’ — a’)  (x’— c*4-a*)  < 0,  et,  par  consé- 
quent, x’  < a’-t-  c*  et  X*  > c*  — a*.  Alors  une  des  valeurs  de  y*  est  posi- 
tive, l’autre  négative. 

Prenons  OA  =OA'=  -t-c*  ; la  courbe  est  comprise  entre  les  paral- 

lèles A l’axe  des  y menées  par  les  points  A et  A'.  La  seconde  condition 
exige  que  l’on  distingue  plusieurs  cas. 

I*  O < c.  Prenons  OB  = OB'  = \/c* — a*  et  par  les  points  B et  B’  me- 
nons des  parallèles  à OY  (Gg.  194),  la  courbe  se  compose  de  deux  parties 


comprises,  l’une  entre 
les  parallèles  menées 
par  les  points  B et  A, 
l’autre  entre  les  paral- 
lèles menées  par  les 
points  B'  et  A'.  Quand 
on  donne  k x l’une  des 
valeurs  OB  ou  OA,  l’une 
des  valeurs  de  y*  est 
nulle,  l’autre  négative; 
X croissant  de  OB  i 
OA,  la  valeur  de  y',  qui 
d’abord  est  nulle,  de- 


Fig.  194. 


vient  positive  ets’annule 
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de  nouyeau;  on  obtient  ainsi  une  courbe  fermée  BCAD.  Les  valeurs  négatives 
de  X donnent  une  seconde  courbe  6’C'A'D',  égale  à la  précédente. 

Le  coefticient  angulaire  de  la  tangente  est  déterminé  par  la  formule 


(2)  1/ 


X — c*) 


Aux  points  A et  B,  y est  nulle  et  y'  infinie,  la  tangente  est  parallèle  l'axe 
OY.  Le  numérateur  de  y'  devient  nul,  quand  on  a x*4-y*  = c*.  Du  point 
O comme  centre,  avec  OF  pour  rayon,  décrivons  un  cercle  ; ce  cercle  coupe 
la  courbe  en  quatre  points  C,  D,  C',  D',  donnés  par  les  formules 


x' 


4c' — a* 
4 c* 


y'-- 


a* 

Je*' 


Comme  l’arc  BC  est  intérieur  au  cercle,  en  l’un  quelconque  des  points  de 
cet  arc,  la  fonction  x*  + y*  — c*  a une  valeur  négative  et  y’ est  positive. 
Pour  les  points  de  l’arc  C.A,  le  facteur  x*  + y*  — c’  est  positif  et  y'  néga- 
tive. Ainsi,  de  B en  C l’ordonnée  croit, 'et  de  C en  A elle  décroît;  l’or- 
donnée du  point  C est  maximum. 

2°  a = c.  La  seconde  condition  est  satisfaite,  quelle  que  soit  x;  x peut 
varier  de  — c\lï  à cyfî.  Quand  x varie  de  0 à cV^,  la  valeur  positive 

dey’  part  de  zéro  et 
redevient  nulle;  on 
a une  courbe  fermée 
OCADO  (fig.  195) 
qui  passe  à l’origine; 
lesvaleursnégaüves 
de  X donnent  une 
X courbe  symétrique 
delà  précédente  par 
rapport  ù OY.  Le 
cercle  de  rayon  OF 
coupe  la  courbe  en 
j-jg  J95  quatre  points,  dont 

les  ordonnées  ont  une  valeur  numérique  ^ maximum,  l’abscisse  de  ces 

C ^3 

points  a pour  valeur  absolue  —5—.  Cette  courbe  se  nomme  lemnücate. 

M 

A l’origine,  la  valeur  de  y'  se  présente  sous  la  forme  il  est  facile  de 
concevoir  qu’il  en  est  ainsi  aux  points  multiples  d’une  courbe  algébrique 
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quelconque.  En  effet,  la  valeur  de  y’  est  donnée  par  la  formule 


' y'-  y) 

fx{X,  y) 

Or,  f[x,  y)  étant  un  polynôme  entier  par  rapport  aux  variables  x et  y,  les 
dérivées  partielles  p,  {x,  y),  ^ (x,  y)  sont  aussi  des  polynômes  entiers  par 
rapport  aux  mêmes  variables.  Si  ces  polynômes  ne  devenaient  pas  nuis, 
lorsqu’on  y remplace  x et  y par  les  coordonnées  du  point  multiple,  y'  aurait 
en  ce  point  une  valeur  unique,  tandis  qu’elle  doit  avoir  autant  de  valeurs 
différentes  qu'il  y a de  branches  qui  passent  au  point  multiple.  Dans  le  cas 
actuel,  l’équation  étant  bicarrée  peut  être  résolue  par  rapport  à y;  à chaque 
valeur  de  y correspond  une  dérivée  qui  a une  valeur  déterminée,  quand  on 
y remplace  x par  zéro.  Cette  valeur  de  la  dérivée  est,  ainsi  que  nous  l’avons 

remarqué  au  ii®  326,  la  limite  du  rapport  lorsque  x tend  vers  zéro. 

Ün  peut  obtenir  plus  simplement  la  limite  de  ce  rapport  sans  résoudre  l'é- 

quation.  Posons  ^ = t,  ou  y = tr;  en  substituant  dans  l’équation  (I),  il 
vient 

x*t*-l-2  (x’4-  c’)  + — 2c’=  0. 

Lorsque  x est  très-petit,  l’une  des  valeurs  de  P est  voisine  de  runiié, 
l’autre  est  négative  et  très-grande;  en  se  bornant  aux  valeurs  réelles 

de  y,  on  a lim  ^ 1 . Les  tangentes  au  point  O sont  les  bissectrices  des 

angles  des  axes. 

3°  a > c.  La  seconde  condition  est  encore  satisfaite  quelle  que  soit  x;x 
, Y peut  donc  varier  de  — Vc*-+-a’  » 

^ , Pour  X = 0,  la  va- 

leur positive  de  y’  est  a’  — r*. 
Prenons  sur  l'axe  des  y 

OB  = OB'=Va*  — c*, 

la  courbe  passe  par  les  deux  points 
B et  B'  (fig.  <96).  Si  l’on  fait  va- 
rier X de  0 è \/c*-t-  a’,  y’  part  de 
O*  — c’  et  devient  nul  ; le  lieu  est 
une  courbe  fermée  qui  a pour  sommets  les  points  A,  A',  B,  B'.  Pour  que 
le  cercle  coupe  la  courbe,  il  faut  que  Ion  ait  oi>  c\/i.  Lorsque  celle 
condiiion  est  satisfaite,  l’ordonnée  croit  de  B en  C et  diminue  de  C en 


Fig.  196. 
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l'ordonnée  du  point  6 est  minimum,  celle  du  point  C maximum. 


Y 

n 


Fig.  197. 


Si,  au  contraire,  on  a 
le  cercle  est  intérieur  à la  courbe, 
dont  l’ordonnée  diminue  de  B eu 
A;  l'ordonnée  du  point  B est  ma- 
ximum. Dans  ce  cas  on  donne  à 
ï la  courbe  le  nom  d'ovale  de  Cas- 
sini.  La  ligure  1 97  suppose  que 
a est  égal  à c \/ï. 

S30  — Exewlb  IV.  Con- 
struire la  courbe 


(i)  2y^  — 5irt/'-l-x’‘  = o. 

Cette  équation,  étant  du  cinquième  degré  par  rapport  à chacune  des  va- 
riables, ne  peut  être  résolue  par  rapport  à aucune  d’elles,  elle  ne  renferme 
que  des  termes  de  degrés  impairs;  donc  l'origine  est  centre  de  la  courbe. 
Examinons  combien  l’équation,  dans  laquelle  on  considère  y comme  l'in- 
connue, a de  racines  réelles  pour  les  diverses  valeurs  attribuées  à x. 

Supposons  d’abord  x positive,  l'équation  (1)  aura  au  plus  deux  racines 
réelles  positives,  puisque  son  premier  membre  n'a  que  deux  variations.  La 
dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à y est  lOy  (y® — x).  Cette  déri- 


vée est  négative  depuis  y = 0 jusqu'à  y = y/x,  positive  depuis  cette  valeur 
jusqu’à  l’infini.  Le  premier  membre  qui  est  positif  pour  y = 0,  décroît. 


S/— 

lorsque  y varie  de  0 à y x,  et  croit  ensuite  indéfiniment.  L’équation  a donc 
deux  racines  positives,  ou  elle  n’en  a pas,  suivant  que  la  valeur  y = y/x 
rend  le  premier  membre  négatif  ou  positif;  c’est-à-dire  suivant  que  Ton  a 
x’"  < 27,  ou  x'">  27.  Si  l’on  change  y eu  — y,  le  premier  membre  pré- 
sente une  variation  et  une  seule  ; donc  l’équation  a une  racine  négative 
et  une  seule. 

Pourx==0,  les  cinq  racines  de  l’équation  (1)  sont  nulles;  x croissant 


de  0 à y 27,  l’équation  a deux  racines  positives  et  une  racine  négative; 

lorsque  x atteint  la  valeur  y^27,  les 
deux  racines  positives  deviennent  égales, 

puisqu'elles  annulent  la  dérivée.  Quand. r 
10/ — 

dépasse  y 27,  l'équation  n’a  plus  qu'une 
racine  réelle  qui  est  négative.  Les  deux 
racines  positives  donnent  une  boucle 
OABO  (fig.  198),  comprise  dans  l'angle 
\'0X,  et  la  racine  négative  une  branche  infinie  OC  placée  dans  l’angle 
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Y'OX.  Aux  valeurs  négatives  de  x correspondent  une  boucle  OA’B'O  et 

une  branche  infinie  OC',  symétriques  des  précédentes  par  rapport  au  centre. 

10  1 — 

La  valeur  maximum  de  l’abscisse  pour  la  boucle  OABO  est  y 27,  elle 
correspond  à un  point  A pour  lequel  la  tangente  est  parallèle  à OY,  puisque 
les  coordonnées  de  ce  point  annulent  f^{x,  y).  En  considérant  y comme 
variable  arbitraire,  on  trouve  que  le  maximum  de  y pour  la  même  boucle 

est  yT ; ce  maximum  donne  on  point  B,  pour  lequel  la  tangente  est  pa- 
rallèle à OX. 

La  méthode  précédente  de  discussion  est  applicable  toutes  les  fois  que 
l'équation  ne  contient  que  trois  termes;  car  on  sait  toujours  déterminer  le 
nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  trinôme  à une  seule  inconnue. 

EMPLOI  d’une  variable  AUXILIAIRE. 

331 — Lorsqu’il  est  impossible  de  résoudre  l’équation  par 
rapport  à l’une  des  variables  x ou  y,  on  peut  dans  certains  cas 
exprimer  les  deux  coordonnées  à l’aide  d’une  variable  auxi- 
liaire t;  et,  en  suivant  les  variations  simultanées  de  x et  y, 
lorsque  t varie  entre  les  limites  qui  rendent  ces  quantités 
réelles,  tracer  la  courbe. 

Si  l’on  considère  y comme  une  fonction  de  x,  et  x comme 
une  fonction  de  t,  on  a,  en  prenant  la  dérivée  de  y par  rapport 
à t,  d’après  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions  *, 

D,y  = D,yxD,a;; 

on  en  déduit  la  formule 


qui  donne  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  qui 
correspond  à une  valeur  quelconque  de  t.  Les  valeurs  de  t qui 
annulent  D,y  donnent  les  points  pour  lesquels  la  tangente  est 
parallèle  à OX,  et  les  valeurs  qui  annulent  D,a?  les  points  pour 
lesquels  la  tangente  est  parallèle  à OY. 

' Pour  désigner  la  dérivée  d'une  fonction,  on  emploie  fréquemment  la  lettre  0, 
initiale  da  mot  dérivée,  et  on  indique  la  variable  par  rapport  à laquelle  on  prend 
la  dérivée  en  écrivant  cette  variable  comme  un  indice  au-dessous  de  la  lettre  D et 
un  peu  à droite.  Ainsi  Dr  a:,  et  D/y  indiquent  les  dérivées  des  fonctions  x et  y 
par  rapport  à la  variable  t,  Dxy  la  dérivée  de  y par  rapport  é x. 
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Exemple  V.  Construire  la  courbe  y*  — y’x  + a^ — 2x*y  — 0. 

Si  l’on  pose  y = Ix,  on  a æ = , y = ix=  — * el  l’on 

i [t  — 1)  t»  ((  — I) 

construit  la  courbe  en  faisant  varier  (de  — oo  à + » . Pour  suivre  les 
variations  de  x et  de  y,  prenons  les  dérivées 


D,(t= — 


6f*— 8M-3 


D,ÿ=— 


4f* — 5t-h2 


Les  numérateurs  ne  s'annulant  pour  aucune  valeur  réelle  de  ( ne  changent 
ry  pas  de  signe.  Les  valeurs  de  X et  de  y 

A^s.  //  . 1 

X.  //  ^ deviennent  nulles  pour  (=-,  infinies 

po®!"  1 = 0,  ou  t=\.  Si  l’on  fait  va- 

— 00  à 0,  X est  négatif  et 

décroît  de  0 à — oo  , y est  positif  et 
croît  de  0 à l’infini  ; on  obtient  ainsi  la 
branche  infinie  OA  (fig.  1 99) . La  va- 

//  4 

//  riable  ( allant  de  0 h ->  X et  y devien- 

Fig.  199.  nent  positifs  et  décroissent  de  oo  h 0, 

ce  qui  donne  la  branche  infinie  OB.  La  variable  ( allant  de  ^ à I , x et  y 


sont  négatifs  et  décroissent  de  0 h — oo,  on  a la  branche  infinie  ÜC.  Le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  O à la  branche  BOC  est  Enfin,  si 

M 

t varie  de  4 II  oo  , x et  y deviennent  positifs  et  décroissent  de  oo  à 0,  on 
obtient  la  branche  infinie  OD. 

Lorsque  l’équation  entre  x et  y ne  renferme  que  deux  groupes  de  termes, 
l’un  du  degré  tn,  l’autre  du  degré  m — 4 , si  l’on  prend  comme  nous  venons 

de  le  faire,  pour  variable  auxiliaire  le  rapport  ^ = L ies  cordonnées  x et 

IJ  sont  des  fonctions  rationnelles  de  cette  variable.  Lorsque  l’équation  con- 
tient trois  groupes  de  termes,  le  premier  du  degré  m,  le  second  du  degré 
m — 1 , le  troisième  du  degré  m — 2,  en  conservant  la  même  variable 
auxiliaire,  les  coordonnées  s’obtiennent  par  la  résolution  d’une  équation 
du  second  degré,  et  on  peut  encore  suivre  leurs  variations  simultanées. 

Exemple  VI.  Construire  de  la  courbe  x*y^  — xy  — x — 2 = 0. 

CP  , ‘+2  C-t 

Si  1 on  pose  xy  = t,  on  a x = jTZI7’  “ ï+2' 

Examinons  comment  varient  x et  y,  lorsqu’on  fait  varier  la  variable 
agxiliairc  (de  — « è -f-  oo  . Pour  cela  prenons  les  dérivées  des  deux  fonc- 
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D.^  = 771 TTT— ’ D,y=- 


(C-i)* 


(<  + 2)‘ 


La  valeur  de  D,x  s'annule  pour  deux  valeurs  a et  b de  l comprises,  la 

g 

première  entre  — j et  — 2,  la  seconde  entre  — 1 et  0.  La  valeur  D,y 

U 

5 

s'annule  pour  trois  valeurs  c,  d,  e de  t,  comprises,  la  première  entre  — 5 

et  — 2,  la  seconde  entre  — 2 et  0 et  la  troisième  entre  0 et  1.  On  recon- 
naît facilement,  en  outre,  que  l’on  a a<c,  d <6. 

Cela  posé,  considérons  la  suite  des  quantités 


— 00,  O,  C,  — 2,  — I,  d,  b,  e,  -+-I,  00, 


rangées  par  ordre  de  grandeur.  Si  l'on  fait  varier  t de  — 00  à a,  m est  né- 
gatif, part  de  0 et  décroît;  y est  positif,  part  de  i’infini  et  décroît  égale- 
ment; on  a la  brandie  AB  asymptote  b l’axe  OY  (Gg.  200).  La  variable  ( 

allant  de  a à c,  x est  négatif  et 
croissant,  y positif  et  décroissant; 
branche  BC.  La  variable  t allant 
de  c i — 2,  X est  négatif  et  croit 
jusqu’à  0;  y positif  et  croît  jusqu’à 
l’intini  ; branche  Cl.  La  variable  t 
allant  de  — 2 à — 1 , x croît  de  0 
à 00  , y croît  de  — 00  à 0;  double 
branche  inGnie  DE,  asymptote  à 
OY'  et  à OX.  La  variable  t allant 
de  — - < à d,  X part  de  — » et 
croit,  y part  de  0 et  croit;  brau- 
rhe  inGnie  FG,  asymptote  à OX’.  La  variable  t allant  de  d à b,  x continue 
à croître,  et  y décroit  en  restant  positif;  branche  GH.  La  variable  l allant 
de  b à e,  X et  y décroissent;  branche  IIK,  qui  coupent  OX'  en  un  point 
dont  l’abscisse  — 2 correspond  à t = 0.  La  variable  ( allant  de  e à + 4 , x 
décroît,  y augmente;  branche  inGnie  KL,  asymptote  à OX'.  EnGn,  t variant 
de  -t- 1 à + 00  , X décroît  de  00  à 0,  et  y croit  de  0 à 00  ; double  branche 
inGnie  HN,  asymptote  à OX  et  OY. 

Les  tangentes  aux  points  C,  G,  K,  qui  correspondent  aux  valeurs  c,  d,  e 
de  t qui  annulent  D,y,  sont  parallèles  à OX;  les  tangentes  aux  points  B et  H 
sont  parallèles  à l’axe  OY. 
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3319 — Soit  AB  un  arc  de  courbe  correspondant  à une  déter- 
mination de  y,  et  aux  valeurs  de  x comprises  entre  a et  h; 
nous  supposons  que  dans  cet  intervalle  la  dérivée  seconde  y" 
conserve  le  môme  signe,  par  exemple,  reste  positive.  Menons 
la  tangente  RS  en  un  point  quelconque  M de  cet  arc,  ayant 
pour  abscisse  x,;  désignons  par  y,  la  valeur  de  la  dérivée  en 
ce  point,  ou  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  et  par  Y 
l’ordonnée  d’un  point  quelconque  de  cette  droite  ; la  diffé- 
rence y — Y s’annule  pour  x = x„,  et  il  en  est  de  même  de  sa 
dérivée  if  — Y'  ou  y'  — y'o  (fig-  201).  L’abscisse  x croissant  de 
a en  b,  et  la  dérivée  y"  de  la  différence 
y'  — Uo  positive,  la  fonction  y'  — y'o 
va  en  croissant;  comme  elle  s’annule 
pour  X = x„  elle  est  négative  de  a à x„ 
et  positive  de  x„  à b.  Considérons  main- 
tenant  la  fonction  y— Y,  qui  admet  |)our 
dérivée  j/  — yô;  quand  x varie  de  a à 
Fig.  201.  la  dérivée  étant  négative,  la  fonction 

décroît;  comme  elle  s’annule  pour  x = x„,  elle  était  positive 
auparavant;  x variant  de  x,  à b,  la  dérivée  est  positive  et  la 
fonction  croît;  comme  elle  s’annule  pour  x=x„,  elle  est  aussi 
positive  de  x„  à b.  Il  en  résulte  que  la  différence  y — Y reste 
positive  dans  l’intervalle  de  a à On  conclut  de  là  que  l’arc 
de  courbe  AB  est  situé  tout  entier  d’un  même  côté  de  chacune 
de  ses  tangentes;  c’est  un  arc  convexe.  11  en  serait  de  même 
si  la  dérivée  seconde  restait  négative;  mais  la  différence  y — Y 
étant  négative,  l’arc  serait  situé  tout  entier  de  l’autre  côté  de 
la  tangente.  Il  est  facile  de  distinguer  ces  deux  côtés;  par  le 
point  M menons  une  parallèle  MY,  à l’axe  OY,  et  dans  la  direc- 
tion des  y positifs  ; dans  le  premier  cas,  l’arc  est  situé  du  même 
côté  de  la  tangente  que  la  demi-droite  MY,;  dans  le  second 
cas,  il  est  de  l’autre  côté.  Dans  le  premier  cas,  on  dit  que  l’arc 
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AB  tourne  sa  concavité  dans  la  direction  MY,;  dans  le  second 
cas,  dans  la  direction  opposée. 

On  sait  que  le  signe  de  y”  indique  le  sens  de  la  variation  de 
y'  quand  x croît.  Si  donc  on  imagine  que  le  point  M parcoure 
Tare  AB,  le  coefficient  angulaire  ira  en  croissant,  si  y"  est  posi- 
tive, et,  au  contraire,  en  décroissant,  si  y"  est  négative. 

333—  On  appelle  points  d’inflexion  les  points  où  la  conca- 
vité change  de  sens,  c’est-à-dire  les  points  où  la  dérivée  se- 
conde change  de  signe.  En  général,  la  quantité  y",  étant  finie 
et  continue,  change  de  signe  en  passant  par  zéro.  Supposons 
que  y"  change  de  signe  pour  x = en  passant  par  zéro,  on 
verra  facilement  que  la  dérivée  première  1/ — y{,  ne  change  pas 
de  signe,  mais  que  la  fonction  y — Y change  de  signe;  de  sorte 

qu’en  ce  point  la  courhe  passe  d’un 
côté  à l’autre  de  la  tangente. 

Si  par  le  point  d’inflexion  M (fig.  202) 
on  mène  une  sécante  voisine  de  la 
tangente  MT,  cette  sécante  coupera  la 
courbe  en  deux  points  M'  et  M"  voisins 
de  M;  la  tangente  MT  est  la  limite 
Fig.  20-2.  d’une  sécante  passant  par  trois  points 

voisins  M",  M,  M’,  quand  les  deux  points  M"  et  M'  tendent  vers 
le  point  M. 

334 —  Exemple  I.  Sinussoïde.  Construire  la  courbe  y = sinx.  Quand 
X croît  de  0 à 71,  l’ordonnée  est  positive  ; elle  part  de  0 pour  revenir  à 0, 
ce  qui  donne  l’arc  0.\C  (fig.  203)  symétrique  par  rapport  à l’ordonnée  qui 
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obtient  l’arc  CBO'  égal  au  premier.  De  à in,  l'ordonnée  reprend  les 
mêmes  -valeurs  que  de  0 à de  même  de  in  à 6n,  etc.  Ainsi  la  courbe 
se  compose  d’une  infinité  d'ondulations  égaies. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  y'  = cosx;  à l’origine,  y'  = 1 , 
la  tangente  est  la  bissectrice  de  l’angle  YOX.  Au  point  C,  y'  — — .1,  la 

tangente  est  parallèle  à l’autre  bissectrice.  Pour  x la  dérivée  s’an- 
nule  et  de  positive  devient  négative;  l'ordonnée  du  point  A est  maximum. 

■JC 

Pour  x=3-,  la  dérivée  s'annule  également,  de  négative  devenant  posi- 


tive ; l’ordonnée  du  point  6 est  minimum. 

Quand  x varie  de  0 à «,  la  dérivée  seconde  y"— — sinx  est  négative  et 
la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  les  y négatifs;  de  7t  à la  dérivée  se- 
conde est  positive  et  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  les  y positifs;  le 
point  C est  un  point  d’infiexion. 

Il  est  à remarquer  que  cette  courbe  a une  infinité  de  centres,  situés  à 
égale  distance  les  uns  des  autres  sur  l’axe  X'X,  les  points  O,  C,  O',... 
dont  les  abscisses  sont  les  multiples  de  -;r.  Chacun  d’eux  est  un  point  d'in- 
flexion. 

335 — Exemple  II.  Construire  la  courbe  (y  — x’)*  — x®  = 0,  ou 

5 

y = X*  ± X*. 


Les  valeurs  de  y ne  sont  réelles  que  lorsque  x est  positif.  Prenons  d’abord 

s 

le  signe  + devant  le  radical;  la  fonction  y = x>-|-x*  augmente  de  0 à l’in- 

5 ® 

fini,  quand  x varie  de  0 à oo  . La  dérivée  y'  = 2x-+-  -x*  part  de  zéro  et 

« 

augmente  aussi  constamment,  on  a donc  une  branche  infinie  OD  tangente 
en  O à l’axe  OX  et  qui  tourne  sa  concavité  vers  les  y positifs  (fig.  204). 

Prenons  maintenant  le  signe  — devant  le  ra- 
dical ; la  valeur  de  y est  positive  de  0 à 1 , et 
négative  au  delà.  Portons  sur  OX  une  lon- 
gueur OA  égale  à l’unité,  la  courbe  passe  en 

a ^ 

A\"x  A.  La  dérivée  y'  = 2x  — ^ x*,  nulle  au  point 
O,  est  positive  tant  que  x reste  moindre  que 

et  négative  quand  x dépasse  ce  nombre;  l’ordonnée  MP,  qui  corres- 
25 

*1 6 

pond  à ^ est  maximnm,  et  la  tangente  en  M est  parallèle  à OX.  La  déri- 

f 04 

vée  seconde  2 ÿ"  positive  depuis  0 jusqu’à  > elle  est  né- 

64 

gaiive  au  delà;  le  point  N,  qui  correspond  à l’abscisse  est  un  point 
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(l’inQexIon;  de  0 en  N,  la  concavité  est  tournée  vers*/  positifs;  au  delà,  die 
est  tournée  vers  les  y négatifs. 

Deux  branches  de  la  courbe  sont  tangentes  au  point  0 à la  droite  OX, 
sans  être  la  continuation  l’une  de  l'autre  ; les  points  qui  offrent  cette  parti- 
cularité se  nomment  points  de  rebroussement.  Dans  celte  courbe,  les  deut 
branches  sont  du  même  côté  de  la  tangente.  En  considérant  la  courbe 
(y  — x'y  — as*  = 0,  on  aurait  deux  branches  situées  de  part  et  d’autre  de 
la  tangente  ; la  cissoïde  présente  à son  sommet  A (fig.  20)  un  rebrousse- 
ment de  cette  sorte. 


336 — Exeuple  111.  Soit  la  courbe 


y = 


suppose  que 


a désigne  une  ligne  donnée;  alors  l'équation  est  homogène  et  définit  une 
courbe,  à laquelle  on  a donné  le  nom  de  chaînette,  parce  que  c’est  la  courbe 
que  forme  un  fil  flexible  pesant,  dont  les  extrémités  sont  attachées  à deux 
points  fixes.  ' 

L’équation  donne  des  valeurs  de  y égales  pour  deux  valeurs  de  x égales 
et  de  signes  contraires,  la  droite  OY  est  un  axe  de  la  courbe.  Quand  x 


vurie  de  0 à 00  , le  terme  e“  augmente,  mais  le  terme  e “ diminue;  pour 
savoir  comment  varie  y,  prenons  la  dérivée.  On  a 


y'  = 


1 

2 


Cette  dérivée  est  positive  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x;  donc 

quand  x croit  de  0 à oo  , la  valeur  de  y aug- 
mente  constamment  de  a à oo  , ce  qui  donne 
une  branche  infinie  BC  (flg.  205)  ; on  obtient 
la  branche  BC'  symétrique  par  rapport  à OY 
en  donnant  à x des  valeurs  négatives. 

La  dérivée  seconde  restant  positive  quand 
X varie  de  — oo  à + oo  , la  courbe  tourne  sa 
concavité  vers  les  y positifs. 


Ffg.  205. 


337— Exemple  IV.  Construire  la  courbe  y = ê*.  Donnons  à x une 
valeur  positive  trés>petite,  y est  positif  et  très-grand;  x croissant  de  0 à 
+ 00 , y décroît  constamment  de  oo  à 1 ; ce  qui  donne  une  branche  AC 
(flg.  206),  asymptote  d’une  part  à OY,  d’autre  part  à la  droite  G'G  menée 
parallèlement  à OX  et  à une  distance  de  cette  droite  égale  à l’unité.  Quand 
on  donne  à x une  valeur  négative  très-petite  numériquement,  y est  posi- 
tif et  très-petit;  x variant  de  0 à — oo , y croit  constamment  de  0 à 1; 
«n  a ainsi  une  branche  OD  partant  de  l’origine  et  asymptote  à la  droite  GG'. 
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Celte  courbe  présente  une  parlicularité  que  nous  n’avons  pas  encore  ren- 
contrée ; la  branche  DO  s'arrête  brus- 
quement au  point  O;  on  donne  aux 
points  de  cette  espèce  le  nom  de  points 
d’arrêt. 

Pour  avoir  le  sens  de  la  concavité. 


Y 

C'  V 

l.i 

B 

B G 

0 

P '' 

\ 

Fig.  206. 


011  a y'  = — ij  e*.  Lorsque  x varie  de 

1 i 

0 à 00  , les  deux  facteurs  — ; et  e‘  di- 

X* 

minuent  ; à cause  du  signe  — , y'  augmente;  la  concavité  de  la  branche  AC 
est  tournée  vers  les  y positifs;  x variant  de  — <x>  à 0,  le  facteur  ^ aug- 

I 

mente,  le  facteur  e*  diminue;  on  ne  voit  pas  immédiatement  comment  va- 

1 

rie  y';  la  dérivée  seconde  va  nous  l’apprendre.  On  a y"  = e*. 

Quand  x varie  de  — oo  à — 5*  la  dérivée  seconde  est  négative;  prenons 

4 

OP  égal  à - et  soit  M le  point  correspondant  de  la  courbe  ; l’arc  DM  a sa 

concavité  dirigée  vers  les  y négatifs;  x croissant  de  — - à 0,  y*  est  posi- 

2 

tive,  l’arc  MO  est  concave  vers  les  y positifs  et  le  point  M est  un  point  d'in- 
IlexioD. 


3 3 S— (Considérons  le  cas  où  l’équation  de  la  courbe 

(ï)  f{^,y)=o 

n’est  résolue  par  rapport  à aucune  des  variables  x et  y;  la  dé- 
rivée y'  est  donnée  par  l'équation 

(2)  fl  {x,  y)  -1-  fl  {x,  y)i/  = o. 

Puisque  y et  y'  sont  deux  fonctions  de  x;  le  premier  membre 
de  l’équation  (2)  est  une  fonction  composée  de  la  variable  indé- 
pendante de  x;  cette  fonction  a pour  dérivée 

comme  elle  est  constamment  nulle,  sa  dérivée  est  aussi  nulle, 
et  Ton  a l’équation 

(3) 

BR.  20 
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qui  donne  la  valeur  de  ÿ'.  Si  l’on  remplace,  dans  celle  équalion, 
y'  par  sa  valeur  Urée  de  l’équation  (2),  il  vient 

^ “ (/■;)’ 

C’est  à l’aide  de  cette  formule  que  l’on  détermine  le  sens  de  la 
concavité,  ainsi  que  les  points  d’inflexion. 

339 — Appliquons  cette  formule  It  la  courbe  déGnie  n*  3S9.  L’équaiion 
de  cette  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(i)  f {x,  y)  = ^ {{x*  + y’  H-  c*)*  — 4c*x*  — o‘]  — o. 

On  en  déduit 

f],=  x[x'-\-y'  — c'^),  /î  = y (x*H-ÿ’4-c’), 
y*— c*)  -H  2a;’,  ---  2xy,  Ç = (a;’-l-y*+  c=)  + 2y'. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  on  obtient,  après 
avoir  réduit  en  tenant  compte  de  l’équation  (1), 

_ g*  [3c*  (y*  — X')  — (g*— c*)] 
y’(a:*  + y’-l-c’)’ 

Pour  chaque  portion  de  la  courbe  comprise  dans  l'un  des  angles  des  axes 
des  coordonnées,  le  dénominateur  conserve  le  même  signe;  U' valeur  de  y' 
ne  peut  donc  changer  de  signe  que  lorsque  le  numérateur  passe  par  zéro. 
Les  coordonnées  des  points  d’inQexion  doivent  donc  vériGer  à la  foisTé- 
quation  (1)  et  l'équation 

(2j  y*— X* = 

on  en  déduit 

(3) 

Dans  le  premier  cas,  lorsque  a est  plus  petit  que  c,.  le»  valeurs  de  x et 
de  y données  par  les  équations  (1)  et  (3)  étant  imagina'u«s,,  le  numérateur 
de  y"  a le  même  signe  pour  teus  les  points  de  l'arc  BA;,oa.vériGe  aisément 
qu’il  est  négatif  près  des  points  B et  A,  la  concavité  de  cet  arc  est  dirigée 
vers  les  y négatifs.  Dans  le  second  cas,  a = e,  le  numérateur  devient  nul 
au  point  O seulement;  il  est  positif  de  O en  A,  et  la  concavité  de  l’arc  OA  est 
dirigée  vers  les  y négatifs.  L’arc  A'D'OCA  présente  au  point  O un  point 
d’inflexion.  Dans  le  troisième  cas,  on  a a > c;  pour  que  les  valeurs  de  x et 
de  y soient  réelles,  on  doit  avoir  en  même  temps  or<  c yj.  Lorsque  a est 
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plus  grand  que  c^i,  le  numérateur  est  négatîT  en  tous  les  poiiils  de  l'arc 
CA,  et  la  concavité  tournée  vers  les  y négalirs;  si  a est  plus  petit  que  c 
le  numérateur  s'annule  pour  un  certain  point  G situé  entre  B et  C ; de  B 
en  G,  il  a le  même  signe  qu'au  point  B;  il  est  positif  et  la  concavité  est 
tournée  vers  lest/  positifs;  de  G en  A le  numérateur  a le  même  signe  qu'au 
point  A;  il  est  négatif,  et  la  concavité  dirigée  du  côté  des  y négatifs.  Le 
point  G est  un  point  d'inflexion. 

REMARQUES  SUR  LES  COURBES  ALGÉBRIQUES. 

340 — Soit  f {x,  ÿ)  =o  une  équation  algébrique  et  entière 
du  degré  n en  ÿ;  à chaque  valeur  de  x correspondent  n valeurs 
(le  y qui,  en  général,  sont  différentes  les  unes  des  autres;  on 
démontre  que,  quand  x varie  d’une  manière  continue,  chacune 
de  ces  valeurs  varie  aussi  d’une  manière  continue  ; nous  ad- 
mettrons ce  théorème  comme  nous  l’avons  fait  jusqu’à  présent. 
Lorsque  l’équation  est  irréductible,  elle  n’admet  de  racines 
multiples  que  pour  un  nombre  limité  de  valeurs  de  x ; parmi  ces 
valeurs  de  æ,  considérons  seulement  celles  qui  sont  réelles  et 
supposons-les  rangées  par  ordre  de  grandeur.  Soient  a et  6 deux 
valeurs  consécutives;  quand  x variera  de  a à 6,  le  nombre  des 
valeurs  réelles  de  y restera  le  même;  car  si  une  racine  ima- 
ginaire devenait  réelle,  la  racine  conjuguée  deviendrait  aussi 
réelle,  et,  au  moment  de  la  transition,  les  deux  racines  seraient 
égales;  on  obtient  ainsi,  dans  l’intervalle  considéré,  un  certain 
nombre  de  branches  réelles  distinctes  et  n’ayant  aucun  point 
commun.  Quand  x passe  par  la  valeur  a,  il  peut  arriver  qu’une 
couple  de  racines,  de  réelles  deviennent  imaginaires  ou  inver- 
sement; au  point  qui  correspond  à la  valeur  a et  à la  racine 
double  réelle,  commencent  ou  finissent  dans  ce  cas  deux  bran- 
ches de  courbes. 

Parmi  les  valeurs  réelles  de  y qui  correspondent  à une  même 
valeur  x^  de  x,  considérons-en  une  y^  qui  soit  racine  simple  ; 
si  l’on  fait  varier  x de  æ,  — h à.  h,  h étant  suffisamment 
petit,  cette  valeur  de  y restera  réelle  sans  devenir  égale  à une 
autre,  et  donnera  naissance  à une  branche  réelle. 

Considérons  maintenant  une  valeur  x = b k laquelle  cor- 
responde une  valeur  multiple  y^  d’ordre  p;  marquons  le  point 
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M dont  les  coordonnées  sont x = b,  y = y^;  parmi  les  p valeurs 
de  y qui  deviennent  égales  à y^  pour  x = 6,  il  y en  a un  certain 
nombre  qui  restent  réelles,  quand  x varie  de  a et  b,  et  un 
certain  nombre  qui  restent  imaginaires;  le  nombre  de  ces 
dernières  étant  pair,  le  nombre  des  racines  réelles  est  p—n 
(q  pouvant  être  nul).  De  même,  quand  x varie  de  6 à c,  le 
nombre  des  valeurs  réelles  de  y qui  partent  de  la  valeur  y, 
pour  x = 6 est  p — aq'';  de  sorte  que  le  nombre  total  des 
branches  de  courbe  qui  partent  du  point  M dans  un  sens  ou 
dans  l’autre  est  le  nombre  pair  zp  — aq  — aq'. 

341 — Déterminons  actuellement  les  tangentes  au  point  M; 
transportons  en  ce  point  l’origine  des  coordonnées,  et  posons 
ensuite  y = tx;  nous  aurons  une  équation  <f{x,t)  = o,  qui 
donnera  les  coefficients  angulaires  des  sécantes  menées  du 
point  M aux  points  où  la  courbe  est  coupée  par  uneparallèleà 
l’axe  des  y.  Supposons  que  l’on  construise  une  seconde  courbe 
dont  l’ordonnée  soit  t;  appelons  l’une  dés  valeurs  réelles  de 
t pour  X = O,  et  soit  N le  point  correspondant  de  la  seconde 
courbe;  à toute  branche  réelle  de  la  seconde  courbe  passant 
par  le  point  N correspond  une  branche  réelle  de  la  pre- 
mière courbe  passant  par  le  point  M et  tangente  à la  droite 
y = Puisque  le  nombre  des  branches  de  la  seconde  courbe 
qui  parlent  du  point  N est  pair,  on  en  conclut  que  le  nombre 
des  branches  de  la  première  courbe  qui  partent  du  point  M et 
qui  sont  tangentes  à la  même  droite  y=  t^x  est  aussi  pair. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu’une  courbe  algébrique  ne 
peut  pas  présenter  de  point  d’arrêt  (n®  337).  i’®  P®ut  pas 

présenter  non  plus  de  point  saillant  ou  anguleux;  on  nomme 
point  anguleux  un  point  d’où  partent  deux  branches  tangentes 
à deux  droites  différentes. 

34!9 — Lorsqu’on  transporte  l’origine  des  coordonnées  en 
un  point  M d’une  courbe  algébrique,  l’équation  prend  la  forme 
(i)  (Ax-i-By)-t-(Cx*-t-Dxy  + Ey’)+ ...=o, 
ou,  en  coordonnées  polaires, 

( 2)  ( Acosm  -f-  Bsi  n w)  p+(Ccos*<i>4-Dsin<.>cos<«) +Esi  n*ü))p*-h . . . = o, 
Supposons  d’abord  que  Tun  au  moins  des  deux  coefficients  A 
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et  B soit  différent  de  zéro;  si  par  le  point  M on  mène  une  sé- 
cante quelconque,  l’équation  (2)  donnera  les  points  où  cette 
sécante  rencontre  la  courbe;  une  seule  valeur  de  p étant  nulle, 
quelle  que  soit  w,  on  dit  que  le  point  M est  un  point  simple. 
Pour  la  valeur  de  o donnée  par  l’équation  A cos  w -h  B sin  w = o, 
une  seconde  racine  est  nulle,  et  la  sécante  devient  tangente. 

Lorsque  les  deux  coefficients  A et  B sont  nuis,  sans  que  les 
trois  suivants  le  soient,  deux  valeurs  de  p sont  nulles,  et  l’on 
dit  que  le  point  M est  un  point  double.  11  y a plusieurs  sortes 
de  points  doubles  : i®  Si  les  deux  valeurs  de  tangto  déduites  de 
l’équation  Ccos’td-i-DsintacoswH-Esin*w  = o sont  réelles  et 
inégales,  on  a deux  branches  qui  se  croisent  au  point  double 
et  qui  sont  tangentes  à des  droites  différentes  (fig.  191);  2®  si 
cette  équation  a ses  deux  racines  imaginaires,  le  point  M est  un 
point  isolé  (fig.  igo). 


CHAPITRE  III. 

Aajmptotes. 


343  —Lorsqu’une  courbe  a une  branche  i nfin  ie  MN  (fig.  207), 

il  peut  arriver  que  la  dis- 
tance MH  d’un  point  M de 
cette  courbe  à une  droite 
CD  tende  vers  zéro,  lorsque 
le  point  M s’éloigne  indéfi- 
niment; dans  ce  cas,  la 
droite  CD  est  dite  asym- 
ptote de  la  branche  de 
courbe. 

Considérons  la  différence 
MR  entre  les  ordonnées  de 
la  courbe  et  de  la  droite,  qui  correspondent  à une  même  ab- 
scisse, et  désignons  par  p l’angle  de  la  droite  CD  avec  l’axe  des 

ÿ,  on  a MR  = on  voit  que,  si  l’une  des  quantités  MH  et 

Slu 


Digitized  by  Google 


310  LIVRE  IV,  CHAPITRE  III. 

MR  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  la  seconde.  On 
peut  donc  définir  l’asymptote  une  droite  telle  que  la  différence 
des  ordonnées  de  la  courbe  et  de  la  droite  ait  pour  limite  zéro 
quand  x augmente  indéfiniment. 

On  ne  peut  pas  transformer  ainsi  la  définition  lorsque  Tangle 
jï  est  nul,  c’est-à-dire  quand  l’asymptote  est  parallèle  à l’axe 
des  y.  Dans  ce  cas,  si  l’on  mène  la  droite  MR 
(fig.  208)  parallèle  à Taxe  OX,  la  droite  MR 
tend  vers  zéro,  quand  l’ordonnée  croît  in- 
définiment. Si  l’on  appelle  a l’abscisse  de  la 
droite  CD,  l'abscisse  d’un  point  M de  la 
branche  MN  tend  vers  a quand  y aug- 
Fig.  808.  mente  indéfiniment,  ou,  inversement  y 
croît  au  delà  de  toute  limite,  lorsque  x tend  vers  a. 

ASYMPTOTES  PARALLÈLES  A l’aXE  DES  y. 

344 — D’après  ce  qui  précède,  on  obtiendra  les  asymptotes 
de  celte  espèce  en  cherchant  les  valeurs  finies  de  x qui  rendent 
y infinie.  Lorsque  l’équation  de  la  courbe  est  résolue  par  rap- 
port à y,  on  aperçoit  en  général  immédiatement  ces  valeurs  à 
l’inspection  de  la  valeur  de  y;  nous  pouvons  citer  comme 
exemples  la  cissoïde  et  la  strophoïde,  construites  aux  n“*  28  et 
3i.  Quand  l’équation  de  la  courbe  est  algébrique,  mais  non 
résolue  par  rapport  à y,  on  procède  de  la  manière  suivante. 
Soit  m le  degré  de  l’équation,  n le  plus  haut  exposant  de  y,  on 
peut  écrire  l’équation  sous  la  forme 

9 (as)  r + (æ)  y"-*  ■+■  f (x)  y’'-*  -f-  . . . = o, 
ç,  •/, ...  désignant  des  polynômes  en  x,  de  degrés  au  plus 
égaux  à ni  — n,  m — n-f-i,  m — n-t-2,  ...,  et,  après  avoir 
divisé  par  y”, 

(I)  9 (x)-t-  ({;  {X)  i i -f-  ...  -1-77  («)  ^ = O. 

Si,  lorsque  y augmente  indéfiniment,  x tend  vers  une  limite 
finie  a,  pour  une  couple  de  valeurs  dans  lequel  y est  très-grand 
et  X voisin  de  a,  tous  les  termes,  à partir  du  second,  étant 
très-petits,  on  en  conclut  que  l’abscisse  a doit  annuler  lepre- 
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mier  terme.  Ainsi  les  asymptotes  parallèles  à l’axe  des  y sont 
déterminées  par  les  racines  réelles  de  l’équation 


(2)  Ç(X)  = 0. 


Lorsque  x tend  vers  a,  l'une  au  moins  des  n valeurs  de  -< 

y 

données  par  l’équation  (i),  tend  vers  zéro,  puisque  le  produit 
des  racines  est  très-petit.  Si  a annule  ç {x)  sans  annuler  (x), 

une  seule  des  valeurs  de  - tend  vers  zéro,  et  cette  valeur  est 

y 


nécessairement  réelle;  car  les  racines  imaginaires  étant  deux 
à deux  conjuguées,  quand  l’une  d’elles  tend  vers  zéro,  il  en 


est  de  même  de  la  seconde.  La  valeur  de  - considérée  chan- 

y 

géra  ou  ne  changera  pas  de  signe,  quand  x passera  par  a, 
suivant  que  a sera  racine  d’ordre  impair  ou  d’ordre  pair  de 
l’équation  (2);  la  droite  indéfinie  sera  toujours  asymptote  à 
deux  branches  de  courbe  correspondant,  l’une  à des  valeurs 
de  X plus  petites  que  a,  l’autre  à des  valeurs  plus  grandes. 
Mais  lorsque  (x)  devient  nul  en  même  temps  que  <p  (x),  il  peut 

y avoir  un  nombre  pair  de  valeurs  imaginaires  de  i qui  ten- 
dent vers  zéro,  lorsque  x s’approche  de  a,  et  la  droite  peut 
n’ôtre  asymptote  d’aucune  branche  réelle;  ce  cas  demanderait 
une  discussion  plus  approfondie;  on  voit  aisément  que,  dans 
tous  les  cas,  une  racine  simple  de  l’équation  <p(x)  =0  donne 
une  asymptote. 

345  — Exemple  I.  Soit  la  courbe  déGuie  par  l’équation 


x‘  ÿ*  -i-  (x*  — 4)  (y — — O, 


qui,  ordonnée,  s'écrit 


(x*-4-x* — 4)  y* — Ax  (x’— 4)y’+6x*  (x’ — 4)  y’— 4^  (*’— 4)y 
-t-x*(x* — 4)  = o* 

L'équation  bicarrée 

<P  (x)  = X*  x’  — 4 = 0, 

a deux  racines  réelles  simples  égales  et  de  signes  contraires 
x=dz  ^ =±  a. 

Comme  ces  valeurs  de  x n'annulent  pas  >Hx),  chacune  des  droites  x = ± a 
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esl  asymptote  de  deux  branches  réelles  situées,  l'une  du  côté  des  y positifs, 
l’autre  du  côté  des  y négatifs,  et  de  part  et  d’autre  de  la  droite. 

346—  Exemple  II.  Soit  la  courbe  (x  — 1)’ t/*+ 4 — a;*  = 0.  L’équa- 
tion ç (x)  = 0 devient  (x  — 1)*  = 0.  Cette  équation  admet  la  racine  double 
x = t;  or,  quand  x s’approche  de  l’unité,  les  deux  valeurs  des  y sont  ima- 
ginaires ; la  droite  x = \ n’est  donc  asymptote  à aucune  branche  réelle. 

ASYMPTOTES  NON  PARALLÈLES  A l’aXE  DES  y. 

347 —  Considérons  une  branche  de  courbe  infinie  ayant 
une  asymptote  non  parallèle  à Taxe  des  y;  une  pareille  asym- 
ptote a pour  équation 

y^  = cx-i-  d, 

c cl  d étant  deux  constantes  inconnues  qu’il  s’agit  de  déter- 
miner. Représentons  par  y et  ÿ,  les  ordonnées  de  la  branche  de 
courbe  et  de  la  droite  qui  correspondent  à une  même  abscisse, 
par  8 la  différence  y — y^;  d’après  la  définition,  è est  une  fonc- 
tion de  X qui  a pour  limite  zéro  quand  x augmente  indéfini- 
ment. La  branche  de  courbe  infinie  que  nous  considérons  est 
donc  représentée  par  l’équation 

(i)  ÿ = y, -H  ^ = ca: -h  d -h 


Quelquefois  on  peut  mettre  facilement  l’équation  de  la 
branche  de  courbe  sous  la  forme  précédente,  et  alors  on  a de 

suite  l’asymptote.  Soit,  par  exemple,  l’équation  y—  ' f » 

/ 

dans  laquelle  f (x)  et  F {x)  représentent  deux  polynômes  en- 
tiers en  X,  le  premier  du  degré  m,  le  second  au  plus  du  degré 
m-h-i  -,  les  valeurs  finies  de  x qui  annulent  le  dénominateur 
donnent  des  branches  infinies  ayant  leurs  asymptotes  paral- 
lèles à Taxe  des  y.  11  y a,  en  outre,  deux  autres  branches  infi- 
nies que  l’on  obtient  en  donnant  à x des  valeurs  très-grandes, 
positives  ou  négatives.  Si  l’on  effectue  la  division  en  ordon- 
nant par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x,  on  obtient 
un  quotient  entier  ex  ■+■  d,  qui  est  au  plus  du  premier  degré, 
et  l’on  a 

f(x) 


y = cx-hd-i- 


fioo) 


<p  x)  étant  un  polynôme  entier  d’un  degré  inférieur  à m;  cette 
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dernière  fraction  tendant  vers  zéro,  quand  x augmente  indéfi- 
niment, on  voit  que  la  droite  y,  = ca;-t-d  est  asymptote  aux 
deux  branches  que  nous  considérons. 

Nous  citerons  encore,  comme  exemple,  la  courbe  transcen- 
dante 

qui  a une  branche  infinie  dans  l’angle  YOX  asymptote  à la 
droite  y = x. 

En  général,  on  n’obtient  pas  aussi  facilement  les  asymptotes. 
Revenons  à l’équation  (i).  On  en  déduit 
^ y d S 

C - ' ~ ' • 

X X 

Puisque  d a une  valeur  finie  et  que  5 tend  vers  zéro  quand  x 
augmente  indéfiniment,  on  a 

V 

(2)  c = limite  de-' 
cc 

Le  coefficient  angulaire  de  l’asymptote  est  égal  à la  limite  vers 
laquelle  tend  le  rapport  quand  x augmente  indéfiniment. 

La  même  équation  (i)  donne  d = y — cx  — S,  d’où 
(3)  d = lim  de  {y  — ex) . 

L'ordonnée  à l’origine  de  l’asymptote  est  égale  à la  limite  de  la 
différence  y — ex,  quand  x augmente  indéfiniment. 

Ces  deux  propriétés  servent  à déterminer  les  asymptotes 
non  parallèles  à l’axe  des  y. 

Supposons  d’abord  l’équation  résolue  par  rapport  à y,  et 
considérons  une  détermination  de  y qui  donne  une  branche 
réelle  infinie.  Quand  x augmente  indéfiniment,  on  prend,  pour 

cette  branche,  le  rapport  -•  Si  ce  rapport  ne  tend  pas  vers 

une  limite  finie,  la  branche  n’a  pas  d’asymptote.  Si  le  rapport 
tend  vers  une  limite  finie  c,  on  considère  la  différence  y — ex; 
lorsque  cette  différence  ne  tend  pas  vers  une  limite  finie,  la 
branche  n’a  pas  d’asymptote;  si,  au  contraire,  elle  tend  vers 
une  limite  d,  on  aura  y-cx  = d-\-^,  ^ tendant  vers  zéro 
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quand  a:  augmente  indéfiniment;  donc  la  droite  y.  = cx  + d 
sera  asymptote  de  la  branche  que  Ton  étudie. 

— Exemple  I.  Construire  la  courbe 


(I)  y=ztx\/^^.. 

V X — 2 


rapportée  à des  axes  de  coordonnées  rectangulaires.  L’axe  OX  est  axe  de 
la  courbe.  Lorsque  a;  varie  de  0 à l’unité,  y reste  flnie;  elle  est  d’abord  nulle 
et  redevient  égale  à zéro;  on  a ainsi  la  boucle  OAO  (fig.  209).  Pour  les  va- 
leurs de  X comprises  entre  < et  2,  y est  ima- 
ginaire. Quand  x dépasse  2 d'une  petite  quan- 
tité, y est  réelle  et  très-grande  ; si  donc  on 
prend  OB  égale  à 2 et  que  l’on  mène  G'G  pa- 
rallèle à OY,  cette  droite  sera  asymptote  de 
deux  branches  de  la  courbe. 

Si  l’on  fait  croître  x à partir  de  2,  y com- 
mence par  diminuer  et  redevient  très-grand 
quand  x est  grand;  on  obtient  ainsi  les  deux 
branches  CND,  C'Ji'D'.  Lorsque  x est  néga- 
tive, y est  toujours  réelle;  x variant  de  0 à 
— 00 , la  valeur  numérique  de  y varie  égale- 
I ment  de  0 à œ , et  l’on  a les  deux  branches 

OE,  OE'. 

Fig.  S?09.  n -J- 

t.onsiderons  l’une  des  branches  infinies, 

^ par  exemple;  on  l’obtient  en  prenant  le  signe  -J-  dans  l’équation  (Il  et 
en  supposant  x positive  et  très-grande.  On  a 

X V X—2.' 

la  limite  de  ^ est  l’unité.  On  a ensuite 


y~x  = 


et,  en  multipliant  les  deux  termes  par  la  somme  des  radicaux, 

X 

yjx~2  {y/x—  I -f-  y/x  — 2)  ’ 

la  limite  est  donc  la  droite  y = a;-f-l  est  asymptote  de  la  branche  con- 
sidérée. En  divisant  par  x les  deux  termes  de  la  fraction,  on  voit  que  la 
différence  y — x est  plus  grande  que  i.  ei,  par  conséquent,  que  l’ordon- 
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aée  de  la  courbe  est  plus  grande  que  celle  de  l’asymptote;  on  en  conclut 
que  la  branche  ND  est  située  au-dessus  de  l'asymptote.  On  Terrait  de  même 
que  la  branche  OE'  a pour  asymptote  la  même  droite  et  qu’elle  est  placée 
au-dessous.  Les  deux  branches  N'D'  et  OE  admettent  pour  asymptote  une 
droite  symétrique  de  la  précédente. 

3.49 — Exemple  II.  Considérons  la  courbe  j/*  — — 2æ*y  = 0, 

construite  au  n*  331.  Nous  avons  exprimé  les  deux  coordonnées  x et  i/  h 

l'aide  de  la  variable  auxiliaire  ^ Ees  deux  branches  OA  et  OB,  que 

l’on  obtient  en  faisant  tendre  t vers  zéro,  n’ont  pas  d’asymptote,  puisque  y 
devient  infini.  On  obtient  les  deux  branches  infinies  OC  et  OD,  quand  t tend 

vers  l’unité.  Pour  ces  branches,  on  a lim-  = 4;  cherchons  si  la  diffé- 

X 

reuce  y — x a une  limite.  Les  formules,  par  lesquelles  on  exprime  x et 
y au  moyen  de  f,  donnent 

y — x={l  — ï)x  = — 

celte  différence  tend  vers  l’urilé,  quand  f tend  vers  1 . Il  en  résulte  que 
les  deux  branches  considérées  ont  pour  asymptote  la  droite  y = x-|-1- 

La  différence  S a pour  valeur  S = ^ varie 

de  1 à 00  , la  différence  S est  négative  et  la  branche  OD  est  située 
au-dessous  de  l'asymptote.  Le  polynôme  l’-4-t  — 1 admet  pour  racines 

*'  = f = — a — quand  t varie  de  ^ à f',  5 est  négative 

MA  M 

et  l’arc  OE  est  au-dessous  de  l’asymptote;  t variant  de  t’  à 1,  ô devient 
positive,  et  l’arc  EC  passe  de  l’autre  côté  de  l’asymptote.  L’autre  racine  t" 
donne  le  point  F où  la  branche  OA  coupe  l’asymptote. 

350— Considérons  maintenant  le  cas  où  l’équation,  sup- 
posée algébrique  et  entière,  n’est  pas  résolue  par  rapport  à la 
variable  y.  Réunissons  les  termes  du  môme  degré;  représen- 
tons par  9 (x,  y)  l’ensemble  des  termes  du  degré  le  plus  élevé 
m,  par  <\i(x,  y)  l’ensemble  des  termes  du  degré  m — i,  par 
7M)  y)  les  termes  du  degré  m — 2,...,  l’équation  s’écrira 

(0  y)=9{^>  y)-^vAx,  y)  + ,..=o. 

Désignons  par  ii  le  rapport  et  dans  l’équation  (i)  rempla- 
çons y |)ar  «x;  le  polynôme  9 (x,  y),  homogène  et  du  degré  m 


Digitized  by  Google 


316  LIVRE  IV,  CHAPITRE  III. 

en  X et  y,  renfermera  le  facteur  a:”  commun  à tous  ses  ter- 
mes, et  l’on  aura  <p(a;,  y)  = x”*(p(i,  u),  ou,  pour  abréger, 
(p  (x,  y)  = a;’"<p  (u).  De  même,  les  polynômes  <]/  [x,  y),  -/  {x,  y),... 
deviendront  i{/  (u),  æ’""*/  (u),  .. . . L’équation  entre  a:  etu 
sera  donc 

arip (u)  -f- a:"~‘ 'J'  («)  + *"'”’/,(**)  -1-  . . . =o; 
et,  si  l’on  divise  par  a^, 

(2)  9(u)4- i(}<(u) -H ^ -/.(«)  + • - — O- 

Cette  équation  est,  par  rapport  à u,  du  même  degré  que  l’é- 
quation (i)  par  rapport  à y;  elle  donne  pour  chaque  valeur  de 

X les  diverses  valeurs  du  rapport  Quand  la  valeur  numé- 
rique de  X augmente  indéûniment,  si  l’une  des  valeurs  de  « 
tend  vers  une  limite  finie  c,  pour  une  couple  de  valeurs,  dans 
laquelle  x est  très-grand  et  « voisin  de  c,  tous  les  termes  de 
l’équation  (2),  à partir  du  second,  étant  très-petits,  on  en  conclut 
que  le  nombre  c doit  annuler  le  polynôme  9(«).  Ainsi  les 
coefficients  angulaires  des  asymptotes  sont  des  racines  réelles 
de  l’équation 

(3)  9 (m)  = O. 

Soit  c l’une  des  racines  réelles  de  cette  équation.  Posons 
y — cx  — v,  d’où  u = -=c-l--*  Si,  dans  l’équation  (2),  on 

X X 

remplace  u par  cette  valeur,  on  obtient  l’équation  qui  donne 
les  valeurs  de  v pour  chaque  valeur  de  x.  Après  avoir  fait  la 
substitution,  développons  chaque  terme,  l’équation  devient 

(4)  ç(c)h-9'(c)H-h^^  + ...  j 

+ '}'  + 1=0. 

■+■  Z.  ^ • I 

Mais  on  a ç(c)  = o;  multiplions  tous  les  termes  par  x,  l’équa- 
tion prendra  la  forme 

(5)  [«<î/(c)-f-<Hc)]-+-Ai-hB^-t-...  = o. 

X X* 
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[îuand  X augmente  indéfiniment,  si  l’une  des  valeurs  de  v tend 
vers  une  limite  finie  d,  comme  une  couple  de  valeurs  dans 
laquelle  x est  très-grand  et  v voisin  de  d rend  tous  les  termes 
à partir  du  second  très-petits,  on  en  conclut  que  le  nombre  d 
doit  satisfaire  à Téquation  d(f/(c)H-<|;(c)  = o;  si  la  quantité 
ç'  (c)  est  différente  de  zéro,  on  en  déduit  pour  d la  valeur 


Ainsi,  dans  ce  cas,  lorsque  x augmente  indéfiniment,  une  des 
valeurs  de  v et  une  seule  tend  une  limite  finie  d;  le  raisonne- 
ment du  n°  344  montre  que  celte  valeur  de  v est  réelle  pour 
les  valeurs  de  x très-grandes,  positives  ou  négatives,  et  qu’elle 
donne  naissance  à deux  branches  de  courbe  asymptotes  à la 
droite  y = cx-+-d. 

Lorsque  la  valeur  de  c annule  <j/  (c)  sans  annuler  tj/  (c),  aucune 
des  valeurs  de  v ne  tend  vers  une  limite  finie,  quand  x aug- 
mente indéfiniment.  Si  une  valeur  de  c annule  en  même 
temps  a/  (c)  et  ij/  (ç),  l’équalion  (4),  multipliée  par  æ*,  prend 
la  forme 

5^  -H  ^1/ (c)  t 4- z,(c) -H  I -H . . . = O. 

Dans  ce  cas,  en  général,  deux  valeurs  de  v tendent  vers  des 
limites  finies,  lorsque  x augmente  indéfiniment  et  ces  limites 
sont  les  racines  de  l’équation 

(7)  ^-|^d*-+-<l/{c)d4-yJc)  = o. 

Lorsque  cette  équation  a deux  racines  d' et  d"  réelles  et  diffé- 
rentes, une  seule  valeur  de  « tend 
vers  d' quand  x augmente  indéfi- 
niment, et  donne  naissance  à deux 
branches  asymptotes  à la  droite 
y = cx-¥-  d';  deux  autres  branches 
sont  de  même  asymptotes  à la 
droite  parallèle  y = cx  + d". 

Si,  par  l’origine,  on  mène  une  droite  OC'  ayant  pour  coeffi- 
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dent  angulaire  c (fig.  210),  la  lettre  v désigne  la  longueur  MQ 
pour  les  diverses  branches  de  la  courbe. 

351 — Exemple.  Soit  la  courbe  y* — — 2x’y  = 0,  construite  au 

n»  334 . On  a dans  ce  cas  9 (u)  = u*  — u®  = m’(u  — 4).  L'équation  9(»)  = 0 
a une  racine  triple  égale  ^ zéro  et  une  racine  simple  égale  li  4.  La  racine 
simple,  à laquelle  correspond  une  valeur  d égale  à 4,  donne  une  droite 
y = æ+  4 asymptote  à deux  branches  réelles.  La  racine  triple  ne  pourrait 
donner  que  des  asymptotes  parallèles  à OX;  mais  il  est  évident,  d'après 
l'équation  de  la  courbe,  qu'aucune  des  valeurs  de  y ne  tend  vers  une  limite 
Gnie,  quand  x augmente  indéGuiment. 

359^ — Il  est  facile  de  ramener  l’étude  des  branches  infinies 
d'une  courbe  algébrique  à celle  des  branches  finies  d’une 
courbe  algébrique  du  même  degré.  Soient  x ely  les  coordon- 
nées d’un  point  quelconque  M d’une  première  figure;  à ce 
jioint  M faisons  correspondre  le  point  Jf  dont  les  coordonnées 
x'  et  y'  sont  données  par  les  relations 


desquelles  on  déduit  inversement 


Si  le  point  M décrit  une  droite  AaM-By-l-C  = o,  le  point  M' 


Fig.  211. 

1 / 


Fig  212. 


décrit  une  droite  correspondante 
Cor'-l-By'-i- A = o,  le  coefficient  an- 
gulaire de  l’une  des  droites  étant  égal 
à l’ordonnée  à l’origine  de  l’autre.  En 
général,  si  le  pointMdécrit  une  courbe 
du  degré  fn,  le  point  M'  décrit  une 
courbe  correspondante  du  même  de- 
gré; à une  sécante  passant  par  deux 
points  voisins  de  l’une  des  courbes 
correspond  une  sécante  passant  par 
deux  points  voisins  de  l’autre  courbe, 
et,  par  conséquent,  à une  tangente 
correspond  une  tangente.  Nous  pou- 
vons supposerque  la  première  courbe 
est  rapportée  à des  axes  tels  que  l’é- 
quation renferme  un  terme  en  y*; 
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alors  on  n’obtient  des  branches  infinies  qu’en  faisant  augmen- 
ter 05  indéfiniment,  et  toutes  les  valeurs  du  rapport  £ tendent 

vers  des  limites  finies.  D’après  cela,  si  le  point  M décrit  une 
branche  infinie  de  la  première  courbe,  comme  tend  vers 
zéro  et  r/'  vers  une  valeur  finie  c,  le  point  M'  décrira  une  bran- 
che aboutissant  sur  l’axe  des  j/  à un  point  A'  dont  l’ordonnée 
est  c (ûg.  21 1).  On  ramène  de  la  sorte  l’étude  des  branches  in- 
finies de  la  première  courbe  à celles  des  branches  de  la  seconde 
courbe  dans  le  voisinage  des  points  situés  sur  l’axe  des  y. 

Soit  h!  un  point  où  la  seconde  courbe  coupe  l’axe  des  y;  ap- 
pelons d le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point; 

pour  un  point  voisin  M’,  on  aura  = d-h^,  8 tendant 

vers  zéro  avec  a/;  la  branche  A'M^  de  la.  seconde  courbe  est 
donc  représentée  par  l’équation  y' = c -i- dx' ^ x' ; à celte 
branche  correspond  une  branche  infinie  de  la  première  courbe 
ayant  pour  équation  y = cx-+-d-h^,  8 tendant  vers  zéro 
quand  a;  augmente  indéfiniment;  à la  tangente  y'  = c-i-dx' 
à la  seconde  courbe  correspond  l’asymptote  y = cx-hd  à la 
première.  On  sait  que  du  point  Af  partent  toujours  un  nombre 
pair  de  branches  ayant  la  même  tangente  (n°  34i);  la  première 
courbe  admet  donc  un  nombre  pair  de  branches  infinies  ayant 
la  même  asymptote.  La  tangente  en  A!  étant  la  limite  de  la  tan- 
gente en  M',  il  en  résulte  que  l’asymptote  est  la  limita  de  la 
tangente  au  point  M,  quand  ce  point  s’éloigne  à l’infini. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  point  A'  soit  un  point  simple 
ordinaire,  comme  l’indique  la  figure  21 1;  on  voit  qu’à  la  bran- 
che A'M'  correspond  une  branche  infinie  M située  au-dessus  de 
l’asymptote  vers  la  droite,  et  à la  branche  A' N'  une  deuxième 
branche  infinie  N située  au-dessous  de  l’asymptote  vers  la 
gauche.  S’il  y avait  inflexion  en  A'  (fig.  212),  les  deux  branches 
infinies  seraient  situées  toutes  deux  d’un  même  côté  de  l’asym- 
ptote, l’une  vers  la  droite,  l’autre  vers  la  gauche.  Dans  le  second 
cas,  on  dit  que  la  courbe  a un  point  d’inflexion  à l’infini. 

Si  le  point  A'  est  un  point  double  avec  deux  tangentes  diffé- 
rentes,, on  a deux  asymptotes  parallèles,  à chacune  desquelles 
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correspondent  deux  branches  inflnies  ayant  l’une  des  disposi- 
tions précédentes.  Lorsque  le  point  double  A'  est  un  point  de 
rebroussement,  on  a deux  branches  asymptotes  à la  même 
droite,  mais  vers  une  même  extrémité. 

Nous  avons  supposé  jusqu’à  présent  que  la  tangente  en  A' 
ne  coïncide  pas  avec  l’axe  des  y ; lorsque  cette  circonstance  se 
présente,  aux  branches  qui  partent  du  point  A'  correspondent 
dans  la  première  figure  des  branches  inOnies  dépourvues 
d’asymptote.  La  direction  de  la  tangente  au  point  M tend  vers 
la  direction  déterminée  par  le  coefficient  angulaire  c;  mais 
elle  s’éloigne  à l’infini.  On  donne  à ces  branches  infinies  le 
nom  de  branches  paraboliques.  Si  le  point  A'  est  un  point 
simple  ordinaire,  les  deux  branches  infinies  sont  dirigées  dans 
le  même  sens;  s’il  y a infiexion  en  A',  les  deux  branches  sont 
dirigées  dans  des  sens  contraires. 

353—  Puisqu’à  chaque  valeur  de  x correspondent  au  plus 
ni  valeurs  réelles  de  y,  la  première  courbe  admet  au  plus  m 
branches  infinies  du  côté  des  x positives,  et  m branches  infinies 
du  côté  des  x négatives;  ceci  résulte  d’ailleurs  de  ce  que  la 
seconde  courbe  est  coupée  au  plus  en  m points  par  Taxe  des  y. 
Le  nombre  des  tangentes  à la  seconde  courbe  en  ces  points 
d’intersection  étant  au  plus  égal  à m,  la  première  courbe  admet 
au  plus  tn  asymptotes. 

Les  droites  menées  par  le  point  A'  se  transforment  en  droites 
parallèles  à l’asymptote.  Si  le  point  A'  est  un  point  simple 
(n®  342),  une  sécante  menée  par  ce  point  coupe  la  seconde 
courbe  en  m — i autres  points;  donc  toute  parallèle  à l’asym- 
ptote coupe  la  première  courbe  en  m — i points.  La  tangente 
en  A'  ne  coupe  la  seconde  courbe  qu’en  m — 2 autres  points, 
et,  par  conséquent,  Tasymptote  ne  coupe  la  première  courbe 
qu’en  m — 2 points;  on  dit  que  deux  points  d’intersection  sont 
à l’infini.  S’il  y a inflexion  en  A',  comme  la  tangente  coupe  la 
seconde  courbe  en  trois  points  qui  se  confondent  en  A'  (n"  333), 
Tasymptote  aura  trois  points  d’intersection  à l’infini,  et,  par 
conséquent,  ne  rencontrera  la  première  courbe  qu’en  m — 3 
points. 

354 —  La  transformation  que  nous  avons  effectuée  revient 
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à prendre  la  perspective  de  la  figure  sur  un  plan.  Considérons, 
en  effet,  deux  figures  placées.  Tune  dans  un  plan  horizontal, 
Tautre  dans  un  plan  vertical  coupant  le  plan  horizontal  suivant 
la  ligne  LT  (fig.  21 3),  et  telles  que  Tune  soit  la  perspective  de 
Tautre,  Tœil  étant  placé  au  point  dont  les  projections  sont  0 et 
&.  Il  est  visible  que,  lorsqu’un  point  M s’éloigne  à l’infini  dans  le 
plan  vertical,  sa  perspective  M' vient  sur  la  droite  o'y'  parallèle 
à la  ligne  de  terre;  Tétude  des  branches  infinies  de  la  courbe 

située  dans  le  plan 
^ vertical  est  ainsi 
ramenée  à Tétude 
de  Tautre  courbe 
- dans  le  voisinage 
des  points  situés 
sur  la  droite  &y'. 

Si  Ton  rapporte 
Tune  des  courbes 
aux  deux  axes  ox 
et  oy,  Tautre  aux 
Fig.  313.  deux  axes  o'xf  et 

o'y',  on  a les  formules  de  transformation  a/  = — * y'  = ^ » 

dans  lesquelles  a et  b désignent  les  distances  olo'  et  ao.  Ces 
formules  sont  précisément  celles  que  nous  avons  employées 
précédemment,  quand  on  fait  a = b = i. 

Soit  A'  un  point  où  la  seconde  courbe  coupe  la  droite  o'y';  la 
tangente  A'B  en  ce  point  a pour  perspective  la  droite  A, A; 
aux  deux  branches  M'  et  N',  qui  partent  du  point  A',  correspon- 
dent deux  branches  infinies  M et  N asymptotes  à la  droite  AA,. 

Lorsque  la  tangente  en  A'  coïncide  avec  la  droite  o'y',  comme 
cela  a lieu  au  point  C',  l’asymptote  est  rejetée  à l’infini  et  les 
deux  branches  F et  (y  donnent  naissance  à deux  branches  pa- 
raboliques infinies  P et  Q;  la  droite  menée  du  point  0 à un 
point  de  Tune  des  branches  P et  Q tend  vers  la  direction  li- 
mite oC,. 

35ft — Les  courbes  transcendantes  peuvent  couper  leurs 
asymptotes  en  une  infinité  de  points. 

BK. 
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3 sio  97 

Par  exemple,  la  courbe  y — oscille  indéGniment  de  part  et  d'autre 

X 

de  la  droite  OX  à laquelle  elle  est  asymptote,  puisque  la  valeur  de  y i pour 
limite  zéro  (iig.  2U).  Les  oscillations  ont  d'ailleurs  une  amplitude  con- 
stante et  égale  à 


ptote  OX;  mais  ici  l'amplitude  des  oscillations  va  en  diminuant  (Gg.  215). 


Fig.  215. 


3S6— Il  arrive  quelquefois  que  deux  branches  infinies 
n’ont  pas  d’asymptote  rectiligne,  et  que,  cependant,  la  diffé- 
rence de  leurs  ordonnées  tend  vers 
zéro;  dans  ce  cas,  on  dit  que  les 
deux  courbes  sont  asymptotes  l’une 
de  l’autre  ; si  l’une  d’elles  est  une 
une  courbe  simple  bien  connue,  on 
pourra  s’en  servir  pour  tracer  l’au- 
tre. Reprenons  l’équation  y = 

et  supposons  que  le  degré  du  numé- 
rateur surpasse  de  plus  d’une  unité 
le  degré  du  dénominateur  ; le  rap- 
port - croissant  indéfiniment  avec 

X 

X,  les  branche^  qui  correspondent  aux  valeurs  très-grandes  de 
X,  positives  ou  négatives,  n’ont  pas  d’asymptote  rectiligne.  Si 
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l’on  effectue  la  division,  on  a 

y = aar" -+- ôic’’-' •+•...  + Æ -t- . 

n®) 

el  les  deux  branches  considérées  sont  asymptotes  à la  courbe 
y = (W5"4-  h-  Ar. 

Quand  n = 2,  cette  seconde  courbe  est  une  parabole.  Par 
exemple,  la  courbe 


y = 


X^-\-  1 
X 


X 


est  asymptote  à la  parabole  y = æ*  (fig.  216). 


CHAPITRE  IV. 

ConstracUoii  dea  eourbea  en  eoordonnéea  polairea. 


Nous  avons  défini  les  coordonnées  polaires  au  n“  3 ; 
dans  ce  système  un  point  quelconque,  pris  isolément  dans  le 
plan,  peut  être  déterminé  par  une  valeur  de  (o  comprise  entre 
O et  2 TT,  et  par  une  valeur  positive  de  p;  cependant,  on  est 
conduit  à faire  varier  chacune  des  coordonnées  to  et  p de  — cc 
à H-oo  . 

Nous  avons  vu  (n®  263)  que,  l’un  des  foyers  de  l’hyperbole 
étant  pris  pour  pôle,  les  deux  branches  sont  représentées  par 
deux  équations  distinctes,  quand  on  se  borne  aux  rayons  vec- 
teurs positifs;  mais  que  l’une  des  équations  suffit,  si  l’on  admet 
les  rayons  vecteurs  négatifs,  en  convenant  de  porter  la  valeur 
absolue  de  chacun  d’eux  dans  la  direction  opposée  à celle 
qu’indique  la  valeur  de  w.  Nous  avons  vu  aussi  que  cette  con- 
vention permet  de  représenter  le  limaçon  de  Pascal  par  une 
seule  équation  (n®  35). 

Spirale  d’Archimède.  Un  point  M se  meut  d’un  mouvement 
uniforme  et  dans  le  sens  G'G  sur  une  droite  indéfinie  G'OG, 
qui  tourne  elle-même  d’un  mouvement  uniforme  autour  de 
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l’un  de  ses  points  O,  la  courbe  décrite  par  le  point  M est  la 
spirale  d’Archimède  (ûg.  21^). 

Prenons  pour  axe  polaire  la  position  OX,  occupée  par  la 
droite  OG  lorsque  le  mobile  M passe  en  O,  et  comptons  les 
angles  polaires  positivement  dans  le  sens  du  mouvement  de  la 
droite;  soit  a la  longueur  dont  le  mobile  s’avance  sur  la  droite, 
pendant  que  celle-ci  fait  une  révolution  entière.  Si  l’on  consi- 
dère le  mobile  dans  l’une  quelconque  de  ses  positions  après 
son  passage  en  O,  en  appelant  w l’angle  dont  a tourné  la  direc- 
tion OX  pour  venir  sur  OG,  et  p la  distance  du  mobile  au 

point  O,  on  a,  en  posant  -^  = b, 

2 *77 


(I) 


P <i) 

a 2TC 


ou  p=o — = ow. 

2TÎ 


Considérons  le  mobile  avant  son  passage  en  O;  appelons  (<), 
la  valeur  absolue  de  l’angle  dont  il  faut  faire  tourner  la  direc- 
tion OX  pour  l’amener  sur  OG;  le  point  M étant  placé  sur  la 
direction  opposée  OG',  le  rayon  vecteur  doit  être  considéré 


comme  négatif,  et  l’on  a — ^ = — • Si  l’on  convient  de  re- 

garder  comme  négatifs  les  angles  polaires  comptés  dans  un 
sens  opposé  au  premier,  on  aura  w= — <o„  et  la  relation  pré- 
cédente coïncide  avec  l’équation  (i)  qui  représente  alors  la 


courbe  indéfinie.  Les  valeurs 

277  et  4lï>  •••}  O et  — 277,  ... 


i de  <0  comprises  entre  o et  277, 
, donnent  les  spires  successives. 
; Si  l’on  se  bornait  aux  valeurs 
positives  de  p et  aux  valeurs 
de  (ù  comprises  entre  o et  277, 
il  faudrait  une  équation  par- 
T ticulière  pour  représenter 
chacune  des  spires, 
p = 6(i),  p = a-4-6w,. . 

Ÿ — a — bo),  p = 2U  — bb>,.— 


Fig.  S17.  La  spirale  d’Archimède  se 

compose  de  deux  parties  OB,C,D,A,B,. . . et  OB,EiD,F,B,.  •• 
symétriques  l’une  de  l’autre  par  rapport  à la  perpendiculaire 
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3Y  à l’axe  polaire.  Chaque  partie  comprend  une  infinité  de 
>pires,  et  les  portions  d’une  droite  quelconque  menée  par  le 
pôle  et  comprises  entre  deux  spires  consécutives  ont  toutes 
pour  longueur  a. 

358 — Reharqce  I.  Un  même  point  M du  plan  peut  être 
M déflni  par  une  infinité  de  couples  de  valeurs 
de  P et  de  u.  Si  l’on  appelle  a l’angle  positif 
O i moindre  que  que  fait  la  direction  OM 

Fig.  918.  avec  l’axe  OX  et  a la  distance  OM  (flg.  218), 
on  peut  prendre  pour  coordonnées  du  point  M les  couples  de 
valeurs, 

...(— 4ir-ha,a),(— 2x-|-a,a),  (x,a),  (2ir-f-a,a),  (4x+a,a),... 
dans  lesquelles  le  rayon  vecteur  est  positif,  ou  les  couples 

...(— 3-T-l-a,  — a),  (— TT-t-a,  — a),  (-4-a,  — a), 

(3tc -f- a,  — a),  (5x  + a,  — a)... 


dans  lesquelles  le  rayon  vecteur  est  négatif.  Lorsque  le  point  M 
appartient  à une  courbe  définie  par  une  équation  /'(w,  p)  = 0, 
ses  coordonnées  ne  peuvent  être  indiquées  à la  seule  inspec- 
tion du  point;  il  faut,  pour  les  obtenir,  suivre  le  tracé  de  la 
courbe. 


359 — Rem.4Rqi'e  11.  Dans  les  formules  de  transformation 
établies  au  livre  I,  chapitre  iv,  nous  avons  supposé  le  point  M 
déterminé  par  un  rayon  vecteur  positif  et  par  un  angle  polaire 
compris  entre  o et  2ir.  Conservant  d’abord  le  rayon  vecteur 
positif,  on  peut  prendre  pour  angle  polaire  l’un  quelconque 
des  angles  que  forme  la  direction  OM  avec  l’axe  OX  (flg.  219), 


en  convenant  d’affecter  l'angle  du  signe 
■+■  ou  du  signe  — , suivant  qu’une 
droite  partant  de  la  direction  OX  pour 
arriver  à la  direction  OM,  tourne  de  OX 
vers  OY,  ou  dans  le  sens  opposé.  Ceci 
revient  à augmenter  ou  à diminuer 


Fia- 219.  l’angle  désigné  primitivement  par  w 


d’un  multiple  de  2t:;  le  sinus  et  le  cosinus  ne  changeant  pas. 


les  formules  restent  les  mêmes.  Supposons  maintenant  le 


point  M défini  par  un  rayon  vecteur  négatif;  l’angle  w sera 
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l'un  des  angles  formés  par  la  direction  OM'  avec  OX.  La  pro- 
jection de  OM  sur  OX  est  ( — p)  x cos  (tc  -f-  w)  ou  p cosu ; ainsi 
on  a encore  x — pcosu,  et  de  même  y = psin(d.  Donc  les 
formules  sont  générales. 

Lorsque  Taxe  polaire  OX'  ne  coïncide  pas  avec  OX,  on  définit 
la  litisilinn  de  cet  axe  par  l’angle  a qu’il  fait  avec  OX.  Si,  dans 
les  formules  x = p cosw,  y ■—  p sinw,  qui  se  rapportent  à l’axe 
polaire  OX,  on  remplace  w par  oZ  + a,  il  vient  x = pcos(w'-+-a), 
y = p sin(c<>'  + a).  Supposons  les  axes  des  coordonnées  obliques, 
et  prenons  OX  pour  axe  polaire  (lig.  220),  on 
obtient  les  formules  de  transformation  en  pro- 
jetant les  deux  chemins  OM  et  OPM  successi- 
vement sur  une  perpendiculaire  à OX  et  sur 
Fig.sjo.  une  perpendiculaire  à OY,  ce  qui  donne 

psin(6 — w)  psincd 

X = — - 1 y = L . ■ .. 

smô  ^ sinô 


360— Remarque  111.  Dans  le  cas  où  l’on  obtient  toute  la 
courbe  en  faisant  varier  <»  de  o à 2tt,  on  reconnaît  la  symétrie 
par  rapport  à l’axe  polaire  OX,  quand  les  valeurs  a et  27?  — a 
attribuées  à u reproduisent  la  même  valeur  de  p,  ou  quand  les 
valeurs  a et  tc  — a donnent  des  valeurs  de  p égales  et  de  signes 
Contraires.  On  reconnaît  de  même  la  symétrie  par  rapport  à la 
perpendiculaire  OY,  quand  les  angles  a et  t:  — a donnent  la 
même  valeur  de  p,  ou  les  angles  a et  2x  — a des  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires.  Enfin,  on  reconnaît  la  symétrie  par 
rapport  au  pôle,  quand  les  angles  a et  ir  -4-  a donnent  la  même 
valeur  de  p. 

Mais  lorsque,  pour  avoir  toute  la  courbe,  il  est  nécessaire  de 
faire  varier  w au  delà  de  2r,  la  symétrie  peut  se  présenter 
d’une  autre  manière.  Par  exemple,  s’il  est  nécessaire  de  faire 
varier  w de  o à 4"!^^  la  symétrie  par  rapport  à l’axe  polaire  aura 
lieu  si  les  angles  a et  27:  — a,  ou  a et  4’’^  — donnent  des 
valeurs  égales  pour  p,  ou  si  les  angles  a et  tc  — a,  ou  a et 
Stt  — a,  donnent  des  valeurs  de  p égales  et  de  signes  con- 
traires. Si  les  limites  de  <0  sont  plus  étendues,  le  nombre  des 
comparaisons  à faire  augmente. 
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Considérons,  par  exemple,  la  courbe  déboie  par  l’équation  p = cos 

Quand  co  augmente  de  deux  fois  in,  la  direction  du  rayon  redevient  la 

même  ; d’ailleurs,  ^ augmentant  de  in,  p reprend  la  même  valeur  et  l'on 

retrouve  un  point  déjà  obtenu  antérieurement  ; il  suffit  donc  de  faire 
varier  &>  de  0 à 4n.  Si  l’on  augmente  u de  in,  le  rayon  revient  à la  même 
0) 

direction  ; mais  ^ augmentant  seulement  de  p conserve  la  même  valeur 

numérique  en  changeant  de  signe;  on  en  conclut  que  la  portion  du  lieu 
donnée  par  les  valeurs  de  w comprises  entre  2 n et  4 n est  symétrique  par 
rapport  au  pôle  de  la  partie  donnée  par  les  valeurs  de<u  comprises  entre  0 
et  in-,  en  d’autres  termes,  le  pôle  est  centre  de  la  courbe.  Pour  u = a et 
U)  = in  — a,  les  valeurs  de  p sont  égales  et  de  signes  contraires;  on  a,  de 
la  sorte,  deux  points  placés  symétriquement  par  rapport  à la  perpendicu* 
laire  OY  à l’axe  polaire  (Rg.  221)  ; cette  droite  OY  est  un  axe  de  la  courbe. 

La  variable  u>  allant  de  0 à n,  p diminue 
de  4 à 0,  et  l’on  a l’arc  ABO  tangent  au 
point  O à la  droite  OX'.  Les  valeurs  de 
(O  comprises  entre  n et  2i:  donnent  l’arc 
OBA'  symétrique  du  premier  par  rap- 
port à OY,  et  les  valeurs  de  o>  comprises 
entre  2it  et  4ic  la  courbe  A'B'OB'A 
symétrique  de  ABOB.A'  par  rapport  au 
pôle.  La  courbe  est  formée  de  quatre 
arcs  égaux.  L’axe  polaire  est  aussi  un 
axe  de  la  courbe,  ce  qu’on  voit  directement  en  remarquant  que  l’on  a des 
valeurs  égales  de  p pour  les  valeurs  a et  in  — a attribuées  à u. 


TANGENTE. 

36V— On  détermine  la  direction  MT  de  la  tangente  au  point 
M par  l’angle  a qu’elle  fait  avec  le  prolongement  MA  du  rayon 
vecteur. 

Soient  p et  w les  coordonnées  du  pointM,  p -f-  Ap  et  w -i-  Aw 
celles  d’un  point  voisin  M'  (fig.  222);  menons  la  sécante  MM',  et 
du  pôle  comme  centre,  avec  OM  pour  rayon,  décrivons  l’arc  de 
cercle  MN;  l’aiTgle  MOM'  est  l’accroissement  Awde  l’angle  po- 
laire, M'N  est  l’accroissement  Ap  du  rayon  vecteur.  Le  triangle 
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sinOM'M  cordeMN  corde  MN^^arcMN  cordeMN^^pAw 
sinNMM'  “ M'N  “ arcMiN  ^ M'N  arcMN  ^ Ap' 


Si  l’on  fait  tourner  la  sécante 


autour  du  point  M,  de  manière  que 
le  point  ftP  se  rapproche  indéfini- 
ment du  point  M,  la  sécante  MM' 
a pour  limite  la  tangente  MT,  la 
corde  MN  a pour  limite  la  tangente 
à l’arc  de  cercle,  et,  par  suite,  la 
perpendiculaire  au  rayon  OÂ;  on 
a donc 

limOM'M  = OMT'  = a, 

limNMM'  = --a; 

2 


on  sait,  d’ailleurs,  que  la  limite  du  rapport  d’un  arc  de  cercle 
à sa  corde  est  l’unité  ; l’équation  précédente  devient  ainsi 


sina 
co  s a 


ou 


A(i> 


p'  désignant  la  dérivée  de  p considéré  comme  fonction  de  co. 

On  a supposé  dans  la  figure  précédente  que  te  rayon  vecteur 
croît  avec  l’angle  w;  s’il  décroît,  le  triangle  NMM' (fig.  228)  donne 


sinOH'M  corde  MN  ^ ^ arcMN  cordeMN^^pAw 

— sinNMM'~  arcMN  arcMN 


les  angles  OM'M,  NMM'  ayant  pour 

limites  a et  a--;  on  retrouve en- 

2 

core  la  même  formule. 

Quand  (o  croit,  on  s’avance  sur  la 
courbe  dans  un  certain  sens  ; a 
désigne  l’angle  que  fait  la  tangente 
menée  dans  le  sens  du  mouvement 
avec  la  direction  déterminée  par  l’angle  u.  On  voit  aussi  que 
la  même  formule  convient  au  cas  où  le  rayon  vecteur  est 
négatif. 
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303— Remarque.  Lorsque  le  rayon  vecteur  s'annule  pour 
une  valeur  particulière  de  w,  on  a 
une  branche  de  courbe  OC  passant  au 
pôle,  et  la  tangente  à cette  branche  au 
pôle  est  précisément  la  droite  OA  don- 
née par  l’angle  to„.  En  effet,  si  l’on 
Y"  prend  un  point  voisin  M,  et  si  l’on  fait 
tourner  la  sécante  0.M  de  manière  que 
Fig.  824.  le  point  M se  rapproche  du  point  0, 

s s’annule  et  la  sécante  tend  vers  la  direction  OA. 

36S — Exemple  I.  Spirale  d'Archimède. — L’équation  de  cette  courbe 
étant  p = b(ù  (n«  357),  on  en  déduit  p'  = b,  d’oü 

, P blù 

tanga  = ^ = -^  = to. 

Si  le  point  M part  du  pôle  et  s’avance  sur  la  courbe,  l’angle  ai,  d’abord 
nul,  augmente  constamment  et  tend  vers  un  angle  droit. 

364 —  Exemple  II.  Spirale  logarithmique.— Oa  appelle  spirale  logarith- 
mique la  courbe  dont  l’équation  polaire  est  p = ae”^,  a désignant  une 
ligne  donnée  et  m un  nombre.  Supposons  la  constante  m positive  ; si  l’on 

fait  croître  m de  0 à l'infini,  p va  con- 
stamment en  croissant  de  a à l'infini,  ce 
qui  donne  une  branche  indéfinie  ABC..., 
faisant  une  infinité  de  circonvolutions  au- 
tour du  pôle.  Si  l’on  fait  ensuite  varier  <o 
de  0 à — eo  , p diminue  constamment  et 
tend  vers  zéro,  on  obtient  une  seconde 
branche  indéfinie  ÂB'C'...  qui  fait  une 
Fig.  325.  infinité  de  circonvolutions  autour  du 

pôle,  en  se  rapprochant  constamment  de  ce  point.  Si  la  constante  m était 
négative,  les  valeurs  positives  de  u donneraient  la  branche  qui  se  rap- 
proche du  pôle,  et  les  valeurs  négatives  celle  qui  s’en  éloigne.  On  a ici 

p’ = moe”*"  = mp,  d’où  tanga  = ^.  On  en  conclut  que  la  tangente  à la 

courbe  fait  un  angle  constant  avec  le  rayon  vecteur. 

365 —  Exemple  111.  Epicyclo'ide. — Lorsqu’un  cercle  mobile  roule,  sans 
glisser,  sur  un  cercle  fixe,  un  point  du  cercle  mobile  décrit  dans  le  plan 
une  courbe  ù laquelle  on  a donné  le  nom  d’épicycloïde. 

Bornons-nous  au  cas  où  les  deux  cercles  sont  égaux.  Soit  G le  cercle  fixe, 
G'  la  position  initiale  du  cercle  mobile,  a le  rayon;  supposons  que  ce  soit  le 
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point  de  coniacl  A qui,  dans  le  mouTefflent  du  cercle  C',  engendre  l'épicv- 

cloïde  (fig.  226).  Lorsque 
le  cercle  mobile  est  venu 
dans  la  position  C" , le  point 
A est  en  M,  les  deux  arcs 
EA , EM  étant  égaux. 
Prenons  le  point  A pour 

p<Me,  le  prolongement  de 

^ CA  pour  axe  polaire;  la 
droite  AM,  perpendicu- 
laire à la  tangente  com- 
mune AN  aux  deux  cer- 
cles, est  parallèle  à CE  ; 
Fig.  S36.  l’angle  AEN  est  la  moitié 

de  ACE,  et,  par  conséquent,  la  moitié  de  u ; le  triangle  rectangle  ANE  donne 

AN  = AEsin^;  mais  AE  = 2asin^;  on  a donc 
Z Z 


P = 4o  sin*  ^ = 20  (i  — cosw). 

Cette  courbe  est  un  cas  particulier  du  limaçon  de  Pascal  (n°  35).  On  a ici 

p'=2asina>,  d’où  tanga  tang^r  et,  par  suite,  « = H est  aisé  de 

voir  que  la  normale  è l'épicycloîde  en  un  point  quelconque  M passe  au  point 
de  contact  E du  cercle  mobile  avec  le  cercle  fixe;  car  l’angle  MEN  étant 

égal  à et  par  suite  i a,  la  droite  EM  est  perpendiculaire  à MT. 

Z 

S66 — Exempus  IV.  Construction  de  la  courbe  p = 4-l-cos6u. 

Il  suffit  de  faire  varier  <<>  de  0 à 2n.  Le  rayon  vecteur  p reste  toujours  com- 
pris entre  3 et  3;  décrivons  donc 
du  pôl  e comme  centre  deux  cercles 
avec  les  rayons  3 et  5,  la  courbe 
sera  tout  entière  située  entre  les 
deux  circonférences  (fig.  227). 

7t 

Quand  a varie  de  0 è -t  p diminue 

5 

de  5 è 3,  ce  qui  donne  l’arc  AB. 
Quand  oj  varie  de  g à p aug- 
mente de  3 è 5,  ce  qui  donne  Parc 
BA'  symétrique  du  premier  par 
rapport  è la  ligne  OB.  L’angle  fiw  a varié  de  la  sorte  de  0 à 2n.  Si  l’on  fait 
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varier  <o  de  ^ à l’angle  5m  variera  de  2n  îi  4it,  et  les  mêmes  valeurs 


de  P se  reproduiront  dans  le  même  ordre  ; on  obtiendra  donc  un  second  arc 
Â'B'Â”  égal  au  premier,  puis  un  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Après  le  cin- 
quième arc,  on  reviendra  au  point  de  départ. 

En  prenant  la  dérivée,  on  trouve  tanga  = — — » Auxpoints  A et  B, 


on  a sin5td  = 0,  et,  par  suite,  a = -• 

Z ■ 

S67 — Exsiplr  V.  Les  extrémités  d’une  droite  de  longueur  constante 
glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY;  d'un  point  fixe  I,  situé 
sur  la  bissectrice,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  droite  mobile  ; 
trouver  le  lieu  du  pied  de  cette  perpendiculaire  (6g.  228). 


Fig.  228. 

11  est  évident  que  le  lieu  sera  symétrique  par  rapport  à la  bissectrice 
01.  Plaçons  d’abord  la  droite  mobile  dans  la  position  PQ  perpendicu- 
laire à la  bissectrice,  on  a le  point  A du  lieu.  Faisons  glisser  la  droite 
de  manière  que  l'extrémité  Q descende  sur  l'axe  des  y;  dans  une  cer- 
taine position  P'Q',  la  droite  passera  par  le  point  I qui,  de  la  sorte, 
appartient  au  lieu;  on  a ainsi  l’arc  AEl,  dont  la  tangente  en  lest  per- 
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pendlSsulaire  k P'Q'.  L’extrémilé  Q'  continuant  à descendre,  la  droite 
vient  s’appliquer  sur  OX,  et  l'on  a l’arc  IFC  qui  passe  au  point  C,  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I sur  OX.  L’extrémité  Q glisse  sur 
OY',  et  la  courbe  passe  au-dessous  de  OX  ; la  droite  arrive  dans  une  posi- 
tion r'C"  telle  que  l'angle  IP"Q"  est  droit,  ce  qui  donne  le  point  P”  du  lieu; 
on  a ainsi  l’arc  CCP".  Si  l’extrémité  Q"  continue  k descendre,  la  courbe 
revient  au-dessus  de  OX;  bientôt,  dans  la  position  P’"Q’",  la  droite  prolon- 
gée passe  en  I ; on  a ainsi  l’arc  P"I  dont  la  tangente  en  I est  perpendiculaire 
k P"'Q"'.  L’extrémité  P'"  continuant  k se  rapprocher  du  point  O,  la  droite 
s’applique  sur  OY'  et  l’on  obtient  l’arc  IHD,  qui  passe  par  le  point  D,  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I sur  OY.  L’extrémité  P'"  glisse  sur 
OX',  et  la  droite  arrive  dans  un  position  P"Q"  telle  que  l'angle  IP"Q'’  est 
droit;  le  point  P"  appartient  au  lieu,  et  l’on  a l’arc  DP'".  Ensuite  la  droite, 
dans  la  position  Q'P',  devient  perpendiculaire  k la  bissectrice  OR,  ce  qui 
donne  l’arc  P"  B.  Si,  revenant  k la  position  primitive  PQ,  on  fait  mou- 
voir la  droite  en  sens  inverse  jusqu’k  la  position  finale  P'Q',  il  est  clair 
qu’on  obtiendra  une  courbe  symétrique  de  la  précédente  par  rapport  k la 
droite  AB. 

Prenons  pour  pôle  le  point  I et  pour  axe  polaire  la  bissectrice  BA  ; ap- 
pelons c la  distance  01  et  2a  la  longueur  de  la  droite  mobile  PQ;  la  droite 
qui  joint  le  point  0 au  milieu  de  l’hypoténuse  PQ  du  triangle  rectangle  POQ 
est  égale  à a;  l’angle  que  cette  droite  fait  avec  la  perpendiculaire  h abaissée 
du  point  0 sur  l’hypoténuse  est  égal  k Su;  on  a d'ailleurs  A = ccosi>>-;-p; 
on  en  déduit  l’équation  de  la  courbe  p = acosSu  — ccosu. 


ASYMPTOTES. 

308— Considérons  une  branche  infinie,  asymptote  à la 
droite  CD  (fig.  229);  si  l’on  joint  le  pôle 
à un  point  M de  la  courbe,  et  si  l’on 
suppose  que  le  point  M s’éloigne  indéfi- 
niment sur  la  courbe,  la  direction  OM 
aura  pour  limite  la  direction  OL  de 
l’asymptote.  Ainsi,  lorsque  le  rayon 
vecteur  p devient  infini  pour  une  va- 
leur particulière  a de  w,  si  la  branche 
infinie  ainsi  obtenue  a une  asymptote, 
Fig-  cette  asymptote  est  parallèle  à la  di- 

rection déterminée  par  l’angle  a qui  rend  p infini. 

Pour  avoir  la  distance  OC  de  l’asymptote  à la  droite  OL,  du 


U'v 
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point  M de  la  courbe  abaissons  une  perpendiculaire  MK  sur^^tle 
droite;  le  triangle  rectangle  MOK  donne 

MK  = OM  sin  KOM  = p sin  (a  — w). 


Si  le  produit  psin(a  — w)  ne  tend  vers  aucune  limite^  la 
branche  infinie  n’a  pas  d'asymptote.  Si,  au  contraire,  ce  pro- 
duit tend  vers  une  limite  finie  d,  la  branche  de  courbe  admet 
pour  asymptote  la  droite  CD,  située  à la  distance  d du  rayon 
OL;  car  la  distance  MK  ayant  pour  limite  d,  la  distance  MH 
aura  pour  limite  zéro. 

Lorsqu’on  obtient  la  branche  infinie  en  faisant  croître  u 
vers  a,  il  est  évident  que,  si  cette  branche  a une  asymptote, 
l’asymptote  sera  placée  par  rapport  à OL,  comme  l’indique  la 
figure.  Si  l’on  obtenait  la  branche  infinie  en  faisant  diminuer 
0)  vers  a,  l’asymptote  serait  placée  de  l’autre  côté  de  OL  et  sa 
distance  à OL  serait  la  limite  du  produit  p sin  (w  — a). 

Nous  avons  supposé  la  branche  de  courbe  donnée  par  un 
rayon  vecteur  positif;  si  elle  était  donnée  par  un  rayon  vecteur 
négatif,  on  aurait,  dans  le  premier  cas,  MK  = — p sin  (a  — w), 
dans  le  second  cas,  MK  = — p sin  (w  — a). 

369 — Exemple  V.  Hyperbole. — L'équation  polaire  de  cette  courbe  est 


(n«  263)  p = - 


• ecosw 


• dans  laquelle  e est  plus  grand  que  1.  Soit  a 
l’angle  dont  le  cosinus  est  — j ; quand 


lo  crottde  0 b a,  p croit  de  — ii  » , 
1 -+-e 

et  l’on  a la  branche  inflnieAE;  co  variant 
de  oc  à n,  pdevient  négatif  et  varie  de  — » 


à ce  qui  donne  la  branche  in- 

finie  E'A'.  Les  valeurs  de  u>,  comprise.s 
entre  n et  2n,  donnent  denx  branches 
symétriques  des  précédentes  par  rap- 
port à l’axe  polaire. 

La  distance  MK  d'un  point  de  l'une  des  branches  AE,  A'E'  à la  droite 
OL  est 


HJK  _ 

H-P(‘OS(o 


p sin  (g  — (o)  p sin  («  — m) 

/i  , \ e(cosw  — cosa)’ 

c(--f-coswl  ' ' 
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traosformant  en  un  produit  la  différence  cosoi— cosa,  remplaçant  sin  (a—«i) 

par  2sin— ^cos— et  supprimant  le  facteur  commun  sin 
on  a ^ 

iù 


P CO  S 

MK  = - ^ 


e sm 


a-hw 


Cette  distance  a pour  limite  OC  = et  l’on  obtient  ainsi  1 


esina 


I asymptote 


CD.  L asymptote  des  deux  autres  branches  est  placée  symétriquement  par 
rapport  11  l’axe  polaire. 

L excès  de  la  distance  MK  sur  sa  limite  a pour  expression 


COS 


sin 


“ “ ' . a — O) 

^ 2 8ina  cos 

~P^ 2 

a-t-M  sin  a / e 


. a+i 

2 sm  — 

2 


Ot  “f—  tü 

2sinasin 

2 


si  l’on  remplace  le  produit  2sinacos2-j^  par  la  somme 


. 3a  — to  . a-f-to 

sm  — h sm f 


il  vient 


. 3a  — (i)  . a-4-(d 

sm  — stn 

^ = 2 2_. 

c . . a+w  ’ 

2sinasm — ^ — 

2 

• si  l’on  trasnforme  ensuite  le  numérateur  en  un  produit,  on  a Onalement 


• fit  — C*)  . M gf 

P sm cosa  V sm 

^ 2 

• • ût  Ci>  - (il  — et 

esmasin— ^ e»sinasia-^ 

2 2 

Quand  <•>  varie  de  0 a a,  la  différence  î est  négative  ; ainsi  la  branche  AE 
est  comprise  entre  les  parallèles  OL  et  CD.  Mais,  quand  ci>  varie  de  > èc, 
la  différence  6 est  positive,  et  la  branche  E'A'est  située  en  dehors  des  pa- 
rallèles. 

VI.  Strophoïde  oblique.  — Dans  la  construction  delà 
strophoi'de  droite,  telle  que  nous  l’avons  donnée  au  n«  31 , nous  supposions 
les  droites OX  et  OY rectangulaires;  supposons  maintenant  que  ces  droites 
fassent  entre  elles  un  angle  8 (fig.  231);  par  le  point  fixe  A placé  sur  l’une 
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d’elles,  on  mène  une  sécante  quelconque  AD,  sur  laquelle  on  prend  k par- 
tir du  point  D des  longueurs  DM 
et  DN  égales  k DO,  et  on  cherche 
le  lieu  des  points  M et  N. 

Quand  la  sécante  tourne  dans 
l'angle  obtus  XOY  jusqu’à  devenir 
parallèle  k OY,  le  point  M décrit 
l'arc  0MB,  terminé  au  point  B 
sur  la  perpendiculaire  OB  k OY; 
le  point  N décrit  la  branche  infinie 
ON.  Si  l’on  prend  une  distance 
00  égale  k OA,  et  que  par  le 
point  G on  mène  une  parallèle 
H’il  k OY,  on  a l'asymptote  de  la 
branche  ON;  car  l'oblique  NF 
égale  k AM  ayant  pour  limite  AB, 
la  distance  du  point  N à la  droite 
a pour  limite  zéro. 

Faisons  maintenant  tourner  la  sécante  dans  l'angle  aigu  XOY';  la  perpen- 
diculaire élevée  sur  le  milieu  de  OA  coupe  OY'  en  un  point  G,  tel  que  l'on 
a C A = CO  ; quand  la  sécante  occupe  la  position  AC,  l'un  des  points  vient 
en  .4  et  l’autre  en  E ; ainsi,  la  sécante  tournant  de  la  position  AO  k la  posi- 
tion AC,  on  a l'arc  OM'A  tangent  en  A k la  droite  AC,  et  l'arc  OE.  La  sé- 
cante continuant  son  mouvement,  la  droite  OD'  devient  plus  grande  que 
AD'  ou  que  D'F'  et  le  point  N'  est  situé  au  delk  de  l'asymptote  ; on  obtient 
la  branche  infinie  EN'  et  l’arc  AM* B qui  se  raccorde  en  B avec  l'arc  0M6. 
Il  est  aisé  de  voir  que  les  tangentes  au  point  0 sont  les  bissectrices  des  an- 
gles formés  par  les  droites  OX  et  OY’. 

Si  l'on  prend  le  point  0 pour  pôle,  la  droite  OX  pour  axe  polaire,  que 
l'on  appelle  o la  distance  OA  et  0 l’angle  YOX,  les  angles  DOM  et  DM0  étant 
égaux  k 6 — <d,  et  l'angle  OAD  k 0 — ia>,  le  triangle  OMA  donne  la  relation 


(t) 


asin  (9  — am) 
sin  (Ô  — w) 


On  retrouve  facilement  à l'aide  de  l’équation  les  propriétés  que  nous  avons 
déduites  de  la  définition  géométrique  de  la  courbe. 

Quand  on  prend  la  droite  OY  pour  axe  polaire,  l’équatiou  de  la  courbe 
devient 

asin  (2(0  4-9) 
sinto 


(2)  p = 
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S71 — Exemple  VII.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d’un  point  donné  P aux  diverses  courbes  du  second  degré  ayant  pour 
foyers  deux  points  donnés  F et  F’. 

Prenons  pour  axes  la  droile  F'F  (fîg.  233)  et  la  perpendiculaire  élevée 
à celle  droile  en  son  milieu;  l'équation  générale  des  coniques  ayant  pour 
foyers  les  points  F et  F’  est 


(I) 


X*  m’ 

I 2 — I 


c désignant  la  distance  OF  et  a un  paramètre  variable;  lorsque  a est 

plus  grand  que  c,  la  courbe  est  une  ellipse, 
et  lorsque  a est  plus  petit  que  c,  c’est  une 
hyperbole.  Soient  a,  p les  coordonnées  du 
point  donné  P ; l’équation  de  la  corde  des 
contacts  des  tangentes  menées  du  point  P 
è la  conique  (1)  est 


(2) 


ax 


O’  — C* 


On  obtient  l'équation  du  lieu  en  éliminant 
le  paramètre  a entre  les  équations  (1)  et 


(2).  Si  l’on  retranche  ces  équations  membre  à membre,  il  vient 

X* — ax 

a’ 

d’où 


O*— c*  ’ 


a*= ^ 

— OCX — fiy 


■ c*(y«— Py) 


x*-hj/*  — ax  — Py’ 


en  substituant  dans  l’équation  (1),  on  obtient  l'équation  du  lieu 

(3)  (x*-i-y*—ocx  — p.y)(p.r  — ay)-t-c’(a:  — a)  (y  — P)  = o. 

Le  lieu  est  du  troisième  degré,  il  passe  par  le  point  donné  P,  par  les  foyers 
F et  F',  et  par  les  projections  du  point  P sur  les  droites  OX,  OY. 

Si  l’on  transporte  les  axes  parallèlement  à eux-mémes  au  point  P,  l’équa- 
tion du  lieu  devient 


(4)  {x*-hy*-hoix-h^y)(^x  — ay)4-c’ay  = o. 

Si  l’on  transforme  celle-ci  en  coordonnées  polaires  en  prenant  pour  pôle  le 
point  P et  pour  axe  polaire  la  droite  PX',  on  a 

(c*-4-P*  — «*)  sin2(i)  + 2aP  cosato 

'*  ^ ^(asinto  — Pcosto) 
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A l'aide  des  angles  auxiliaires  ? et  s,  déterminés  par  les  formuleg 

4 Pt  2 

lang9  = E. 

cette  équation  prend  la  forme 

P = 

la  lettre  d désignant  la  quantité 


Sil’on  fait  tourner  l'axe  polaire  de  l'angle  9,  l'équation  (6)  devient  identique 
i l'équation  (2)  de  la  strophoïde  oblique  (a»  370). 

L'angle  9 étant  égal  li  POA,  l'asymptote  est  parallèle  ii  la  droite  OP. 
Parmi  les  courbes  homofocales  considérées  se  trouvent  une  hyperbole  et 
une  ellipse  passant  par  le  point  P;  on  en  conclut  que  le  point  P appartient 
au  lieu  et  que  les  tangentes  en  ce  point  sont  les  bissectrices  PQ,  PQ'  des 
angles  formés  par  les  droites  PF  et  PF'.  La  strophoïde  est  définie  par  deux 
droites  PE,  PI  et  un  point  I sur  l’une  d'elles.  Nous  connaissons  la  droite  PE; 
on  obtiendra  la  droite  PI  en  remarquant  que  la  tangente  PQ  est  bis.<ectrice 
de  l'angle  EPI;  on  obtiendra  le  point  I à l'aide  de  l'un  des  points  du  lieu, 
par  exemple  du  point  A ; la  droite  IA  doit  être  telle  que  l’on  ait  KA  = KP; 
le  point  K est  donc  le  point  milieu  de  la  diagonale  OP. 

La  courbe  précédente  est  aussi  le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  du 
point  P aux  courbes  du  second  degré  qui  ont  pour  foyers  les  points  F et  F'  ; 
car,  une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocales  se  coupant  à angle  droit, 
la  tangente  à l’une  est  normale  à l'autre. 

S79 — Exevpi.e  VIII.  Construire  la  courbe  donnée  par  l’éqitalion 


dsin  (20)-i-9,) 
sin  (01  — <p) 


p = a 

La  valeur  de  p s'annule  pour  u 


2to 

!0» I 

0,  et  devient  infinie  pour  u = - ; 

menons  par  le  pôle  ^ droite  L'L, 
qui  fait  avec  l'axe  polaire  l’angle 

dont  la  mesure  est  5 (fig.  233). 

- Lorsque  to  varie  de  0 h g»  p est  né- 

gatifet  varie  de  0 à — 00  , on  a une 
branche  infinie  OA'B',  tangente  :t 
l’axe  polaire  et  comprise  dans  l’an- 
•2-2 
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gle  X'OL'.  Quand  u dépasse  i et  croît  de  | à » , p devient  positif  et  décroît 

de  00  à a,  on  obtient  ainsi  une  première  branche  infinie  AB,  puis  une  se- 
conde AE  qui  fait  une  infinité  de  circonvolutions  autour  du  cercle  décrit 
du  pôle  comme  centre,  avec  a pour  rayon,  en  se  rapprochant  constamment 
du  cercle.  Quand  u varie  de  0 à — œ , preste  positif  et  va  en  croissant  de 
0 à a,  ce  qui  donne  la  branche  OE'  intérieure  au  cercle  ; celle  branche  fait 
une  infinité  de  circonvolutions  en  se  rapprochant  constamment  du  cercle. 

Considérons  l’une  des  branches  infinies  A'B',  AB;  la  distance  MP  d’un 
point  de  l’une  de  ces  branches  la  droite  L'L  q pour  expression 


2 


la  limite  de  celte  qiianilté,  lorsque  u tond  vers  -,  est  Les  deux  branches 
A'B',  AB  ont  donc  pour  asymptote  la  droite  CD,  distante  de  L'L  de 

M 

Si  l'on  pose  <•>  = ^4-  u’,  l’excès  de  la  distance  MP  sur  sa  limite  est 


S =:  [(t  2m')  sinw'  — w']. 

La  parenthèse  s’annule  pour  0;  sa  dérivée  première  s’annule  aussi, 
mais  sa  dérivée  seconde  a une  valeur  positive  ; si  l’on  fait  croître  o>’  è partir 
de  zéro,  on  en  conclut  que  la  dérivée  première  commence  par  croître,  et, 
par  suite,  est  positive,  et  de  même  la  parenthèse  ; ainsi  la  différence  S est 
positive  pour  des  valeurs  positives  de  to'  suffisamment  petites.  On  recoupait 
de  la  même  manière  que  la  différence  S est  négative  pour  des  valeurs  néga- 
tives très-petites  de  <a',  ce  qu’on  voit  d'ailleurs  directement;  ainsi  les  deux 
branches  infinies  sont  situées  par  rapport  à l’asymptote,  comme  l’indique 
la  figure;  il  est  évident,  en  outre,  que  celle  asymptote  est  coupée  par  la 
courbe  en  nombre  infini  de  points. 

393 — Exemple  IX.  ConMruire  la  courba 


V su 


Ci) I 


SIDW 


Le  rayon  vecteur  reprenant  la  même  valeur  quand  w augmente  de  2t:,  il 
suffit  de  faire  varier  m de  0 à 2vr.  Pour  que  le  rayon  veeteur  soit  réel,  il 
aut  que  la  fraction  placée  sous  le  radical  soit  positive.  Le  numérateur 

change  de  signe  pour  les  valeurs  ^ attribuées  à u>,  le  dénominateur 
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pour  les  valeurs  0 et  n;  en  rangeant  ces  angles  par  ordre  de  grandeur 


O,  g. 


■y  77,  277, 


on  voit  que  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  négative  de  0 à -,  positive 
de  ^ à négative  de  ^ ii  positive  de  n à on  obtiendra  donc 

O D D 

toute  la  courbe,  en  faisant  varier  u de  g à et  de  it  à îir.  On  remarque 

■y  d'ailleurs  que  les  valeurs  supplé- 

[^1!  mentaires  de  o>  reproduisant  les 

I \ mêmes  valeurs  de  p,  la  courbe  est 

,,-4-,  symétrique  par  rapporté  laper- 
ez  >'  pendiculaire  OY  à l’axe  polaire  OX 

^ (fig-23i). 

I ^ ' Du  pôle  comme  centre,  avec  un 

I / rayon  égal  à l'unité,  décrivons 

I un  cercle  ; ce  cercle  divisera  em 

ly'''  deux  parties  égales  chacune  des 

Fig.  334.  cordes  qui  passent  par  le  centre  ; 

7Ç 

quand  w varie  de  - à -,  la  valeur  du  radical,  que  nous  désignerons  par  p,, 

en  posant  p = 1 ± p,,  croit  de  0 à 4,  ce  qui  donne  les  deux  arcs  AB  et 
AO,  qui  se  raccordent  au  point  A,  tangentiellement  li  la  droite  OA;  l’arc 

% ■ 5^ 

AO  est  tangent  au  point  O à la  droite  OY.  En  faisant  varier  w de  ^ à 

on  obtiendra  l’arc  BA'O,  symétrique  de  BAO  par  rapport  à la  droite  OY. 

3 ^ r~ 

Quand  <o  varie  de  n à —,  p,  décroît  de  w à V3  : ce  qui  donne  les  deux 

3- 

branebes  inGnies  EF  et  CD;  en  faisant  varier  o>  de  à 2n,  on  obtiendra 

les  deux  branches  FE',  DC',  symétriques  des  précédentes  ; ces  brandies 
inGnies  sont  asymptotes  ii  l'axe  polaire. 

374 — Remarque.  La  distance  Tariablc  MK  d’un  point  M 
d’une  branche  infinie  (flg.  229)  à la  direction  OL,  pour  laquelle 
p devient  infini,  a pour  expression 

± p sin  (o)  — a)  ; 


quand  w s’approche  de  a,  le  premier  facteur  croît  indéfiniment 
et  le  second  tend  vers  zéro.  Dans  les  exemples  précédents,  on 
a pu  découvrir  sans  peine  ce  que  devient  ce  produit  pour  des 
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valeurs  de  w voisines  de  a;  lorsque  la  difficullé  est  plus  grande, 
on  a recours  à la  règle  suivante. 

Le  produit  peut  s’écrire 

I 

sin  (o  — a)  ^ P 
0}  — a ' 0}  — a 

Le  premier  rapport  a pour  limite  l’unité;  si  Ton  considère  - 

P 

comme  une  fonction  de  w,  le  numérateur  du  second  rapport  est 

l'accroissement  de  -*  quand  l’angle  polaire  passe  de  la  valeur 
P 

aà  la  valeur  <i>;  le  dénominateur  étant  l’accroissement  de  l’angle, 
le  rapport  a pour  limite  la  valeur  de  la  dérivée  de  considérée 

comme  une  fonctionde  w,  quand  on  y remplace  w par  a.  Lorsque 
cette  dérivée  est  nulle,  la  branche  considérée  n’a  pas  d’asym- 
ptote; si  la  dérivée  a une  valeur  d différente  de  zéro,  la  bran- 
che a une  asymptote,  située  à la  distance  i de  la  droite  OL. 

EXERCICES. 

1*  Trouver  le  lieu  du  sommet  d'une  parabole  variable  qui  a un  foyer  6xe 
et  qui  touche  une  conique  du  même  foyer  (concbofde). 

¥ Trouver  le  lieu  du  sommet  d'un  triangle  variable,  dont  la  base  a est 
fixe,  et  dont  les  deux  autres  côtés  ô et  c et  la  médiane  correspondante  m vé- 
rifient la  relation  b — c = my^. 

3*  On  donne  un  point  fixe  O et  une  droite  fixe  OP;  on  demande  le  lieu 
du  sommet  M d’un  triangle  variable  MON  qui  remplit  les  conditions  sui- 
vantes : le  côté  ON  a une  longueur  constante  a,  le  côté  NM  = a yfï,  enfin 
les  angles  vérifient  la  relation  cos  (MON  — 20MN)  = cos  MOP  (lemniscate); 
démontrer  que  la  tangente  en  un  point  quelconque  M du  lieu  passe  au 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  qui  a donné  ce  point. 

4*  Le  triangle  AUC  est  inscrit  dans  un  cercle  donné,  le  sommet  A reste 
fixe  et  l'angle  A constant;  on  demande  le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit 
dans  le  triangle  ABC  (limaçon). 

5*  Trouver  le  lieu  du  snitimct  d'un  angle  constant  dont  les  deux  côtés 
sont  tangents  à deux  circonTérenccs  données  (limaçon). 

6"  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  une  corde  commune 
et  une  tangente  commune,  parallèle  à cette  cordc. 

7*  On  donne  un  cercle  fixe,  un  cercle  variable  louebc  le  premier  en  iiii 


Digitized  by  Google 


CüUKBES  EN  COORDONNÉES  P01.A1RES.  341 

poiul  fixe  ; on  demande  le  lieu  du  point  de  contact  sur  ce  dernier  cercle  de 
la  tangente  commune  aux  deux  cercles. 

8"  Trouver  le  lieu  du  sommet  ou  du  foyer  d'une  hyperbole  équilalère, 
dont  le  centre  est  fixe  et  qui  passe  en  un  point  fixe. 

9®  Trouver  le  lieu  du  centre  d’une  hyperbole  équilatère  donnée,  assu- 
jettie à passer  par  deux  points  fixes. 

10*  On  donne  un  angle  droit  YOX,  et  un  point  fixe  P sur  la  b'issectrice 
de  cet  angle;  on  demande  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  P sur  une  sécante  variable  qui  intercepte  dans  l'angle  un  triangle 
dont  l’aire  est  constante. 

lO  En  un  point  quelconque  M d’une  parabole  on  mène  la  normale  que 
l’on  prolonge  jusqu’au  point  N oh  elle  rencontre  l’axe  ; on  demande  le  lieu 
du  point  de  rencontre  de  la  tangente  en  M à la  courbe  avec  la  perpendicu- 
laire à l’axe  au  point  N. 

1 2®  On  remplace  la  parabole  du  problème  précédent  par  une  hyperbole  ; 
on  prend  le  point  N sur  l’un  des  deux  axes  de  la  courbe;  trouver  le  lieu. 

43®  üne  parabole  tourne  autour  de  son  foyer;  on  demande  le  lieu  des 
points  de  contact  des  tangentes  menées  parallèlement  è une  droite  donnée. 

4 4®  Trouver  le  lieu  du  point  milieu  d’une  corde  normale  à une  hyper- 
bole donnée. 

45®  Étant  donnée  une  ellipse,  le  centre  d’un  cercle  de  rayon  constant 
parcourt  un  diamètre  de  l’ellipse;  trouver  le  lieu  des  points  de  concours 
des  sécantes  communes  au  cercle  et  à l’ellipse. 

46®  Étant  donnée  une  hyperbole  équilatère,  le  centre  d’un  cercle,  qui 
passe  constamment  par  le  centre  de  l’hyperbole,  décrit  une  asymptote; 
trouver  le  lieu  des  points  de  concours  des  sécantes  communes. 

47°  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  donné 
aux  cercles  qui  touchent  une  droite  donnée  en  un  point  donné. 

18®  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  donné 
aux  cercles  qui  passent  par  un  point  donné  et  qui  touchent  une  droite 
donnée. 

4 9°  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  inscrites  dans  une  hyperbole 
donnée  et  tangentes  h un  cercle  concentrique  h l’hyperbole. 

20°  Construire  les  lieux  représentés  par  les  équations 

— x‘-|-  aax’y  = o,  — vi.aif — 2bx^jj  = o, 

fx*  -h  y®)’  — 6 axy*  — a ax®  -f-  a a’x®  = o,  y = a ■+■  b {x — c)*, 

x®-t-y* — 3x®  — 4x-  — u,  x^y’-f-y  — x = o, 

y® — X®  — a6xy®-i-2Cix®  = o,  y'  — x‘—  2x*y®-l- ax  = o, 
y — X®  — ç)6a’y*-t-  ioort*x°  = o,  ax® — y®+(y  — .r)*=o. 
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21*  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations 


2Stnÿ  — sma:  = o,  sina5sinÿ  = -* 


y = —> 

^ X 


sin®* 


X 


-,  y = x^,  x''  = y^ 


2î"  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations 


sinw  , . /sin3(o 

p = « p = i±V/ ’ 

^ 2 COSW  — I V cos  (ù 

p’cosw — 2psin<«)-i-cos’w  = o,  p*coso)  — 4p8inti>-Htangw=o, 


P = costi) 


I — 2C08(i> 

sinto 


CHAPITRE  V. 

De  la  ■imllKade. 


3fi — On  a[>pelle  polygones  semblables,  en  Géoméirie  élé- 
mentaire, deux  polygones  qui  ont  leurs  angles 
égaux  deux  à deux  et  disposés  dans  le  même 
ordre,  et  les  côtés  compris  entre  les  angles 
égaux  proportionnels.  Cette  définition  ne  peut 
pas,  d’une  manière  simple,  s’étendre  aux 
figures  courbes.  Considérons  deux  polygones 
semblables  ÂBCD,  A'B'C'D'  (fig.  235),  et  sup- 
posons que  l'on  fasse  tourner  le  second  de 
manière  que  le  côté  A' B'  soit  parallèle  à son 
homologue  AB  ; les  côtés  B'  C',  (7  , . . . seront 
aussi  parallèles  à leurs  homologues  BC,  CD,...; 
il  eh  sera  de  même  des  diagonales  homologues  A'C',  AC.  Si 
l’on  joint  les  points  A et  et  que  l’on  prenne  sur  cette  droite 

OA  AB 


un  point  0 tel  que  l’on  ait 


OA'  A' B' 


deux  sommets  homo- 


logues quelconques  seront  placés  sur  une  droite  passant  par 
le  point  O,  et  l’on  aura  les  rapports  égaux 


OA  __  OB  _ OC  _ _ AB 

OA'  OB'  ~ OC’  A' B'* 
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Cetle  propriété  nous  servira  pour  la  définition  générale  de 
la  similitude. 


définition  de  la  similitude. 

3X6 — Soit  un  système  quelconque  de  points  A,  B,  C, ..., 

situés  dans  un  plan;  ces 
points  pouvant  être  isolés 
les  uns  des  autres,  ou  for- 
mer des  lignes  continues; 
d’un  point  O,  pris  arbitrai- 
rement dans  le  plan,  me- 
nons aux  différents  points 
du  système  des  rayons 
OA , OB,  OC, . . . , et  prenons 
sur  ces  rayons  des  points 
k'.  B',  C', . . . tels  que  Ton 
ait 

OA  OB  OC  _ 
OA'“OB'”OC' 

le  système  des  points  ainsi 
obtenus  est  dit  semblable 
au  système  proposé  et  semblablement  placé. 

Si  les  points  A',  B',  C', . . . étaient  pris  sur  les  prolongements 
des  rayons  vecteurs  en  sens  inverse,  les  deux  systèmes  seraient 
semblables  cl  inversement  placés.  Par  une  rotationde  i8o degrés 
autour  du  point  O,  le  second  système  coïncide  avec  un  des 
systèmes  semblables  et  semblablement  placés. 

Pour  abréger  le  langage,  M.  Cliasles  a désigné  cette  simili- 
tude de  forme  et  de  position  par  le  nom  A’homothétie,  directe 
dans  le  premier  cas,  inverse  dans  le  second.  Le  point  O est  dit 
centre  de  similitude  ou  d’homothélie  des  deux  systèmes,  le 
nombre  k est  le  rapport  de  simililtide,  et  on  appelle  points 
homologues  les  points  A et  A'  placés  sur  un  même  rayon.  Si 
l’on  fait  varier  le  rapport  ft  de  o à oo  et  aussi  la  position  du 
centre  O de  similitude,  on  obtient  tous  les  systèmes  tiomolbé- 
tiques  au  système  proposé. 


B' 


Fig.  236. 
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Un  système  est  semblable  à un  système  donné,  lorsqu'il  est 
égal  à l’un  des  systèmes  homothétiques  au  système  donné. 

PROPRIÉTÉS  DES  FIGURES  UOMOTIIÉTIQUES. 

— Puisque  les  droites  OA',  OB'  sont  divisées  en  A et  B 
dansle  même  rapport,  la  droite  A' B'  est  parallèle  à AB,  et  l’on  a 
AB  OA 
A'B'""tyA'“*‘ 

Ainsi  la  droite  qui  joint  deux  points  A et  B du  premier  système 
et  celle  qui  joint  les  deux  points  homologues  A'  et  B'  du  second 
système  sont  parallèles,  et  dans  le  rapport  constant  k. 

Soient  A,  B,  C trois  points  en  ligne  droite,  les  droites  A'B', 
A'C'  respectivement  parallèles  à AB  et  à AC  coïncident;  donc, 
quand  trois  points  sont  en  ligne  droite,  leurs  homologues  sont 
aussi  en  ligne  droite.  11  en  résulte  que  la  figure  homothétique 
d’une  droite  est  une  droite  parallèle  à la  première.  Si  la  pre- 
mière droite  passe  par  le  centre  de  similitude,  les  deux  droites 
coïncident.  Les  droites  homothétiques  étant  parallèles,  on  voit 
que  l’angle  de  deux  droites  est  égal  à l’angle  des  droites  homo- 
thétiques. 

Les  cordes  qui  joignent  les  points  homologues  de  deux 
courbes  homothétiques,  étant  parallèles,  tendent,  lorsque  les 
deux  points  d’une  même  courbe  se  rapprochent  indéfiniment, 
vers  des  directions  parallèles;  on  en  conclut  que  les  tangentes 
à deux  courbes]  homothétiques  aux  points  homologues  sont 
parallèles. 

3 y 8 — Si  deux  systèmes  sont  tels  que  les  droites  menées  d’un 
point  1 aux  différents  points  du  premier  système  et  celles  menées 
d’un  point  1'  aux  différents  points  du  second  soient  respective- 
ment parallèles  et  dans  un  rapport  constant  k,  ces  deux  sys- 
tèmes sont  homothétiques.  En  effet,  prenons  sur  l'I  un  point  0 

tel  que  l’on  ait  ^ = k,  les  deux  rayons  OA,  OA'  sont  en  ligne 

droite  et  dans  le  rapport  constant  k;  donc  les  deux  systèmes 
sont  homothétiques  et  te  point  O est  le  centre  d’homothétie. 

379 — Deux  systèmes  homothétiques  à un  troisième  sont 
homothétiques  entre  eux. 
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Avec  le  centre  de  similitude  0 et  le  rapport  k coustruisons  un 


B 


Fig.  237. 


premier  système  A'B'. . .1'  ho- 
mothétique au  système  AB...I 
(fig.  237);  avec  le  centre  CK  et 
le  rapport  k!  construisons  un 
second  système  A"B" . . . 1". 
Les  droites  l'A',  TA",  respec- 
tivement parallèles  à IA,  sont 
- parallèles  entre  elles.  On  a 
d’ailleurs 


lA 

\'M 


= k. 


lA 

l'A 


T,  = k>, 


d’où 


VA'  _ k' 
rA"~k' 


Ainsi  les  droites  FA',  l"A"sont  parallèles  et  dans  un  rapport 
constant;  donc,  en  Vertu  du  théorème  précédent,  les  deux 
systèmes  A'  et  A"  sont  homothétiques. 

Deux  systèmes  A'  et  A"  homothétiques  à un  troisième  A et 
construits  avec  le  même  rapport  sont  égaux  entre  eux;  car  si 
/i  = //,  les  rayons  parallèles  FA'  et  TA"  sont  égaux  et  les  deux 
systèmes  peuvent  être  superposés.  On  conclut  de  là  qu’au 
moyen  d’un  seul  centre  O,  en  faisant  varier  le  rapport  k de  o 
à oc , on  peut  construire  tous  les  systèmes  homothétiques  au 
système  donné. 

Lorsque  les  deux  systèmes  A'  et  A"  sont  tous  deux  homothé- 
tiques directs  ou  homothétiques  inverses,  par  rapport  au 
système  A,  ils  sont  homothétiques  directs  entre  eux;  mais  si 
l’un  est  homothétique  direct,  l’autre  homothétique  inverse, 
ils  sont  entre  eux  homothétiques  inverses. 

Les  centres  de  simililude  de  trois  systèmes  homothétiques 
deux  à deux  sont  en  ligne  droite.  En  effet,  la  droite  OCK  consi- 
dérée comme  appartenant  au  premier  système  a pour  homo- 
logues, dans  le  second  et  dans  le  troisième  système,  cette 
droite  elle-même,  puiscju’elle  passe  par  les  centres  O et  CK. 
Cette  droite  est  donc  à elle-même  son  homologue  dans  les  deux 
derniers  systèmes,  et,  par  conséquent,  passe  par  leur  centre 
de  similitude  0". 

3 80- A orsque  deux  figures  à centre  sont  homothétiques 
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directes,  elles  sont  aussi  homothétiques  inverses,  et  récipro- 
quement. 

Soient  C et  C'  les  centres  des  flgures  (fig.  238),  A et  A*  deux 
points  homologues;  prenons  sur  le  prolongement  de  C'A' un 
point  A{  tel  que  C'A',  = C'A',  le  point  A',  appartient  aussi  à la 


seconde  figure;  or. 


CA 


■k;  donc 


CA 


: k;  puisque  les 


C'A'  ’ C'A', 

rayons  homologuts  CA  et  C'A  J sont  dirigés  en  sens  contraire, 
les  deux  courbes  sont  homothéliques  inverses. 


Fig.  sas. 

11  en  résulte  que  les  deux  figures  ont  deux  centres  de  simili- 
tude, l’un  direct  O placé  sur  le  prolongement  de  la  ligne  des 
centres,  l’autre  inverse  ou  interne  O'  placé  dans  l’intervalle 
CC'. 

Lorsque  trois  figures  à centre  sont  homothétiques  deux  à 
deux,  elles  ont  trois  centres  de  similitude  directe  et  trois  cen- 
tres de  similitude  inverse.  Les  trois  centres  de  similitude  di- 
recte sont  en  ligne  droite;  de  même,  deux  centres  de  simili- 
tude inverse  et  un  centre  de  similitude  directe  sont  aussi  en 
ligne  droite. 

381 — Les  côtés  homologues  de  deux  polygones  homothé- 
tiques ayant  constamment  pour  rapport  le  nombre  k,  leurs 
périmètres  sont  dans  le  même  rapport;  ainsi  le  rapport  dn 
périmètres  de  deux  polygones  homothétiques  est  égal  au  rapport 
de  similitude. 

Si  l’on  abaisse  de  deux  sommets  homologues  de  deux 
triangles  homothétiques  des  perpendiculaires  sur  les  côtés 
opposés,  ces  perpendiculaires  seront  des  droites  homologues 
dans  les  deux  systèmes,  leur  rapport  sera  égal  à k,  et,  par 
suite,  le  rapport  des  aires  des  triangles  sera  égal  à ft*. 

En  décomposant  deux  polygones  homothétiques  en  triangles 
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homothétiques  deux  à deux,  on  voit  que  le  rapport  des  aires 
des  figures  est  encore  égal  à A-j  ainsi  le  rapport  des  aires  de 
deux  polygones  homothétiques  est  égal  au  carré  du  rapport  de 
similitude. 

Les  deux  théorèmes  précédents  s’étendent  à dés  figures 
planes^  terminées  par  des  contours  homothétiques  quelcon- 
ques. 

38*— Exemples.  On  a vu  que  l’on  obtient  toutes  les  courbes 
homothétiques  à une  courbe  donnée  S,  avec  un  seul  centre  de 
similitude  0,  pris  à volonté  dans  son  plan.  Considérons  divers 
exemples  : 

ï*  La  courbe  S est  un  cercle.  Si  l’on  prend  le  centre  du 
cercle  pour  centre  de  similitude,  la  seconde 
courbe  sera  un  cercle,  dont  le  rayon  pourra 
avoir  telle  grandeur  que  l’on  voudra. 

2“  La  courbe  S est  une  parabole  (fig.  289). 
La  courbe  étant  rapportée  à son  axe  et  à la 
tangente  au  sommet,  les  coordonnées  x et 
y d’un  point  quelconque  M de  cette  courbe 
vérifient  l’équation  y*=2px.  Si  l’on  prend 
le  sommet  pour  centre  de  similitude  et  que  l’on  appelle  a/ 
et  y'  les  coordonnées  du  point  homothétique  M',  on  aura 
ii  OM 

^ = p — ^ = k,  d’où  X = kx',  y = kt/;  la  courbe  homo- 

2 P 

thétique  est  représentée  par  l’équalion  y'^  = ~~x';  c’est  une 

parabole,  dont  le  paramètre  peut  avoir  telle  grandeur  que  l’on 
voudra,  à cause  du  rapport  arbitraire  k;  on  en  conclut  que 
deux  paraboles  quelconques  sont  semblables. 

3“  La  courbe  S est  l’ellipse  — -t-  ^ = i.  Si  l’on  prend  le 

centre  de  la  courbe  pour  centre  de  similitude,  la  courbe  ho- 
mothétique, représentée  par  l’équation 


— 

O* 


?/’  I 

¥"k*' 


est  une  ellipse,  dont  les  axes  peuvent  avoir  des  valeurs  quel- 
conques proportionnelles  à celles  des  axes  de  la  première 
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ellipse.  On  en  conclut  que  deux  ellipses  sont  semblables  lorsque 
leurs  axes  sont  proportionnels. 

Le  même  théorème  a lieu  pour  l’hyperbole. 

4"  La  courbe  S est  la  spirale  logarithmique  p = ae"*“.  Quand 
on  prend  le  pôle  pour  centre  de  similitude,  les  courbes  homo- 

tbétiques  ont  pour  équation  p = — si  l’on  pose  k = e”‘^, 

cette  équation  devient  p = ae’"t“-®)j  elle  représente  la  spi- 
rale proposée,  que  l’on  a fait  tourner  de  l’angle  a autour  du 
pôle.  Il  en  résulte  que  la  seule  courbe  semblable  à une  spirale 
logarithmique  est  cette  spirale  elle-même;  à un  premier  point 
M de  la  courbe  correspond  un  autre  point  de  la  même 
courbe,  et  l’on  peut  prendre  ce  point  M‘'  à volonté,  à cause  du 
nombre  arbitraire  k. 


ÉQUATION  DES  COURBES  HOMOTHÉTIQUES. 

383— Soit 

(0  y)=o 

l’équation  d’une  courbe  S.  Prenons 
l’origine  pour  centre  de  similitude 
1 et  construisons  avec  le  rapport  k 
une  courbe  S'  homothétique  à la 
première.  Si  l’on  désigne  par  x et 
\ "\  ^ y les  coordonnées  d’un  point  quel- 

Fig.  24«.  conque  M de  la  première  courbe, 

par  x'  et  y'  celles  du  point  homologue  M'  de  la  seconde,  les 
triangles  semblables  OPM,  (VFM'  donnent 


X y OM  . • 

x'~y 

si  l’on  substitue  dans  l’équation  (i),  on  a l’équation 
(2)  fikxf,  ky)  = o, 

qui  représente  toutes  les  courbes  homothétiques  à la  courbe 
proposée  et  ayant  l’origine  pour  centre  d’hoinothétie.  Dans  cette 
équation,  on  donnera  à k une  valeur  positive  lorsque  l’homo- 
thétie  sera  directe,  une  valeur  négative  lorsque  l’homothétie 
sera  inverse. 
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Laissant  Gxe  la  courbe  S,  transportons  la  courbe  S'  dans  le 
plan,  de  manière  que  l’origine  O vienne  en  (V  (p,  q),  et  que 
les  axes  restent  parallèles  à leur  position  primitive;  la  courbe 
S'  a pour  équation,  par  rapport  aux  axes  CKX'  et  C'Y', 

f(kx',  ky')  = o, 

et,  par  rapport  aux  axes  fixes  OX  et  OY, 

(3)  f[k{x-p),  k{y  — q)]=o. 

Dans  cette  nouvelle  position,  la  courbe  S'  est  homothétique 
à la  courbe  S ; car  les  rayons  vecleurs  menés  des  points  O et  (V 
sont  parallèles  et  dans  le  rapport  constant  k.  L’équation  (3) 
représente  donc  toutes  les  cotirbes  homothétiques  à la  courbe 
proposée,  quelle  que  soit  la  position  du  centre  de  simili- 
tude. 

3S4— En  même  temps  que  nous  transportons  l’origine  en 
(y,  faisons  tourner  les  axes  de  l’angle  a;  la  courbe  S'  occupera 
alors  une  position  quelconque  dans  le  plan  et  sera  simplement 
semblable  à la  proposée.  La  courbe  S',  rapportée  aux  axes 
mobiles  (VX'  et  D'Y',  a pour  équation  f{kx',  ky')  = o;  au 
moyen  des  formules  de  transformation, 

x'  — {x  — p)  cosa-|-(y  — q)  sina, 
y' =— (x  — p)  sina-f- (y  — q)  cosa, 

les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  on  obtient  l’équation 
de  la  courbe  par  rapport  aux  deux  axes  fixes  OX  et  OY.  Cette 
équation  représente  toutes  les  courbes  semblables  à la  pro- 
posée. 

385 — Comme  application,  cherchons  les  conditions  pour 
que  deux  courbes  du  second  degré 

Ax*-t-Bxy-(-Cy*-hDx-|-Ey-l-F=o, 
A'x*-f-B'xy-t-C'y  -)-D'y-l-E'y'-l-F'=o> 

soient  homothétiques.  L’é(]uation  générale  des  courbes  homo- 
thétiques à la  première  courbe  est  (n“  383) 

’x’  -h  BA*xy  + CkY  — q 4-  2 A A’p  — DA)  x — (BA’p  -h  2 Ck'q  — EA)y 

H-  (A  A’p^  4-  B k'pq  4-  C A' q'  — D Ap  — E Aq  -+-  F)  = O. 
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En  identifiant  celte  équation  avec  la  seconde,  on  a 

A_B  c -Bg-2Ap+5  _Bp_2GgH-f 
A'  Ü'  ~ E' 

Ap’ -t- Bpq -h  C g*  - ^ P — I q H- ^ 

= _ 

L’élimination  des  trois  paramètres  p,  q,  k,  entre  ces  cinq 
équations,  donne  deux  équations  de  condition;  or,  les  deux 
ABC 

premières  équations  — = ne  renfermant  pas  les  pa- 

ramètres a éliminer,  sont  précisément  les  deux  équations  de 
condition.  Donc,  pour  que  deux  courbes  du  second  degré  soient 
homothétiques,  il  faut  que  les  coefficients  des  termes  du  second 
degré  soient  proportionnels. 

3S6 — Il  reste  à examiner  si  les  valeurs  des  paramètres 
P,  g,  k sont  réelles  et  finies;  on  évite  cette  discussion  de  la 
manière  suivante.  Puisque  les  coefficients  des  termes  du 
second  degré  sont  proportionnels,  on  [ eut  les  rendre  égaux 
en  multi[)liant  tous  les  termes  de  l’une  des  équations  par  un 
facteur  convenable;  prenons  donc  les  deux  équations  sous  la 
forme 

(4)  Aaj’  + Bxÿ-l-Cy’-t-D  ar-hE  p-f-F  =o, 

(5)  Aa:’-l-Ba:pH-Cp’-+-iya;-hE'y-l-F'  = o. 

Nous  distinguerons  plusieurs  cas  suivant  le  signe  de  la  quan- 
tité B’  — 4 AC. 

1°  B’ — 4AC  = o.  Les  deux  lieux  sont  du  genre  parabole;  si 
ces  lieux  sont  effectivement  deux  paraboles,  ils  sont  certaine- 
ment semblables,  puisque  toutes  les  paraboles  sont  semblables; 
de  plus,  les  axes  des  deux  courbes,  ayant  le  même  coefficient 

angulaire  — sont  parallèles,  et,  par  suite,  les  courbes  sont 

homothétiques. 

2®  B’  — 4 AC  < O.  Les  lieux  sont  du  genre  ellipse.  Si,  pour 
chaque  courbe,  on  transporte  les  axes  parallèlement  à eux- 
mêmes  au  centre  de  la  courbe,  les  équations  (4)  et  (5)  de- 
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(6)  =o, 

(7)  Aa;’-t-Ba:y  + Cÿ’+E'i  = o. 

Les  axes  des  courbes,  dont  les  directions  sont  déterminées 

g 

par  réquation  tang2a=7- — p (n®  140),  sont  parallèles.  Si 

l’on  fait  tourner  les  axes  des  coordonnées  de  l'angle  a,  les 
équations  (6)  et  (7)  se  réduisent  à la  forme 

(8)  Maj*  -h  Ny’  -h  F,  = o, 

(9)  Ma;’H-Ny*-f-F',  = o. 

Les  coefficients  H et  N,  dont  les  valeurs  sont  données  par  les 
relations 

M-f-N  = A-t-C,  M — N = VB’-+-(A— Cj% 


ont  le  même  signe;  pour  que  les  équations  (8)  et  (9)  représen- 
tent deux  ellipses,  il  faut  que  les  quantités  F„  F^  soient  éga- 
lement de  même  signe  et  que,  de  plus,  ce  signe  soit  contraire 
au  précédent.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  les  axes  des 


deux  ellipses  ayant  1e  même  rapport 


les  ellipses  sont 


homothétiques. 

3“  B‘  — 4AG  > O.  Les  deux  lieux  sont  du  genre  hyperbole. 
En  faisant  les  mêmes  transformations  que  dans  le  cas  précé- 
dent, on  arrive  aux  équations  (8)  et  (9)  dans  lesquelles  M et  N 
ont  des  signes  contraires.  Lorsque  les  quantités  F,  et  F',  sont 
différentes  de  zéro,  chacune  des  équations  représente  une  hy- 
perbole. Si  F,  et  F'i  ont  le  même  signe,  les  axes  réels  des  deux 
courbes  sont  parallèles,  et  comme  le  rapport  des  axes  est  le 
même,  les  courbes  sont  homothétiques.  Lorsque  F,  et  Fi  ont 
des  signes  contraires,  l’une  des  hyperboles  est  semblable  à la 
conjuguée  de  l’autre.  Dans  tous  les  cas,  les  deux  courbes  ont 
leurs  asymptotes  parallèles. 

On  conclut  de  ce  qui  précède  que,  lorsque  deux  équations 
du  second  degré  ont  les  coefficients  des  termes  du  second  degré 
proportionnels,  et  représentent  deux  courbes,  ces  courbes  sont 
homothétiques;  cependant,  quand  les  courbes  sotit  des  hyper- 
boles, il  peut  arriver  que  Vune  soit  homothétique  à la  conjuguée 
de  l'autre. 
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ÉQUATION  GÉNÉRALE  D’uNE  ESPÈCE  DE  COURBES. 

387 —  On  appelle  courbes  de  même  espèce  les  courbes  com- 
prises dans  une  même  définition  géométrique,  et  qui  ne  difiê- 
rent  les  unes  des  autres  que  par  les  valeurs  attribuées  aux 
paramètres  qui  entrent  dans  la  définition  générale.  L’équation 
générale  des  courbes  de  l’espèce  considérée  est  une  équation 
qui,  dans  un  systèmedecoordonnées,  donne  toutes  ces  courbes, 
quelle  que  soit  leur  position  dans  le  plan,  quand  on  attribue 
diverses  valeurs  aux  paramètres  variables  qu’elle  renferme. 
Ainsi,  lorsque  les  axes  fixes  sont  rectangulaires,  l’équation  gé- 
nérale de  l’espèce  cercle  est  {x  — a)’  -4-  (y  — b]*  — r’  = o.  Cette 
équation  renferme  trois  paramètres  variables,  savoir  le  rayon 
r et  les  deux  coordonnées  du  centre  a et  b. 

388 —  Souvent  on  cherche  d’abord  l’équation  de  la  courbe 
par  rapport  à des  axes  particuliers  que  l’on  choisit  de  manière 
à simplifier  le  calcul;  alors,  pour  obtenir  l’équation  générale, 
on  la  rapporte  à des  axes  fixes  par  une  transformation  de 
coordonnées. 

On  a défini  la  lemniscate  le  lieu  des  points  tels  que  le  pro- 
duit des  distances  de  chacun  deux  à deux  points  F et  F'  soit 
égal  au  carré  de  la  moitié  de  la  droite  F' F (fig.  a4o).  Si  l’on 
prend  pour  origine  le  milieu  (F  de  la  droite  F' F,  pour  axes  des 
coordonnées  (y  F et  une  perpendiculaire  à (F  F,  et  si  l’on  désigne 
par  2c  la  distance  F'F,  la  courbe,  rapportée  à ces  axes  parti- 
culiers variables,  est  représentée  par  l’équation  (n®  829) 

(x'*  -+-  y'*)’  2C*  iy'*  — x'^)  = O. 

On  rapporte  ensuite  la  courbe  aux  axes  fixes  rectangulaires 

OX,  OY,  au  moyen  des  for- 
mules de  transformation 

î. 

x'=(x — a)  cos  0-1-  (ÿ' — b)  sin  o, 

- j/'=  — (æ— a)siua+(!/' — b)cosa, 

dans  lesquelles  a et  b dési- 
gnent les  coordonnées  du 
point  O'  par  rapport  aux 
axes  fixe.s  et  a l’angle  de  la 
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droife  (VF  avec  OX.  On  arrivera  ainsi  à une  équation 
F (X,  y,  c,  a,  b,  ct)  = o 

renfermant  quatre  paramètres  arbitraires,  et  qui  représente 
toutes  les  lemniscates;  c’est  l’équation  générale  de  l’espèce. 

L’équation  générale  d’une  espèce  de  courbes,  par  rapport  à 
des  axes  fixes,  contient  trois  paramètres  de  plus  que  l’équation 
des  mêmes  courbes  rapportées  à des  axes  liés  aux  courbes 
d’une  manière  déterminée.  Soit  n le  nombre  total  des  para- 
mètres, on  pourra  toujours  remplacer  ce  système  de  paramètres 
par  un  autre  système,  tel  que  les  variations  de  trois  d’entre 
eux  ne  fassent  que  déplacer  la  courbe  dans  son  plan,  tandis 
que  les  variations  des  n — 3 autres  changent  sa  forme  ou  ses 
dimensions. 

3S9 — Le  nombre  des  points,  et,  en  général,  le  nombre 
des  conditions  nécessaires  pour  déterminer  complètement  une 
courbe  d’espèce  donnée  est  égal  au  nombre  des  paramètres 
arbitraires  que  renferme  l’équation  générale  de  l’espèce(n®  26g). 
Les  remarques  faites,  à propos  des  courbes  du  second  degré 
(n®  288)  sur  les  conditions  multiples,  sont  ici  applicables.  Tou- 
tefois, il  importe  de  s’assurer  préalablement  que  les  paramètres 
qui  entrent  dans  l’équation  ne  peuvent  être  réduits  à un 
nombre  moindre.  Considérons,  par  exemple,  le  lieu  des  points 
tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à deux  points  fixes,  dont 
nous  désignerons  les  coordonnées  par  (a,  b),  (a',  V),  soit  con- 
stant et  égal  à k.  Ce  lieu,  qui  a pour  équation 

( I ) (X  - a)’  -+-  (ÿ  - by  - [{X  - a>y  -+-  (y  - 6')*]  = o, 

est  une  circonférence  de  cercle.  L’équation  (i)  renferme  cinq 
paramètres;  mais  si  l’on  développe  et  que  l’on  ordonne,  elle 
devient 

a — k*a'  b — k^-b'  . ^ 

Trois  des  coefficients  seulement  renferment  les  paramètres;  si 
on  les  représente  par  A,  B,  C,  l’équation  (2)  prend  la  forme 
(3)  x*-+-y*-t-Ax-f-Bj/-f-Ci=o. 

Trois  points  suffisent  pour  déterminer  les  coefficients  A,  B,  C, 
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et,  par  conséquent,  la  circonférence.  Si  l’on  veut  ensuite  ob- 
tenir a,  b,  a’ , b,  k,  on  aura  un  système  de  trois  équations  à 
cinq  inconnues;  il  y aura  indétermination,  et  deux  des  in- 
connues pourront  être  prises  à volonté;  ceci  signifie  que,  pour 
une  même  circonférence,  on  peut  trouver  une  infinité  de  cou- 
ples de  deux  points  tels  que  le  rapport  des  distances  de  chacun 
des  points  de  la  circonférence  à ces  deux  points  fixes  soit  con- 
stant. 


390 —  La  définition  géométrique  d’une  espèce  de  courbes 
indique  elle-même  le  nombre  des  paramètres  arbitraires  que 
renferme  son  équation  générale.  La  définition  du  cercle  exige 
la  connaissance  du  centre,  dont  la  position  est  déterminée  par 
ses  deux  coordonnées,  et  celle  du  rayon,  en  tout  trois  constantes 
ou  paramètres  arbitraires.  La  définition  de  la  lemniscate  exige 
la  connaissance  de  deux  points  fixes,  ce  qui  fait  quatre  con- 
stantes; pour  l’ellipse,  comme  il  faut  connaître  en  outre  la 
somme  des  rayons  vecteurs,  la  courbe  dépend  de  cinq  para- 
mètres. Dans  la  définition  de  la  spirale  d’Archimède  entrent 
un  pôle,  ce  qui  fait  deux  constantes,  la  position  de  la  droite  à 
l’instant  oii  le  mobile  passe  au  pôle,  et  un  rapport,  en  tout 
quatre  constantes.  La  conchoïde  dépend  de  cinq  constantes: 
un  point  fixe  et  une  droite  fixe,  déterminés  chacun  par  deux 
constantes,  et  une  longueur. 

391 —  Un  polynôme  entier  du  degré  m par  rapport  aux 

deux  variables  x el  y contient  termeg.  on  en 


conclut  qu’il  faut 


(m-j- 1)  (m-i-2) 


I ou 


m (m  -f-  3) 


points 


2 2 
pour  définir  une  courbe  algébrique  du  degré  m.  Par  exemple, 
il  faut  9 points  pour  définir  une  courbe  du  troisième  degré, 
i4  points  pour  définir  une  courbe  du  quatrième  degré. 

D’après  cela,  on  voit  que  toute  équation  du  troisième  degré 
peut  SC  mettre  sous  la  forme 


a,a,a,  — Ali*y  = o, 

“d  y désignant  des  fonctions  entières  et  du  premier 

degré,  et  k un  parainètre  arbitraire  ; car  cette  équation  con- 
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lient  onze  paramètres  arbitraires;  on  peut  même  prendre  à 
volonté  Tune  des  cinq  fonctions  linéaires,  puisqu’il  reste  encore 
neuf  paramètres.  Les  trois  droites  «1  = 0,  a,  = o,  aj  = o sont 
tangentes  à la  courbe  aux  points  où  elles  sont  coupées  par  la 
droite  p = o;  et  les  points  où  ces  tangentes  sont  coupées  par  la 
droite  Y = o appartiennent  aussi  à la  courbe.  En  prenant  ^ à 
volonté,  on  a le  théorème  suivant  : si  Ton  coupe  une  courbe 
du  troisième  degré  par  une  droite  quelconque  p = o,  qu’aux 
trois  points  d’intersection  on  mène  les  tangentes  à la  courbe, 
chacune  des  tangentes  coupe  la  courbe  en  un  nouveau  point, 
et  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite.  En  prenant  y à volonté, 
on  a cet  autre  théorème  : si  Ton  coupe  une  courbe  du  troi- 
sième degré  par  une  droite  7 = 0,  que  par  chacun  des  points 
d’intersection  on  mène  des  tangentes  à la  courbe,  les  points 
de  contact  de  ces  tangentes  sont  trois  à trois  en  ligne  droite. 

Supposons  (|ue  la  droite  p = o s’éloigne  à l’infini,  les  trois 
tangentes  a,  = o,  a,  = o,  aj=o  auront  pour  limites  les  trois 
asymptotes  de  la  courbe;  chacune  de  ces  asymptotes  coupe  la 
courbe  en  un  seul  point,  et  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

On  voit  que  toute  équation  du  quatrième  degré  peut  être 
mise  sous  la  forme 

a,a,a,a4  — A:^‘(p  = o, 

<p  désignant  un  polynôme  du  second  degré;  car  celle  équation 
contient  16  paramètres;  on  peut  même  prendre  |3  à volonté, 
puisqu’il  reste  14  paramètres.  Ainsi,  quand  on  coupe  une 
courbe  du  quatrième  degré  par  une  droite  quelconque,  qu’aux 
quatre  points  d’intersection  on  mène  des  tangentes,  et  qu’on 
prend  les  deux  autres  points  où  chaque  tangente  rencontre 
la  courbe,  on  a huit  points  situés  sur  une  conique  <p  = o. 

Une  courbe  du  quatrième  degré  a quatre  asymptotes;  cha- 
cune d’elles  coupe  la  courbe  en  deux  points;  les  huit  points 
sont  sur  une  conique. 

CONDITIONS  DE  SIMILITUDE  DE  DEUX  FIGURES. 

303— Considérons  une  série  de  courbes  de  même  espèce, 
dans  la  définition  desquelles  il  n’entre  qu’un  paramètre 
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linéaire  A,  dont  nous  désignerons  la  mesure  par  a,  et  soit 

(1)  f(x,y,a)=o, 

l’équation  qui  représente  toutes  ces  courbes,  abstraction  faite 
de  leur  position  dans  le  plan.  Si  l’équation  (i)  a été  obtenue 
sans  spécifier  l’unité  linéaire,  elle  est  nécessairement  homo- 
gène par  rapport  à x,  y,  a.  Quand  on  change  le  paramètre 
linéaire  A,  ce  qui  revient,  l’unité  restant  la  même,  à faire  va- 
rier le  nombre  a,  l’équation  (i)  définit  une  série  de  courbes 
homothétiques.  En  effet,  soit  A,  un  paramètre  ayant  pour  me- 
sure a,;  à ce  paramètre  correspond  la  courbe  particulière 

(2)  f(x,y,a^)=o. 

1..6S  courbes  homothétiques  à la  courbe  (s),  l’origine  étant  le 
centre  d’homolhétie  et  k un  rapport  arbitraire,  sont  représen- 
tées par  l’équation  (n®  383) 

(3)  f{kx,  ky,  a,)  = o. 

Désignons  par,  A,  un  second  paramètre  ayant  pour  mesure 
un  nombre  a,,  tel  que  — = k,  l’équation  (3)  pourra  s’écrire 

f(kx,  ky,  ka,)  = lr«f(x,  y,  a,)  = o. 
ou  (4)  f{x,  y,  a^)—o; 

ce  qui  signifie  que  les  courbes  homothétiques  à la  courbe  (a) 
sont  les  diverses  courbes  que  Ton  obtient  en  faisant  varier  le 
paramètre  A. 

393 — En  général,  supposons  qu’il  faille  n paramètres  li- 
néaires A,  B, . . . pour  définir  toutes  les  courbes  d’une  même 
espèce,  abstraction  faite  de  leur  position  dans  le  plan;  dési- 
gnons par  a,  b,  c, ...  les  mesures  de  ces  paramètres  au  moyen 
d’une  unité  arbitraire;  l’équation  des  courbes  de  l’espèce 

(;>)  f(^,  y,  Cl,  b,...)  = o 

sera  homogène  par  rapport  à x,  y,  a,b,...  Les  courbes  défi- 
nies par  l’équation  (5)  et  qui  correspondent  à deux  séries  de 
paramètres  proportionnels  A„,  B,„  . . . et  A„  B„  . . . , sont  homo- 
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thétiques;  car,  si  l’on  désigne  par  k le  rapport  des  paramètres 


les  courbes  homothétiques  à la  courbe 

y> 

sont  représentées  par  l’équation 

f{kx,  ky,  ka^,  kb^,. . .)  = lrf(x,  y,  o„  6j,...)  = o, 
ou  f{x,y,a„h„...)  — o. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  lorsque  la  courbe,  abstrac- 
tion faite  de  sa  position  dans  le  plan  est  déOnie  par  une  seule 
longueur,  toutes  les  courbes  de  l’espèce  sont  semblables.  Ainsi, 
le  cercle  étant  déflni  par  son  rayon,  la  parabole  par  la  distance 
du  foyer  à la  directrice,  la  lemniscate  par  la  distance  des 
foyers,  la  spirale  d’ Archimède  par  la  longueur  que  parcourt  le 
mobile  sur  ila  droite  pendant  une  révolution  de  cette  droite, 
toutes  les  circonférences  sont  semblables,  et  de  même  toutes 
les  paraboles,  toutes  les  lemniscates,  etc. 

L’ellipse  étant  déQnie  par  les  deux  axes,  la  condition  de  si- 
militude de  deux  ellipses  est  que  ces  axes  soient  proportionnels, 
comme  nous  l’avons  déjà  reconnu  au  n®  382.  Il  en  est  de  même 
de  deux  hyperboles. 


CHAPITRE  VI. 

Réaointlon  graphique  dea  équattona.  } 


394— Considérons  deux  équations  à deux  inconnues  a;  et  y 
(i)  ç(a;,  y)  = o,  (2)  y)  = o; 

chacune  d’elles  définit  une  courbe.  Au  système  de  ces  deux 
équations,  on  peut  substituer  une  infinité  de  systèmes  équiva- 
lents; prenons  en  particulier  le  système 

(i)  9(x,  y)=o,  (3)  f(x)  = o, 

formé  de  l’une  des  équations  proposées  et  de  celle  que  l’on 
obtient  en  éliminant  entre  elles  la  variable  y.  Les  racines 
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réelles  de  l’équation  (3)  sont  les  abscisses  des  points  com- 
muns aux  courbes  (i)  et  (2).  Cependant,  si  le  système  des. 
équations  (i)  et  (3)  était  véritié  par  une  couple  de  valeurs  de 
la  forme  a?  = a,  y = [i  -t-  y t,  dans  lequel  les  quantités  a,  y 
sont  réelles,  ces  valeurs  vérifieraient  le  système  des  équations 
(1)  el  (2)  ; mais  la  quantité  a ne  serait  pas  l’abscisse  d’un  point 
réel  commun  aux  deux  courbes.  L’exception  que  nous  venons 
de  signaler  ne  se  présente  jamais  lorsque  l’équation  (p(Æ,  y)=o 
est  une  équation  algébrique  ne  renfermant  la  variable  y qu’au 
premier  degré. 

Lorsqu’on  veut  résoudre  une  équation  f{x]  = 0 à une  seule 
inconnue,  on  peut  choisir  d’une  infinité  de  manières  différentes 
les  courbes  déterminées  par  les  équations  (i)  et  (2).  La  seule 
condition  à remplir,  c’est  que  l’élimination  de  y entre  les 
équations  (i)  et  (2)  donne  l’équation  proposée.  Une  première 
combinaison  est  y — f{x),  y = o,  ce  qui  revient  à considérer 
les  valeurs  de  l’inconnue  comme  les  abscisses  des  points  de 
rencontre  de  la  courbe  y = f{x)  et  de  l’axe  de  x.  Cette  com- 
binaison est  rarement  la  plus  simple.  On  démontre  en  algèbre 
que  si  l’on  élimine  une  inconnue  y entre  deux  étiiialions  algé- 
briques à deux  inconnues  dont  les  degrés  sont  m et  n,  l’équa- 
tion en  X est  généralenient  du  degré  mn.  Par  conséquent,  si 
l’équation  proposée  est  algébrique  et  que  l’on  veuille  obtenir 
scs  racines  par  des  intersections  de  courbes  algébriques,  le 
produit  des  degrés  des  équations  des  deux  courbes  devra  être 
égal  au  degré  de  l’équation  à résoudre.  Appliquons  celte  mé- 
thode à la  résolution  de  l’équation  du  quatrième  degré. 

305— L’équation  du  quatrième  degré  se  ramène  aisément 
à la  forme 

(4)  x'-{-px--hqx-^  r — o; 

on  peut  la  considérer  comme  provenant  de  l’élimination  de  y 
entre  les  deux  ét|uations  du  second  degré 

(5)  ic*  — my  = O,  (6)  m’y*  -f-  pmy  -h  qx  -+■  r = o, 

qui  définissent  chacune  une  parabole.  L’équation  (5)  ne  ren- 
fermant y qu’au  premier  degré,  toutes  les  racines  réelles  de 
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réquation  (i)  sont  des  abscisses  de  points  réels  communs  aux 
deux  courbes. 

On  peut  remplacer  la  parabole  (6)  par  une  autre  courbe  du 
second  degré  passant  par  les  points  communs  aux  courbes  (5) 
et  (6).  L'équation  générale  des  courbes  du  second  degré  satis- 
faisant à cette  condition  (n®  275)  est 

(7)  qx-\-m{p  — k)y-\-r  = o. 


k étant  un  paramètre  arbitraire.  Si  l'on  prend  k — m*,  la 
courbe  (7)  ne  pourra  être  qu’une  circonférence  de  cercle.  On 
obtient  les  coordonnées  a et  è du  centre  et  le  rayon  R de  cette 
circonférence  par  les  formules 


(8) 


zm 


R>  = a*-M-6*— 


r 


Lorsque  la  \aleur  de  R’  est  positive,  l’équation  {7)  représente 
un  cercle  réel,  et  les  racines  réelles  de  l’équation  (4)  sont  les 
abscisses  des  points  de  rencontre  de  ce  cercle  et  de  la  parabole 
(5).  Lorsque  la  valeur  de  R*  est  négative,  l’équation  (7)  n’ayant 
pas  de  solutions  réelles  (n“  85),  il  en  est  de  même  du  système 
des  équations  (5)  et  (6),  ou  du  système  équivalent  des  équations 
(4)  et  (5)  ; les  quatre  racines  de  l’équation  proposée  sont  ima- 
ginaires. 

306 — Considérons  maintenant  l’équation  du  troisième 
degré  ramenée  à la  forme 

x^-\-px-i-q  = o. 

Si  l’on  multiplie  par  x,  ce  qui  introduit  la  racine  x = o, 
dont  on  ne  tiendra  pas  compte,  on  obtient  l’équation  du  qua- 
trième degré  x'^+px^-i-qx  — o,  a laquelle  on  appliquera  la 
méthode  précédente.  La  valeur  de  R*  étant  ici  égale  à a*-l-6*  est 
toujours  positive.  Le  cercle  et  la  parabole  passent  à l’origine 
des  coordonnées;  l’abscisse  de  ce  point  est  la  racine  x = o, 
que  l’on  doit  écarter. 

La  même  parabole  a?*  — my  = o peut  servir  pour  la  résolu- 
tion de  toutes  les  équations  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré;  le  cercle  seul  change  suivant  les  valeurs  des  coefflcients 
de  l’équation  proposée.  Cette  méthode  ne  peut  être  employée 
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avec  avantage  que  lorsque  l’on  doit  résoudre  successivement 
un  grand  nombre  d’équations;  alors  oh  trace  avec  beaucoup 
de  soin  une  parabole  ayant  un  paramètre  arbitraire;  et,  dans 
chaque  exemple  particulier,  il  ne  reste  plus  qu’à  déterminer 
le  cercle. 

397 — Lorsque  l'inconnue  x est  une  ligne,  et  que  l’unité 
n’a  pas  été  spécifiée,  l’éijuation  f(x)  = o est  une  équation  ho- 
mogène entre  l’inconnue  x et  diverses  lignes  connues.  Dans  le 
cas  où  l’équation  est  du  quatrième  degré,  si  les  coeffleients  p, 
q,  r sont  des  fonctions  rationnelles,  ou  des  fonctions  irration- 
nelles du  second  degré  des  longueurs  données,  en  prenant 
pour  le  paramètre  m de  la  parabole  une  longueur  arbitraire, 
on  pourra  construire,  avec  la  règle  et  le  compas,  les  coordon- 
nées du  centre  et  le  rayon  du  cercle. 

Mais  si  l’équation  est  une  équation  numérique,  c’est-à-dire 
si  les  coeffleients  sont  des  nombres  donnés,  on  prendra  pour  m 
un  nombre  déterminé,  on  fera,  par  exemple,  rti  — i,  et  l’on 
construira  la  parabole  et  le  cercle  à l’aide  d’une  échelle  arbi- 
traire; l’abscisse  de  l’un  des  points  de  rencontre,  évaluée  à la 
même  échelle,  donnera  la  valeur  du  nombre  inconnu  x. 

On  sait  que  la  résolution  de  deux  équations  du  second  degré 
à deux  inconnues  x et  y,  ou  la  recherche  des  points  d’intersec- 
tion de  denx  courbes  du  second  degré,  se  ramène  à la  réso- 
lution d’nne  équation  du  quatrième  degré  à une  inconnue. 
Cette  résolution  pourra  donc  être  effectuée  à l’aide  d’une  para- 
bole déterminée  et  d’un  cercle.  Cependant,  si  l’une  des  courbes 
du  second  degré  est  déjà  tracée,  on  pourra  l’employer  avec  le 
cercle. 

Exemple  I.  Mener  une  normale  à une  parabole  — 2pa;=0  par  un 
point  donné  P dont  les  coordonnées  sont  æ,  et  Les  coordonnées  æ et  y 
du  pied  de  la  normale  sont  déterminées  par  le  système  des  deux  équations 

(i)  y^—zpx  — o,  (2)  xy  — (x,  — p)y—py,  = 0. 

Si  l’on  multiplie  tous  les  termes  de  la  dernière  par  y,  et  qu’on  remplace  y’ 
par  2px,  on  a une  nouvelle  parabole  a:’  — (a?,— p)a? — = 0;  en  ajoti- 
tant  membre  à membre  les  équations  des  deux  paraboles,  on  obtient  Icccr- 
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de  ac*-i-y’ — (æ,-r-p)ï— 0.  Les  points  où  ce  cercle  coupe  la  pa- 

rabole  propos(^e  sont  les  pieds  des  normales  (n»  318). 

398 — Exemple  II.  Résoudre  féquation  numérique  x* — 2x  — 6 = 0. 


Y 


Fig.  m 

Exemple  III.  Résoudre  l’équation 


Au  moyen  d’une  échelle  bien  faite 
construisons  la  parabole  x*  — y; 
décrivons  le  cercle  dont  le  cen- 

g 

tre  C a pour  coordonnées  a = ^« 

..3  • 

b — y et  qui  passe  a 1 origine;  ce 

cercle  coupe  la  parabole  en  un  seul 
point  M ; donc  l’équation  proposée 
^ n’a  qu’une  racine  réelle,  l’abscisse 
OP  du  point  M.  En  mesurant  cette 
longueur  au  moyen  de  l’échelle 
employée,  on  trouve  x = 2,09. 
ar* — 5x+1  =0.  Décrivons  le  cercle 


dont  lu  centre  C a pour  coordonnées  a = — 5.  5 = 3,  et  qui  passe  par 


l’origine  ; ce  cercle  coupe  la  parabole  en  trois  points  ; on  en  conclut  que 
l’équation  a ses  trois  racines  réelles  ; en  mesurant  les  abscisses,  on  trouve 
que  les  deux  racines  positives  sont  0,20  et  2,13  ù un  centième  près. 

Exemple  IV.  Considérons  l’équation  transcendante  xtangx=1.  Cette 
équation  résulte  de  l’élimination  de  y entre  les  deux  équations  y — tangx, 
lÿ  = 1 . La  première  représente  une  courbe  composée  d’une  infinité  de 


branches  égales  qui  ont 
des  asymptotes  perpen- 
diculaires è l'axe  des  x; 
la  seconde  une  hyper- 
bole équilatère.  Il  est 
évident  que  la  branche 
de  droite  de  l’hyperbole 
rencontre  au  moins  une 
fois  chacune  des  bran- 
ches OA,  B' A’,...  de  la 
courbe  transcendante; 
d’ailleurs,  il  n’y  a sur 
chaque  branche  qu'un 


Fig.  ii‘J. 


seul  point  de  rencontre: 


(ar  lorsque  x varie,  les  ordonnées  des  deux  combes  varient  en  sens  con- 
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trairas:  si  ces  ordonnées  sont  égales  pour  une  certaine  valeur  de  x, 
elles  sont  nécessairement  inégales  pour  toute  valeur  différente.  Les  ra- 
cines de  l'équation  sont  deux  à deux  égales  et  de  signes  contraires;  il  v a 

une  première  racine  positive  comprise  entre  0 et  5,  une  seconde  entre  t: 

Z 


3 Tt  . . - 5jt 

et  une  troisième  entre  zr.  et  —,  etc.. 


le  nombre  des  racines  est 


inlini.  En  appelant  x,  le  n'^'  racine,  la  différence  entre  x,  et  (n  — 4)x 
est  très-petite  lorsque  n est  très-grand.  La  courbe  doune,  pour  valeur  de  la 
première  racine  0,86,  è un  centième  près. 


On  pourrait  aussi  se  servir  des  deux  équations  y =tang 


x; 


•fl  ^ 

et,  en  posant  5 — x = x',  y — tangx',  y = = — x'.  L’hyperbole  serait 

2 Z * 

remplacée  par  une  ligne  droite. 


399— Remarques.  Les  procédés  graphiques  que  nous  ve- 
nons d’indiquer  ne  donnent  pas  les  valeurs  des  inconnues 
avèc  une  bien  grande  précision;  on  ne  doit  pas  espérer  une 
approximation  plus  grande  que  un  centième  de  la  racine. 

On  se  sert  quelquefois  de  deux  courbes  tracées  grossière- 
ment pour  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  d’une 
équation.  Or,  tant  que  l’on  n’a  pas  étudié  avec  soin  la  forme 
des  deux  courbes,  on  ne  peut  déduire  aucune  conclusion 
rigoureuse  de  cette  construction.  En  général,  la  discussion 
des  courbes  et  la  détermination  de  leurs  points  de  rencontre 
présente  les  mêmes  difficultés  que  la  question  proposée. 


FIN  DE  LA  GÉOMÉTRIE  PLANE. 
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CHAPITRE  I. 

Des  coordoonées. 

On  détermine  la  position  d’un  point  dans  l’espace  au  moyen 
de  trois  quantités  que  l’on  nomme  les  coordonnées  du  point. 

COORDOîiXÉES  RECTILIGNES. 

400— Soient  XOY,  YOZ,  ZOX  (üg.  244)  trois  plans  fixes,  qui 
se  coupent  deux  à deux  suivant  les  droites  X'X,  Y' Y,  Z'Z  ; trois 
jj  plans  mobiles  MD,  ME,  MF,  pa- 

rallèles àces  plans  fi.\es,  détermi- 
nent par  leur  intersection  un 
point  M de  l’espace;  la  position  de 
chaque  plan  mobile  est  détermi- 
née par  sa  distance  au  plan  fixe 
auquel  il  est  parallèle,  distance 
comptée  parallèlement  à l’inter- 
section des  deux  autres  plans 
Fig.  244.  fixes.  Les  trois  distances  OD,  OE, 

OF,  qui  déterminent  la  position  des  plans  mobiles,  distances 
affectées  du  signe  -f-  ou  du  signe  —,  suivant  qu’elles  sont  por- 
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lées  dans  les  directions  OX,  OY,  OZ,  ou  dans  les  directions  op- 
posées OX',  OY',  OZ',  sont  les  trois  coordonnées  rectilignes  du 
point  M;  on  les  désigne  ordinairement  par  les  lettres  æ,  y,  z. 
Par  leurs  rencontres  mutuelles,  les  trois  plans  Axes  forment 
huit  angles  trièdres,  et  on  obtient  tous  les  points  de  l’espace 
en  faisant  varier  x,  y,  z de  — oo  à -t-oo . 

Les  plans  mobiles  forment  avec  les  plans  Axes  un  paralléli- 
pipède  ayant  pour  arêtes  des  longueurs  égales  aux  valeurs  ab- 
solues des  coordonnées  du  point  M;  les  points  A,  B,  C sont  les 
projections  du  point  M sur  chacun  des  plans  Axes,  parallèle- 
ment à l’intersection  des  deux  autres;  l’un  d’eux,  A par 
exemple,  a pour  coordonnées,  relativement  aux  axes  OY,  OZ, 
deux  des  coordonnées  y et  z du  point  M.  Les  points  D,  E,  F 
sont  les  projections  du  point  M sur  chacun  des  trois  axes  OX, 
OY,  OZ,  parallèlement  au  plan  des  deux  autres  ; de  sorte  que 
les  lettres  x,  y,  z désignent  les  projections  du  rayon  OM  sur 
les  axes  des  coordonnées,  pourvu  que  l’on  regarde  les  projec- 
tions comme  positives  lorsqu’elles  sont  comptées  sur  les  direc- 
tions OX,  OY,  OZ,  comme  négatives  dans  le  cas  contraire. 

Ordinairement  les  trois  plans  Axes,  et,  par  suite,  les  trois 
axes,  sont  rectangulaires  deux  à deux;  alors  le  parallélipipède 
est  rectangle,  et  les  projections  sont  orthogonales. 

COORDONNÉES  POLAIRES. 

401— Soient  encore  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ 

(Ag.  245);  la  position  du  point  M 
pourra  être  déterminée  par  la  lon- 
gueur P du  rayon  vecteur  OM,  l’an- 
gle 6 que  fait  ce  rayon  vecteur  avec 
l’axe  OZ,  et  enAn  l’angle  J/  du  plan 
ZOM  avec  le  plan  Axe  ZOX.  Si  ON  est 
la  projection  de  OM  sur  le  plan  XOY, 
l’angle  XON  mesure  l’angle  dièdre 
i}/;  on  le  compte  dans  un  sens 
convenu,  par  exemple,  en  tour- 
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REPRÉSENTATION  DES  SURFACES  PAR  DES  ÉQUATIONS. 

409 — Considérons  une  surface  quelconque  dans  l’espace. 

Par  un  point  0,  menons  trois  axes 
fixes  OX,  OY,  OZ  (fig.  246);  dans  le 
plan  XOY  prenons  un  point  P arbi- 
traire, et,  par  ce  point,  menons 
une  parallèle  PM  à l’axe  OZ  jus- 
qu’à sa  rencontre  avec  la  surface 
au  point  M;  la  longueur  de  l’or- 
donnée PM  est  parfaitement  déter- 
Fig.  24ti.  minée.  Quand  le  point  P se  déplace 

dans  le  plan  XOY,  l’ordonnée  PM  varie  simultanément.  Mais 
puisque  le  point  P se  déplace  d’une  manière  arbitraire  dans  le 
plan,  ses  coordonnées  x ei  y sont  deux  variables  indépen- 
dantes; il  en  résulte  que  l’ordonnée  z d’un  point  M de  la  sur- 
face est  une  fonction  des  deux  autres  coordonnées  x et  ÿ con- 
sidérées comme  deux  variables  indé[>endantes.  On  conçoit  que 
l’on  puisse,  de  la  définition  géométrique  de  la  surface,  déduire 
une  équation  entre  x,  y,  z,  servant  à définir  la  fonction  2 de  x 
et  de  y.  Cette  équation  s’appelle  l’équation  de  la  surface. 

403 — Supposons  réciproquement  que  l’on  donne  une  équa- 
tion f{x,  y,  z)  = o entre  trois  variables;  chaque  système  de 
valeurs  réelles  qui  satisfont  à cette  équation  détermine  un 

point  de  l’espace;  • l’ensemble  de 
toutes  les  solutions  réelles  constitue 
un  système  de  points  qui  forme,  en 
général,  une  surface.  En  effet,  con- 
sidérons d’abord  le  cas  où  l’équation, 
ne  renfermant  qu’une  seule  des  co- 
ordonnées, z par  exemple,  est  de  la 
forme  z = c.  Puisque  les  coordon- 
nées X et  ÿ sont  arbitraires,  par  un 
point  P quelconque  du  plan  XOY  on  mènera  une  ordonnée 
constante  PM  (fig.  :>47);  le  lieu  des  points  M est  évidemment  un 
plan  parallèle  au  plan  XOY.  Supposons  maintenant  que  l’équa- 
tion renferme  deux  coordonnées,  x et  y par  exemple.  L’équa- 
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tion  f{x,  y)  = o,  dans  le  plan  XOY,  représente  en  général  une 
ligne  AB  (fig.  248).  Par  un  point  quelconque  de  cette  ligne,  me- 
nons une  parallèle  PM  à l’axe  OZ; 
puisque  l’ordonnée  z,  qui  n’entre 
pas  dans  l’équalion,  est  arbitraire, 
les  coordonnées  de  tous  les  points 
de  la  droite  PM  satisfont  à l’équa- 
tion. Donc  l’équation  /■(Æ;,ÿ)=o  re- 
présente dans  l’espace  un  cylindre 
parallèle  à l’axe  OZ.  Il  peut  arriver 
Fig.  5I8.  que  l’équation  représente  dans  le 

plan  un  ou  plusieurs  points  isolés;  dans  ce  cas,  elle  représen- 
tera dans  l’espace  une  ou  plusieurs  droites. 

Considérons  enün  une  équation  f{x,  y,  z)=o  entre  les  trois 
coordonnées.  A une  distance  arbitraire  OC  = c,  menons  un 

plan  ACB  parallèle  au  plan  XOY 
(fig.  249);  lescoordonnées  xeiy 
de  tous  les  points  du  lieu  situés 
dans  ce  plan  doivent  satisfaire 
à l’équation  f[x,  y,  c)  =0;  or, 
celte  équation  représente  dans 
le  plan  ACB  une  ligne  AB.  Si 
l’on  donne  à z une  valeur  c' 
voisine  de  c,  on  aura  dans  le 
plan  A'C'B'  une  seconde  ligne 
A'B'  qui  différera  très-peu  de  la 
précédente.  En  général,  quand  z varie  d’une  manière  continue 
entre  certaines  limites,  on  a une  série  continue  de  lignes, 
lesquelles  forment  une  surface. 

Par  cette  méthode,  non-seulement  on  démontre  l’existence 
de  la  surface,  mais  encore  on  se  fait  une  idée  assez  exacte  de 
sa  forme,  à l’aide  d’une  série  de  coupes  parallèles  que  l’on 
représente  par  leurs  projections  sur  l’un  des  plans  des  coor- 
données. 


z 

c- 


Y 


Fig.  349. 


REPRÉSENTATION  DES  LIGNES. 

404— -Une  ligne  dans  l’espace  peut  être  regardée  comme 
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rintersection  de  deux  surfaces;  on  représentera  donc  cette 
ligne  par  un  système  de  deux  équations  simultanées 

(0  f{x,y,z]  = o,  f^{x,  y,  z)  = o. 

Le  système  (i)  peut  être  remplacé  par  une  infinité  d'autres 
équivalents,  par  exemple  par  le  suivant, 

f=o,  f—kf,  = o, 

dans  lequel  k désigne  une  constante  quelconque,  c’est-à-dire 
que  la  surface  f — kfi  = o,  passe,  quelle  que  soit  k,  par  la 
ligne  d’intersection  des  deux  premières.  Si,  entre  les  deux 
équations  (i),  on  élimine  successivement  y et  x,  on  aura  deux 
équations 

(2)  <p(a;,  a)  = o,  \{y,  z)  = o, 

qui  représentent  les  deux  cylindres  projetants  de  la  ligne  sur 
le  plan  des  xz,  et  sur  celui  des  yz.  Ces  deux  cylindres,  par 
leur  intersection,  déterminent  la  ligne. 

La  représentation  des  figures  dans  l’espace  par  des  symboles 
algébriques  permet  d’étendre  aux  figures  à trois  dimensions 
les  méthodes  analytiques  employées  dans  l’étude  des  figures 
planes. 

DIRECTION  d’une  DROITE. 

405— Pour  déterminer  dans  l’espace  une  direction  01  (fig. 
25o),  que  l’on  peut  supposer  appartenir  à une  droite  passant  à 

l'origine,  on  donne  les  angles  a, 
P,  Y de  cette  direction  avec  les 
trois  direclions  OX,  OY,  OZ  des 
coordonnées  positives.  Deux  de 
ces  angles  ne  suffisent  pas;  car  si 
l’on  décrit  autour  de  OX  et  de 
OY  deux  demi-cônes  dont  les 
angles  au  sommet  soient  respec- 
tivement a et  P,  ces  deux  cônes 
se  coupent  suivant  deux  généra- 
trices placées  symétriquement  par  rapport  au  plan  XOY  ; la 
connaissance  de  y est  donc  indispensable.  Il  est  évident,  d’ail- 
leurs, que  ces  trois  angles  ne  sont  pas  tous  arbitraires,  et  que, 


Fig.  S50. 
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lorsque  deux  d’entre  eux  sont  connus,  le  troisième  ne  peut  avoir 
au  plus  que  deux  valeurs  distinctes.  Au  lieu  des  angles,  on 
peut  prendre  leurs  cosinus,  puisque  de  o à w il  n’y  a qu’un 
seul  angle  ayant  un  cosinus  donné.  Les  sinus,  au  contraire, 
laisseraient  de  l’ambiguïté. 

400 — Considérons  d’abord  le  cas  où  les  coordonnées  sont 
rectangulaires.  Désignons  par  x,  y,  z les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  M de  la  droite  01,  et  appelons  l la  distance 
OM.  Les  coordonnées  du  point  M sont  les  arêtes  OD,  OE,  OF  du 
parallélipipède  rectangle  dont  OM  est  la  diagonale,  affectées  de 
signes  convenables;  ce  sont  aussi  les  projections  orthogonales 
de  la  diagonale  OM  sur  les  axes;  on  a donc 

x = lcosa,  ÿ = lcosp,  Z = lCOS'f. 

• 

Mais  on  sait  que  le  carré  de  la  diagonale  d’un  parallélipipède 
rectangle  est  égal  à la  somme  des  carrés  des  trois  arêtes,  ce  qui 
donne  remplaçant  x,  y,  z par  leurs  valeurs, 

et  supprimant  le  facteur  P,  on  obtient  la  relation 

(i)  cos’a  + cos*P-1-cos’y  = 

qui  existe  entre  les  cosinus  des  angles  formés  par  une  même 
direction  avec  les  axes  rectangulaires. 

40Î'— Appelons  a/,  , Y les  angles  que  fait  une  seconde 
direction  OF  avec  les  mêmes  axes,  et  cherchons  l’angle  V des 
deux  directions  01,  01'.  Les  projections  de  la  droite  OM  et  de  la 
ligne  brisée  ODCM  sur  la  droite  01'  étant  égales,  on  a 

IcosV  = a:cosa'-f-ycos^-t-zcosy', 
ou,  en  remplaçant  x,  y,  z par  leurs  valeurs, 

(2)  cosV  = cosacosa'-t-cospcosp'-l-cosycosy', 

Les  directions  01,  01'  sont  perpendiculaires  entre  elles,  lors- 
que la  condition  suivante  est  vérifiée 

(11)  cosa  co8a'-+-  cosp  cos^'-l-  cosYCOsy'  = o. 

408 — Supposons  maintenant  les  coordonnées  obliques,  et  désignons 
pour  X,  n,  V les  trois  angles  YOZ,  ZOX,  XOY,  que  font  les  axes  deux  à 
deux.  En  projetant  orthogonalemeni  sur  clutcun  des  trois  axes  la  droite  OM 
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et  ia  ligne  brisée  ODCM,  on  a 


lcosct  = x 4-ÿcosv +acos(x, 

(4)  /cos^  = o;cosv -i-y  -l-acos\ 

I cosy  = a:  cos  fi  -t-  y cos>.  -1-  z ; 

en  projetant  ces  mêmes  lignes  sur  1a  droite  01,  on  a 

(5)  / = ®cosa4-ycosP-l-acosy. 

Si,  des  équations  (i),  on  tire  les  valeurs  de  æ,  y,  z, 

^ cosa  ( 1 — C08*>.)  -4-C08P(C08>.C0S(X  — COSv)  -t-cosy  (COS'X.COSv — C08[a)  ^ 

I — COS’X  — COS‘(i  — C0S*v-|-2C08Xc08(aC0Sv  ’ 

et  qu’on  les  substitue  dans  l’équation  (5),  on  obtient  la  relation 

cos*asin*>.  -f-  cos*psinV  -H  co8*ysin*v  ■+■  2cosacos^(cos^cos(t  — cosv) 

-H  2 cos  P COS  y (cos  (i  cosv  — cos>.)  -f-  2Cosycosa  (cosvcosX  — COSp) 

= I — COS’X  — cos’  (1  — cos*  V -4-  2 COSX  cos  [A  cos  V, 

entre  les  trois  angles  formés  par  une  direcüon  quelconque  avec  les  axes 
obliques. 

Si,  dans  l’équation  (5),  on  remplace  cosa,  cos^,  cosv  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (i),  on  a la  formule 

(8)  P= ®*-j-  y*-4-  z’-f-  2jfz  cos>.  -H  2 zo;  COS  p.  + 2 cosv, 

qui  donne  la  distance  OU. 

En  projetant  sur  la  droite  01'  la  droite  OM  et  la  ligne  brisée  ODCM,  on 
a,  comme  précédemment, 

f COS  V = » cosa'  -H  y COS  P' + Z cos^; 
en  remplaçant  x,  y,  z par  leurs  valeurs  (6),  on  obtient  la  formule 
cosacosa'»in*X-f.eo»f  (■nV|'5'sin*(i-j-rosvrosv'5in*v-|-(cosaro!ip^-f-  ro«pcosa')(coArosii. — eosv)  . 

t — cos*X  — cos*n  — co8*v-|-2  co»Xcos(icosv 

qui  donne  l'angle  des  deux  dmections  01  et  01'. 

Le  dénominateur  commun  ou  le  déterminant  des  formules  (6)  peut  être 
mis  sous  une  forme  remarquable  qu'il  est  bon  de  connaître  ; on  a 


I — COS’X  — cos*  IL  — COS* V + 2C08\  cos  P COSV 
= (l — COS*>.)  (l  — cos’p)  — COS*>.  COS’p — C0S*V-t-2C0S>.C0SpC08V 

=i8in*>.sin*p — (cos'Xcosp  — cosv)* 

= (sin>.  sin  p — cos>.  cosp-f-cosv)(sin>.  sin  p-pcosX  cosp — cosv) 
= [cosv  — cos  (1  + p)]  [cos  (X  — p)  — cosv] 


, . X + p + v . a + v — X . v-t-X  — p . 
= 4 sin sin  ' sin sm 

2 2 2 


nn. 
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CHAPITRE  II. 

Tr^uittforaiAttoa  des  coordonnées. 


DÉPLACEMENT  DE  l’oRIGISB. 

409 —  On  veut  remplacer  les  trois  axes  OX,  OY,  OZ  par  trois 

autres  axes  O'X',  O'Y',  O'Z',  res- 
pectivement parallèles  aux  pre- 
miers et  dirigés  dans  le  même 
sens  (flg-  25i).  I^a  position  des 
nouveaux  axes  sera  déterminée 
par  les  coordonnées  a,  b,  c de  la 
nouvelle  origine  0',  relativement 
aux  anciens  axes.  Appelons  oc,y,z 
les  coordonnées  d’un^oint  quel- 
conque M de  l’espace  par  rapport 

aux  anciens  axes,  y',  z'  les  coordonnées  du  même  point 
par  rapport  aux  nouveaux  axes;  en  projetant  successivement 
sur  chacun  des  trois  axes  primitifs,  parallèlement  au  plan  des 
deux  autres,  la  droite  OM  et  la  ligne  brisée  00' M,  on  a les 
relations 

(i)  x = a-{-x',  y = h + ‘t/,  z = c-hz'. 

CBAKGEHENT  DE  LA  DIRECTION  DES  AXES- 

410—  Considérons  maintenant  le  cas  où  l’on  change  la  di-> 
rection  des  axes,  l’origine  demeurant  la  même.  Désignons  par 
a,  b,  e les  cosinus  des  angles  que  fait  l'axe  OX'  avec  les  trois 
axes  OX,  OY,  OZ,  par  a',  b',  & et  a”,  b",  c"  les  quantités  ana- 
logues pour  OY'  et  OZ',  et,  enfin,  par  X,  [*,  v les  angles  Y’OZ, 
ZOX,  XOY  (flg.  252). 

Soit  M un  point  quelconque  de  l’espace;  par  le  point  M, 
menons  une  parallèle  MC  à l’axe  OZ,  et  par  le  point  C,  où  cette 
droite  perce  le  plan  XOY,  une  parallèle  CD  à l’axe  OY;  les  trois 
longueurs  OD,  DC,  CM,  prises  avec  les  signes  convenables, 
sont  les  coordonnées  x,  y,  s du  point  M,  par  rapport  aux  an- 
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ciens  axes.  Par  le  point  M menons  une  parallèle  MG'  à l’axe 

OZ',  et  par  le  point  C'  où  elle  perce 
le  plan  X'OY',  une  parallèle  C'D' 
à l’axe  OY';  les  trois  longueurs  OD', 
lyC',  C'M,  prises  avec  les  signes  con- 
venables, sont  les  coordonnées  x' , 
y',  z!  du  point  M,  par  rapport  aux 
nouveaux  axes.  En  projetant  les 
deux  lignes  brisées  ODCM,  OD'C'M, 
successivement  sur  chacun  des  trois 
axes  OX,  OY,  OZ,  on  obtient  les 
trois  relations 

ix  -+-  y cosv  -I-  Z cosg  = oæ'-i-  a! y'  o"s', 
«cosv -i-y  -+-zcos>.  = 6Æ'  + /yy'-HÎ»"2', 
a:  cosfi. -f- y cos>. -I- Z =ray-Hc'y'-f-c"r', 

desquelles  on  peut  déduire  pour  x,  y,  z des  expressions  du 
premier  degré  en  a/,  y',  z'.  Le  déterminant  de  ces  équations 
est  le  même  que  celui  des  équations  du  n"  408. 

Il  faut  se  rappeler  que  a,  h,  c ne  sont  pas  arbitraires,  mais 
liées  par  une  équation  de  condition;  il  en  est  de  même  de  a', 
b,  & et  de  o",  b",  c".  Il  y aurait  entre  ces  mêmes  quantités 
trois  nouvelles  relations,  si  .l’on  voulait  que  les  nouveaux  axes 
fussent  rectangulaires,  ou,  plus  généralement,  qu’ils  fissent 
deux  à deux  des  angles  donnés. 

4R1 — Quand  les  axes  primitifs  sont  rectangulaires,  on  a 


Fig.  252. 


COS>.  = COS(i  = cosv  = cos  = O, 
les  équations  (2)  se  réduisent  à 
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I 

Si  les  nouveaux  axes  sont  aussi  rectangulaires  (fig.  253),  on 
a en  outre  les  relations 

Iaa'  -^bV  -\-cd  =o, 
a'a’’+Vh”^c!c”=o, 
a"o  +6''6h-c"c  =o. 

Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  des  équations  (3)  par 
h,  c,  puis  par  a',  V,  d , et  o",  6",  c",  et  qu’on  ajoute,  il  vient, 
en  ayant  égard  aux  relations  (4)  et  (5], 

!x/  = ax  -\-hy  -f-c5, 
y'  = a'  x-^-b'  y-+-d Z, 
z'  = a"x  4-  b"  y 4-  d'z, 

On  obtient  ces  formules  directement  en  projetant  les  lignes 
brisées  ODCM,  OIKC'M  sur  les  axes  OX',  OY',  OZ'. 

Puisque  les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires,  les  quantités 
(a,  a',  a"),  {b,  b',  b"),  (c,  d,  d'),  qui  désignent  les  cosinus  des 
angles  des  directions  OX,  OY,  OZ  avec  les  nouveaux  axes, 
doivent  satisfaire  aux  relations 

( 0*4-  o'*4- O*’*  = I,  j 06  4- a'6^ 4- o"6"= o, 

(7)  6* 4- 6'*  + f»"’  = I,  (8)  6c  4- 6'  c'  4- b" d'=  o, 

( c*4-c^*4-c"’  = i,  { ca -h d a' -h  c" a"  = o, 

analogues  aux  relations  (4)  et  (5). 

ilttl — Des  relations  précédentes  entre  les  neuf  cosinus,  on  en  déduit 
un  grand  nombre  d'autres  parmi  lesquelles  nous  citerons  les  suivantes,  qui 
sont  particulièrement  utiles.  Les  deux  dernières  des  équations  (S)  détermi- 
nent  les  rapports  des  quantités  a",  b",  c";  on  en  déduit 

g"  _ 6"  _ c" ^ Va”»  4-6"*  4- c"* 

ht  —cd  ca!—ad  ab'  — ba'  ~ \l(bd—cd)*-h(ca>—ad}‘-h(ab>—ba'/ 
Mais  on  a 

(bd  — c60*  4-  (co'  — oc')‘  4-  (ab'  — 6o')’ 

= (o*4-  6*4-  c*)  (g'* 4-  6'*  4-  (/*)  — (aa'  4-  bb'  4-  cd)*  = t . 

Il  en  résulte 

fl"  _ 6”  _ c" 

^ bd  — Ob'  ca'  — ad  ab'  — ba' 

On  prendra  l’un  ou  l’aulre  signe  siiivanl  la  disposilion  du  trièdre  OX'Y'Z', 
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Quand  on  fait  coïncider  OX'  avec  OX,  OY'  avec  OY,  OZ'  prend  la  direc- 
tion OZ  ou  la  direction  opposée.  Pour  cette  position  particulière,  on  a,  dans 
le  premier  cas,  a = 6'=c"=1,  o'=  o"=  6 = 6"=  c = c' = 0,  et  il 
faut  prendre  le  signe  dans  le  second  cas,  il  faut  prendre  le  signe  — . 
Si  le  trièdre  se  déplace  d’iine  manière  continue,  les  angles,  et  par  consé- 
quent leurs  cosinus,  variant  d’une  manière  continue,  on  doit  conserver  le 
même  signe  devant  chacun  des  binômes,  tant  que  ce  binôme  ne  s'annule 
pas;  les  trois  binômes  ne  pouvant  devenir  nuis  ô la  fois,  on  en  conclut  que 
le  même  signe  doit  être  conservé,  quelle  que  soit  la  position  du  trièdre. 

Si  l’on  forme  le  déterminant  des  équations  (3)  ou  (6),  on  a,  en  vertu  des 
relations  (9), 

Ob' c" — a&b"-\-  ca'b"—ba'c"-i-  bd  a” — cb' a" 

= {bd  — cV)  a" -h  {ca'  — ad)  b" -+-  {aV  — ba')  c"  = ±i, 

FORMULES  D’EULER. 

413 — Les  formules  précédentes,  pour  passer  d’un  système  rectangu- 
laire à un  autre  également  rectangulaire,  offrent  l’avantage  d’être  symétri- 
ques par  rapport  aux  angles  ; mais,  quoique  les  angles  soient  au  nombre  de 
neuf,  il  n’y  en  a réellement  que  trois  qui  soient  arbitraires;  c’est  pourquoi 
il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue  les  relations  qui  les  lient.  Celte  dépendance 
des  neuf  cosinus  est,  dans  certains  cas,  un  obstacle  pour  constater  l’identité 
de  deux  expressions.  On  a donc  cherché  des  formules  dans  lesquelles  n’en- 
trent que  trois  constantes;  le  choix  de  celles-ci  était  naturellement  indiqué 
dans  plusieurs  questions  de  mécanique  et  d’astronomie,  où  l'on  emploie  de 
préférence  les  nouvelles  formules. 

On  peut  déterminer  la  position  des  nouveaux  axes  par  l'angle  <('  que  fait 
avec  OX  la  trace  OA  du  plan  X'OY'  sur  le  plan  XOY,  l'inclinaison  6 du 

plan  X'OY'  sur  le  plan  XOY,  incli- 
naison mesurée  par  l'angle  ZOZ', 
enün  l’angle  ç de  l’axe  OX'  avec  la 
trace  OA  (Gg.  254]. 

Or,  il  est  possible  d'amener  le 
premier  système  sur  le  second,  par 
trois  rotations  successives.  Faisons 
tourner  d’abord  les  axes  primitifs  de 
l’angle  autour  de  OZ;  tandis  que 
F‘S  -5‘1-  l’axe  OZ  reste  immobile,  les  axes 

ÜX  et  OY  tournent  dans  leur  plan  de  l’angle  >];;  l'a*6  OX  vient  donc  oc- 
cuper la  position  OA  ou  OX,,  et  OYune  certaine  position  OY,.  Remarquons 
(]ue  l’axe  OZ',  perpendiculaire  sur  le  plan  X'OY',  et,  par  suite,  sur  la  trace 
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Oâ,  esl  couienu  dans  le  plan  YjOZ  perpendicnlaire  ^ OA.  AGluellement, 
faisons  tourner  de  l'angle  0 autour  de  OA;  laiidia  que  Taxe  OX,  reste  immo- 
bile, les  deux  axes  OY,  et  OZ  tournent  dans  leur  plan  de  l'angle  6 ; donc 
OZ  vient  occuper  la  position  OZ',  et  OY,  une  certaine  position  OY,  com- 
prise dans  le  plan  X'OY'.  Enün,  faisons  tourner  de  l'angle  f autour  de  OZ’, 
puisque  les  deux  axes  OX,,  OYi  tournent  dans  leur  plan  de  l’angle  9,  il  en 
résulte  que  OX,  vient  se  placer  sur  OX',  et  OY,  sur  OY'.  Après  ces  trois 
rotations  successives,  les  axes  primitifs  coïncident  avec  les  nouveaux  axes. 

On  a,  de  cette  manière,  quatre  systèmes  d’axes  è considérer,  savoir  : 
OXYZ,  OX,Y,Z,  OX,Y,Z',  OX'Y'Z’.  Deux  systèmes  consécntifS  ayant  un 
axe  commun,  on  passera  de  l’un  à l’autre  par  les  formules  dé  transfor- 
mation employées  en  Géométrie  plane  (n*  50).  On  a ainsi,  par  des  trans- 
formaiions  successives, 

x = x,cosJ/  — y,sin4',  y,=  ÿ,cosô  — a^sinô,  a;,  = a^cos<p — y'sin 
V =x,sin6-|-ÿ,cos({/,  z =y,sin6  + z'cos0,  y,  = a/ si  no -h  y- cos 

L’éliminalion  des  quantités  auxiliaires  a-,,  y,,  y,  donne 

a:=a:'(cos9costj/ — sin9siuôcos0)-i-y'(— sin^cost}» — cos(psiDit/co8Ô)+z'siDil 
y = x''(cos9si  ruj<+5in(pcosJ/cos6)-+-y'(— sin©sini|H-cos<ficos4'COs6)-l-z'(— c 
z=a/sin9sin6-Hy'cos9sin9-i-z'  cosO . 

Telles  sont  les  formules  connues  sous  le  nom  de  formules  d'EcLsn. 

La  comparaison  de  ces  formules,  avec  les  formules  (3)  du  n>  il  ( , con- 
duit aux  relations  suivantes  : 

a = cosocosi  — sin9sint]^cos6, 
b =cos9sinJ/  + sin9cos<]^cosÔ, 
c =siu9sin0; 

a''= — sin©  cost}/  — COS9  sin  | cosô, 

(il)  ( 1/ =. — sin9sint[/H-cos9cosicüs6, 

J d = cos9siu6; 

I a''=sinAsin9, 

I &"=— cos(j/sinÔ, 
l c"=cosô; 

C 0!' 

d’où  tango  = tangtl/  = -p- 

414 — Keharquk.  Lorsqu'un  corps  tourne  autour  d'un  axe  fixe,  la  ro- 
tation peut  s'eiïectucr  dans  deux  sens  dilférenis  qu’il  importe  de  distinguer. 
Considérons,  par  exemple,  une  rotation  autour  de  l’axe  OZ;  en  vertu  de 
celle  rotation  un  rayon  OA,  perpendiculaire  è OZet  mobile  autour  du  poinl 
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O,  tournera  dans  le  plan  XOY  (Gg.  255).  Imaginons  qu’un  observateur  soit 

placé  sur  l'axe  OZ,  les  pieds  en  O,  la  tête  en 
Z;  cet  observateur  verra  le  rayon  mobile  OA 
tourner,  soit  de  gauche  iidroite,  soit  de  droite 
à gauche,  eu  passant  derant  lui;  on  dira  que 
la  rotation  est  directe  pour  l'observateur 
dans  le  premier  cas,  inverse  dans  le  second 
cas.  Dans  la  Ggure,  la  rotation  est  directe, 
si  OA  tourne  de  OX  vers  OY  dans  le  sens 
indiqué  par  la  flèche;  elle  est  inverse,  si  OA 


tourne  en  sens  contraire. 

Deux  systèmes  d’axes  rectangulaires  OXYZ,  OX'Y'Z',  ne  sont  pas  tou* 
jours  susceptibles  de  coïncider.  Pour  le  reconnaître,  imaginons  deux  obser- 
vateurs placés  l’un  sur  OZ,  l'autre  sur  OZ';  le  premier  observant  la  rotation 
de  OX  vers  OY,  le  second  celle  de  OX'  vers  OY';  si  les  deux  rotations 
s’eflectuert  dans  le  même  sens,  par  exemple  dans  le  sens  direct,  comme 
cela  a lieu  dans  la  Ggure,  les  deux  systèmes  d’axes  peuvent  coïncider.  En 
elTet,  si  l'on  place  OZ  sur  OZ',  et  si  l'on  fait  tourner  autour  de  l'axe  com- 
mun, de  manière  à amener  OX  sur  OX',  nécessairement  OY  coïncidera 
avec  OY';  car  OY  et  OY'  forment  tous  deux  un  angle  droit  avec  OX  ou 
OX'  dans  le  même  sens.  Mais  si  les  deux  rotations  étaient  de  sens  con- 
traires, aprè.s  avoir  fait  coïncider  OZ  avec  OZ',  OX  avec  OX',  on  verrait 
OY  se  placer,  non  plus  sur  OY',  mais  sur  son  prolongement. 

Dans  les  formules  d'Euler,  on  suppose  que  les  deux  systèmes  d'axes  rec- 
tangulaires offrent  la  même  disposition,  c'est-è-dire  sont  susceptibles  de 
coïncider.  On  a amené  le  système  primitif  sur  le  système  nouveau,  par 
trois  rotations  directes.  L’angle  >|<  de  la  rotation  autour  de  OZ  varie  de  0 à 
2;;;  l'angle  6 de  la  rotation  autour  de  OA  est  compris  entre  0 et  n,  pourvu 
que  sur  l’interscciion  des  plans  XOY  et  X'OY'on  choisisse  convenablement 
la  direction  O.A;  la  rotation  ç autour  de  OZ' varie  de  0 à 2r:. 


41 S — Forulles  générales.  Lorsqu’on  change  à la  fois 
l’origine  et  la  direction  des  axes,  en  menant  par  la  nouyelle 
origine  CF,  dont  les  coordonnées  relativement  à l’ancien  sys- 
tème sont  a,  b,  c,  trois  axes  OX„  OY,,  OZ„  parallèles  aux  pre- 
miers et  de  même  directiou,  on  a « = 0-4- ÿ — b-^-y^, 
z — c-hz^;  ensuite,  «j,  z,  s’expriment  en  a/,  y',  z'  par  l’un 
des  groupes  d’équations  écrites  précédemment;  il  suffit  donc, 
pour  avoir  les  formules  générales,  de  remplacer  dans  ces 
équations  «,  y,  z respeclivement  par  x — o,  y — b,  z — r. 
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CLASSIFICATION  DES  SURFACES. 

410 — On  distingue  les  surfaces,  comme  les  lignes,  en  sur- 
faces algébriques  et  surfaces  transcendantes,  suivant  que  leurs 
équations  sont  elles-mêmes  algébriques  ou  transcendantes. 
Quand  l’équation  est  algébrique,  elle  peut  toujours  se  ramener 
à la  forme  entière,  et  une  transformation  d’axes  rectilignes  ne 
change  pas  son  degré.  Le  nombre  qui  exprime  ce  degré  sert  à 
classer  les  surfaces  en  ordres;  ainsi,  on  dit  qu’une  surface  est 
du  premier,  du  second,  du  troisième  ordre,  etc.,  lorsque  son 
équation  est  du  premier,  du  second,  du  troisième  degré,  etc. 

Pour  que  l’équation  f {x,  y,  z)  = o,  algébrique  et  entière  du 
degré  m,  représente  réellement  une  surface  de  l’ordre  m,  il 
faut  que  son  premier  membre  ne  puisse  pas  se  décomposer  en 
un  produit  de  deux  fonctions  entières,  ou  qu’elle  soit  irréduc- 
tible. Deux  équations  irréductibles  distinctes  représentent  deux 
surfaces  qui  peuvent  avoir  une  ou  plusieurs  lignes  communes, 
mais  ces  surfaces  n’ont  jamais  d’éléments  superficiels  com- 
muas; car  pour  avoir  des  solutions  communes  aux  deux  équa- 
tions, on  ne  peut  pas  prendre  arbitrairement,  même  entre  des 
limites  très-resserrées,  deux  des  variables. 

Un  plan  coupe  une  surface  algébrique  de  l’ordre  m suivant 
une  ligne  algébrique  dont  l’ordre  ne  peut  dépasser  m;  en 
effet,  si  l’on  rapporte  cette  surface  à un  système  de  trois  plans 
coordonnés,  dont  fasse  partie  celui  que  l’on  considère,  on  ob- 
tient l’équation  de  la  ligne  d’intersection,  par  rapport  à deux 
des  axes  coordonnés,  en  remplaçant  dans  l’équation  de  la  sur- 
face l’une  des  coordonnées  par  zéro;  le  polynôme  à deux  va- 
riables qui  en  résulte  ne  peut  évidemment  être  d’un  degré 
supérieur  à m.  Une  ligne  droite  rencontre  une  surface  de 
l’ordre  m en  m points  au  plus,  ou  bien  elle  est  située  tout  en- 
tière sur  la  surface. 

Une  surface  du  premier  ordre,  étant  coupée  par  un  plan 
quelconque  suivant  une  ligne  droite,  est  un  plan. 

SECTION  d’une  surface  PAR  UN  PLAN. 

41T — Supposons  d’abord  que  le  jdan  passe  par  l’origine; 
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on  déterminera  sa  position  par  l’angle  que  fait  avec  OX  sa 

irace  OX'  sur  le  plan  XOY,  et  par 
l’angle  6 que  fait  avec  OZ  la  nor- 
male OZ'  à ce  plan  (fig.  256).  Par 
le  point  O menons  dans  le  plan 
une  droite  OY'  perpendiculaire  à 
OX';  nous  rapporterons  la  courbe 
d’intersection  aux  deux  axes  rec- 
tangulaires OX'  et  OY'  situés  dans 
son  i>lan.  Supposons  d’abord  que 
l’on  fasse  tourner  les  axes  primitifs  autour  de  OZ  d’un  angle  <{< 
pour  amener  OX  sur  OX';  OY  prendra  dans  le  plan  XOY  une 
position  OY,  perpendiculaire  à OX';  la  coordonnée  2 ne  change 
pas,  et  l’on  a 

j:  = æ'  cos  — y,  sin  tj;,  y = x'  sin  -I-  y,  cosi{/. 

Les  quatre  droites  OY„  OY',  OZ,  OZ',  perpendiculaires  à OX', 
sont  dans  un  même  plan  perpendiculaire  a cette  droite;  faisons 
tourner  le  second  système  d’axes  autour  de  OX'  de  l’angle  6 
pour  amener  OY,  sur  OY',  et  par  suite  OZ  sur  OZ';  la  coor- 
donnée ne  change  pas,  et  l’on  a 

y,  = y'cosO  — 2'sin0,  2 = y'sin9-f-2'cos9. 

Si  l’on  considère  un  point  situé  dans  le  plan  X'OY',  la  coor- 
donnée z'  étant  nulle,  les  dernières  formules  se  réduisent  à 
y,  = y' cos 9,  2 = y' sin 9 et  l’on  a ainsi 

Ix  = a;'cosij/  — y'sim|/cos9, 
y = a/sim]^4-y'cosi  cos9, 

Z = y'  sin  9. 

On  peut  déduire  ces  formules  de  celles  d’Euler  en  y faisant 
(p=o  et  z'  = o.  Si  le  plan  sécant  défini  de  la  même  manière 
quant  à sa  direction,  au  lieu  d’être  mené  par  l’origine,  passait 
en  un  point  ayant  pour  coordonnées  a,  h,  c,  dans  les  formules 
précédentes  on  mettrait  x — a,  y — h,  z — c à la  place  de 
X,  y,  2. 
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TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES  RECTILIGNES 
EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 

418 — Le  système  polaire  défini  au  n“  4oi  étant  assez  fré- 
quemment employé,  il  est  bon  d’indiquer  comment  on  passe 
du  système  reclilignc  rectangulaire  au 
système  polaire,  et  réciproquement. 
Considérons  le  cas  où  l’axe  fixe  est  OZ, 
le  plan  XOZ  le  plan  fixe  à partir  duquel 
se  comptent  les  angles  4'  (fjg-  2.'Ï7).  La 
projection  de  OM  sur  OZ  est  pcosô,  la 
projection  ÜP  de  la  même  ligne  sur  le 
plan  XOY  est  psinô;  enfln  les  projec- 
tions de  OP  sur  les  axes  OX  et  OY  sont 
Fig.  süT.  P sin6  coi,  P sin6  sini.  Si  donc  on  pro- 

jette sur  chacun  des  trois  axes  la  droite  OM  et  la  ligne  brisée 
OPM,  on  obtient  tes  relations 

(i3)  x = pcosis'n9,  j/  = psinisin9,  5 = pcos0. 

On  en  déduit  les  formules  inverses 

(i4)  p = Va:‘-+-y’-l-s*,  tangi  = |.  cos0  = -=^====- 

Dans  le  système  polaire,  une  direction  OM  est  complètement 
déterminée  par  les  deux  angles  6 et  4;  on  s’en  sert  fréquem- 
ment à ce  point  de  vue.  En  astronomie,  si  la  droite  OZ  est  la 
verticale  d’un  lieu,  le  plan  ZOX  le  plan  méridien  du  lieu,  et 
que  le  rayon  OM  soit  le  rayon  visuel  d’un  astre,  l’angle  ô sera 
la  distance  zénithale  de  cet  astre  et  l’angle  4 son  azimut.  En 
géographie,  on  prend  pour  OZ  la  ligne  des  pôles,  alors  6 est  le 
complément  de  la  latitude  et  4 lii  longitude. 

DISTANCE  DE  DEUX  POINTS. 

410 — Nous  avons  déjà  trouvé  la  distance  de  lorigine  à 
un  point  en  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques.  Soient 
(a/,  y',  z'],  {x\  y",  z")  les  coordonnées  de  deux  points  AT  et  M", 
l la  distance  M'M"  de  ces  deux  points.  Transportons  les  axes, 
parallèlement  à eux-mêmes,  en  M'.  Si  les  axes  sont  reclangu- 
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laires,  on  a (n°  406), 

/ = \lx"- xr  ■+■  (/- 
Si  les  axes  sont  obliques,  on  a (n®  408) 


»')(*”— ï')COsX+2(ï"- 


;')(x" — »')co5|x4-21'E" — •*')(!/“ — ÿ')c®'’'' 


CHAPITRE  III. 


Du  plan  e<  de  la  ligne  droUe. 


DU  PLAN. 

CONSTRUCTION  DE  t’ÉQUATlON  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

480— L'équation  générale  du  premier  degré  entre  les 
variables  x,  y,  z est 

(i)  Aar  + By-t-Cz  + D = o. 

Nous  avons  vu  (n®4i6)  que  cette  équation  représente  un  planj 
mais  il  est  bon  de  démontrer  directement  cette  proposition. 
L'éqüation  renferme  trois  paramètres  arbitraires  qui  sont  les 
rapports  de  trois  des  quantités  A,  B,  C,  D à la  quatrième.  D’a- 
bord, si  deux  des  coefficients  A,  B,  C sont  nuis,  l’équation  se 
réduit  à la  forme 

Cz-t-D  = o,  ou  z= — 5; 

elle  représente  un  plan  qui  est  parallèle  au  plan  XOY,  et  qui 

coupe  l’axe  des  z à une  distance  — ç l’origine  (n“  4o3).  Si 

un  seul  des  coefficients  des  variables,  par  exemple  C,  est  nul, 
on  a l’équation 

Aa:-i-Bÿ-t-D  = o, 

qui  représente,  dans  le  plan  XOY  une  droite,  et  dans  l’espace 
un  plan  parallèle  à OZ  et  mené  par  cette  droite. 

Supposons,  enfin,  qu'aucun  des  coefficients  des  variables  ne 
soit  nul.  On  obtient  les  traces  de  la  surface  sur  les  trois  plans 
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coordonnés  XOY,  YOZ,  ZOX,  en  faisant  dans  Péquation  pro- 
posée z = 'o,  ou  x = o,  ou  y = o,  ce  qui  donne  trois  droites 
PQ.  QRj  RP  (fig.  258),  ayant  pour  équations 

Aa;-|-By  + D = o,  By-|-Cz-|-D  = o,  Aa:-[-C2-l-D  = o. 

Coupons  les  surfaces  par  un  plan  z = c,  parallèle  au  plan  XOY  ; 
la  projection  de  l’intersection  sur  le  plan  XOY  a pour  équation 

Ax  + By  4- Ce  + D = o; 

c’est  une  droite  G'H'  parallèle  à PQ.  L’intersection  elle-même, 
étant  la  ligne  suivant  laquelle  le  plan  z — c,  parallèle  à XOY, 

rencontre  le  plan  proje- 
tant mené  par  G' H',  est 
une  droite  GH  parallèle 
à G'H^  et,  par  consé- 
quent, parallèle  à PQ. 
D’ailleurs,  la  droite  GH 
rencontre  la  droite  PR 
au  point  G.  On  peut 
donc  regarder  la  surface 
comme  décrite  par  une 
Fig.i58.  droite  GH,  qui  se  meut 

parallèlement  à la  droite  PQ,  en  s’appuyant  constamment  sur 
une  autre  droite  PR;  donc  la  surface  est  un  plan. 

431 — Réciproquement,  tout  plan  est  représenté  par  une 
équation  du  premier  degré  entre  les  variables  x,  y,  z.  Car 
lorsque  le  plan  est  parallèle  à l’un  des  plans  coordonnés,  XOY 
par  exemple,  si  l’on  appelle  c la  coordonnée  z du  point  où  il 
rencontre  l’axe  OZ,  son  équation  est  z = c.  En  second  lieu,  si 
le  plan  est  seulement  parallèle  à l’un  des  axes,  OZ  par 
exemple,  sa  trace  sur  le  plan  XOY  a une  équation  de  la  forme 
Ax-t-By-H  D = o;  celle-ci  représente,  dans  l’espace,  le  plan 
donné. 

Enfin,  supposons  que  le  plan  ne  soit  parallèle  à aucun  des 
axes;  soient 

zz=ax-\-';,  z = 6y-HY 

les  équations  de  ses  traces  PR  et  QR  sur  les  plans  XOZ  et  YOZ. 
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On  peut  disposer  des  coefficients  de  l’équation 
(i)  AvC -H  By  — 1— Ciî  D ' 

de  manière  que  le  plan  qu’elle  représente  coïncide  avec  le 
plan  proposé.  En  effet,  les  traces  du  plan  représenté  par  l’équa- 
tion (i)  sur  les  plans  XOZ  et  YOZ  ont  pour  équations 

AD  BD 

C’ 

elles  coïncideront  avec  les  traces  PR,  QR  du  plan  proposé,  si 
l’on  a 


ou  A=— Ca,  B= — Ci),  D=— Cy. 

L’équation  (i),  dans  laquelle  on  substitue  les  valeurs  précé- 
dentes, devient,  après  la  suppression  du  facteur  C, 

Z — ox  — hy  — '^  — o. 


CONDITIONS  POUR  QUE  DEUX  PLANS  SOIENT  PARALLÈLES. 


493 — Soient  Ax-+-Bj/H-Gj!:-|-D=o,  A'x+B'y-l-C'z-f-iy=o 
les  équations  de  deux  plans.  Pour  que  ces  plans  soient  paral- 
lèles, il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  leurs  traces  sur  deux  des 
plans  coordonnés  soient  respectivement  parallèles.  Les  traces 
sur  le  plan  XOZ  ont  pour  équations 

Ax-t-Cz-hD  = o,  A'x-hC'z-t-iy  = o; 
ces  deux  droites  seront  parallèles,  si  elles  ont  le  même  coeffi- 

C C' 

cient  angulaire,  ce  qui  donne  la  condition  — — = — 

A C 

^ = De  même  les  traces  sur  le  plan  YOZ  seront  parai- 
B C 

lèles,  si  l’on  = Ainsi,  pour  que  les  deux  plans  soient 
parallèles,  il  faut  que  l’on  ait 


(2) 


A _B  _C 
A'“B'~C'’ 


, c’est-à-dire  que  les  coefficients  des  variables  soient  propor- 
tionnels. 
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ÉQÜATION  GÉNÉRALE  DES  PLANS  QL’I  PASSENT  PAR  ÜN  POINT  DONNÉ. 

423 —  L’équation  générale  du  premier  degré  renfermant 
trois  paramètres  arbitraires,  il  faut  trois  conditions  pour  déter- 
miner un  plan. 

Cherclions  d’abord  l’équation  générale  des  plans  qui  passent 
par  un  point  donné  M'  ayant  pour  coordonnées  d , y',  s'.  Soit 

(i)  Aic -1— By -|— Cs  “H  D = o 

l'équation  d’un  plan  quelconque.  Pour  que  ce  plan  passe  par 
le  point  M',  il  faut  que  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient 
l’équation  du  plan,  ce  qui  donne  l’équation  de  condition 

(3)  Aa!’-^-By’-^-CV-^D  = o, 

qui  déterminera  l'un  des  coefficients,  par  exemple  le  coeffi- 
cient D.  En  remplaçant  D par  sa  valeur  dans  l’équation  (i),  on 
obtient  l’équation 

(4)  A{x~x')-hB{y  — y')  + C{z  — z’)  = o, 

qui  renferme  deux  paramètres  arbitraires,  les  rapports  de  deux 
des  trois  coefûcienis  A,  B,  C au  troisième;  c’est  l’équation  gé- 
nérale des  plans  passant  par  le  point  &E. 

8i  l’on  voulait  mener  par  un  point  un  plan  parallèle  à un 
plan  donné,  l’équation  du  plan  demandé  étant  de  la  forme  (4), 
il  suffirait  de  prendre  les  coefficients  A,  B,  C proportionnels  et 
plus  simplement  égaux  aux  coefficients  de  x,  y,  z dans  l’équa- 
tion du  plan  donné. 

PLAN  PASSANT  PAR  TROIS  POINTS  DONNÉS. 

424—  Pour  qu’un  plan  Ax-HBy-t-Cz-{-D  = o passe  par 
trois  points  donnés  (*',  y',  z‘),  (x",  y",  z"),  (x"',  y"',  z'") , il 
faut  que  les  trois  équations  de  condition 

kxf  -f-By'  -f-Cz'  -t-D  = o, 
kx”  -t-By"  -hCz"  -f-D  = o, 

A x'"  -i-  B y^"  -H  C z'"  -h  D = O 

soient  vérifiées.  De  ces  équations  du  premier  degré,  on  déduira 
les  rapports  g trois  coefficients  au  quatrième. 


Digilized  by  Google 


DU  PLAN. 


383 


Lorsque  les  trois  points  donnés  sont  situés  sur  les  axes  des 
coordonnées,  l’équation  du  plan  prend  une  forme  très-simple. 
Appelons  a,  b,  c les  coordonnées  des  points  P,  Q,  R,  où  le  plan 
coupe  les  axes.  On  obtient  le  point  P en  faisant,  dans  l’équation 

du  plan,  y = o et  * = o,  ce  qui  donne  o= — on  a de 

même  b = — g»  et  c=— 5.  si  l’on  remplace  les  rapports 

K’  K’  s par  leurs  valeurs  — - » — r*  — -tirées  des  relations 
précédentes,  l'équation  du  plan  se  met  sous  la  forme 


y 

h 


I. 


MTEBSECTION  DE  TROIS  PLAKS. 

42«l» — La  recherche  du  point  d'intersection  de  trois  plans 
revient  à la  résolution  de  trois  équations  du  premier  degré 

Aa:-i-By-l-C  s-i-D  =o, 

A'  a:  -t-  B'  y -I-  G'  Z -h  ly  = O, 
A"x-|-B''y-t-C''2-t-D''=:o, 

à trois  inconnues  x,  y,  z.  Si  les  trois  plans  se  coupent  en  un 
seul  point,  les  trois  équations  admettent  une  solution  finie  et 
une  seule.  Si  les  trois  plans  n’ont  pas  de  point  commun,  ce 
qui  arrive  quand  les  plans  se  coupent  deux  à deux  suivant  des 
droites  parallèles  entre  clics,  ou  quand  deux  des  plans  sont 
parallèles,  les  trois  équations  n’ont  pas  de  solution.  Si  les  trois 
plans  passent  par  une  même  droite,  ou  se  confondent,  il  y a 
une  infinité  de  solutions;  dans  le  premier  cas,  on  peut  prendre 
à volonté  l’une  des  variables;  dans  le  second  cas,  deux  des 
variables. 

ANGLES  DK  LA  NORMALE  AU  PLAN  AVEC  LES  AXES. 

426 — Jus(iu'à  présent  nous  n’avons  fait  aucune  hypothèse 
sur  les  coordonnées;  dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  les 
coordonnées  rectangulaires.  Soit  Ax-t-By-t-Cz-l- D = o l’é- 
quation d’un  plan;  les  coordonnées  a,  6,  c des  points  P,  Q,  R, 
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où  ce  plan  coupe  les  axes,  sont  données  par  les  formules 


a— — 


D 


I.  D 

6=-g. 


D 


De  l’origine  O abaissons  une  perpendiculaire  OL  sur  le 

plan  (ûg.  25g),  et  joignons  le 
pied  L de  la  perpendiculaire 
aux  points  P,  Q,  R,  de  manière 
à former  trois  triangles  rectan- 
gles OLP,  OLQ,  OLR.  La  dis- 
tance OL,  que  nous  désignerons 
par  l,  est  la  projection  sur  la 
droite  OL  des  droites  OP,  OQ, 
OR  ; si  l’on  désigne  par  a,  p,  y 
Fig.  259.  les  angles  que  fait  la  droite  OL 

avec  les  axes,  on  a donc  l = acosa  = 6 cos^  = ccosy;  et,  en 
remplaçant  a,  h,  c par  leurs  valeurs 


(6)  -5 


l cos  a cos  P cosy 


B 


Chacun  de  ces  rapports  est  égal  au  nouveau  rapport 

cos*  g -H  cos*  ^ -4-  cos’  y j_ i 

VA*-l-B*-t-C*  VA’-(-B*-i-C*’ 

en  vertu  de  la  relation  cos*a-f-co8*P-I-cos*y  = i.  On  en  déduit 

cos  g cos  P cosy rh  i 

^ A ~"B~~“C~~yA*-l-B*-+-C*’ 

Ces  formules  déterminent  les  angles  que  fait  la  normale  au 
plan  avec  les  axes  des  coordonnées,  et,  par  conséquent,  les 
angles  que  fait  le  plan  avec  les  plans  des  coordonnées.  Le 
double  signe  se  rapporte  aux  deux  directions  opposées  de  la 
normale. 


ANGLE  DG  DEUX  PLANS. 

42Ï'— Soient  Ao;-l-By-l-Cz-4-D=o,  A'x-|-B'y-f-C's-l-D'=o 
les  équations  des  deux  plans.  L’angle  cherché  est  égal  à l’angle 
des  normales  menées  de  l’origine  aux  deux  plans  donnés.  Dési- 
gnons par  g,  p,  y les  angles  que  fail  avec  les  axes  la  première 
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normale,  par  a!,  p,  y les  angles  de  la  seconde  normale,  et  par 
V l’angle  clierché.  Les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  on 
a (n»  407) 

cosV  = cos  a cos  a' -t-  cos  P cos^'-t-  cosy  cosy^  ; 
d’où,  en  vertu  des  formules  (7), 

(8)  cosV  = ± A^-j-BB-l-CC^ 

Va*  + B*4-C*  VÂ'*  + B'*  -I-  C'« 

Pour  que  les  deux  plans  soient  perpendiculaires  entre  eux, 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  l’on  ait 

(9)  AA'+BB'  + CC'  = o. 

DISTANCE  d’cN  POINT  A LN  PLAN. 

428— Quand  nous  avons  cherché  les  angles  que  la  normale 
OL  au  plan  Aæh-  By-t-  Cs-t-D  = 0 fait  avec  les  axes  (n“42fi)j 
nous  avons  désigné  i>ar  l la  longueur  de  cette  normale,  et 
nous  avons  trouvé  les  rapports  égaux 

l cos  g cos  P cosy ± i 

ü~  A ~ B Ü VA’+B‘-+-C‘ 

11  en  résulte 

(.0)  t=  , ■ 

VA’-t-B*  + C’ 

Cette  formule  donne  la  distance  de  l’origine  au  plan  en  coor- 
données rectangulaires. 

11  est  facile  d’en  déduire  la  distance  d’un  point  quelconque  M 
ayant  pour  coordonnées  y,,  Si  l’on  transporte  les  axes 
parallèlement  à eux-mêmes  au  point  M,  l’éciuation  du  plan 
devient 

\x'  Bj/  — t—  C — |—  (Ax,  -f-  B y,  -f-  Cs?,  -t—  D)  o. 

En  vertu  de  la  formule  (10),  la  distance  du  point  M au  plan  a 
pour  expression 

hi)  t ~ (Aæ,  + Bÿ,-+-Cz,-t-  D) 

VA* -h  B* -K  C’ 

BR,  ^25 
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Si,  dans  l’équation  du  plan,  on  remplace  les  coefficients  par 
les  quantités  proportionnelles  données  par  les  formules  (6], 
l’équation  prend  la  forme 

(12)  x cos  a 4- y cos  P -t- Z cos  Y — l = o. 

Le  premier  membre,  dans  lequel  on  regarde  x,  y,  z comme 
les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de  l’espace,  exprime  la 
distance  de  ce  point  au  plan,  affectée  du  signe  + ou  du  signe 
— , suivant  que  le  point  et  l'origine  sont  situés  de  part  et 
d’autre  du  plan,  ou  du  même  côté. 


DE  LA  LIGNE  DROITE. 

PROJECTIONS  d’une  DROITE. 

4»9-La  manière  la  plus  simple  de  définir  une  droite  dans 
l’espace  est  de  la  considérer  comme  l’intersection  de  deux 
plans.  Une  droite  sera  donc  représentée  par  le  système  de  deux 
équations  du  premier  degré 

Aa;-+-By-t-Cz4-D  = o,  A'x-t-B'y-+-C'z4-iy  = o. 

Si  l’on  élimine  y ou  a;  entre  les  deux  équations,  on  obtiendra 
deux  équations  de  la  forme 

(1)  x = az-+-p,  y = bz-hq; 

ce  sont  les  équations  des  plans  qui  projettent  la  droite  sur  le 
plan  XOZ  ou  sur  le  plan  YOZ.  On  peut  aussi  considérer  chacune 
de  ces  équations  comme  étant  celle  de  la  projection  elle-même 
dans  son  plan. 

Si,  dans  les  équations  (1),  on  fait  z = o,  on  obtient  les  coor-* 
données  x = p,  y=^q  de  la  trace  de  la  droite  sur  le  plan  XOY. 

Quand  deux  droites  sont  parallèles,  leurs  projections  étant 
respectivement  parallèles,  les  coefficients  angulaires  o et  f»  sont 
les  mêmes  dans  les  équations  de  ces  droites. 

Les  équations  générales  d'une  droite  renferment  quatre  pa- 
ramètres arbitraires  a,  b,  p,  q. 
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K^l'ATION  UÉNÉRALE  DES  DROITES  Qtl  PASSENT  PAR  l'N  POINT  DONNÉ. 

430 —  Pour  qu’une  droite 

(i)  x = az-hp,  y = bz-^q 

passe  par  un  point  donné  M,  ayant  pour  coordonnées  x',  y',  z', 
il  faut  que  les  coordonnées  de  ce  point  vériflent  les  deux  équa- 
tions de  la  droite,  ce  qui  donne  deux  relations  x'  = az'  -i-p, 
y'  =z  bzf  -h  q,  servant  à déterminer  deux  des  paramètres,  par 
exemple  p et  q.  En  remplaçant  p et  g par  leurs  valeurs,  on 
obtient  les  équations 

(2)  X- x'  = a(z  — z'),  y — y'=b{z  — z'), 

dans  lesquelles  les  deux  paramètres  a et  b sont  arbitraires,  et 
qui  représentent  toutes  les  droites  passant  par  le  point  donné. 

DROITE  PASSANT  PAR  DEUX  POINTS  DONNÉS. 

431—  Les  équations  (2)  représentent  une  droite  quelconque 
passant  par  le  point  M;  celte  droite  passera  par  un  second 
point  M'  ayant  pour  coordonnées  x",  y",  z",  si  les  conditions 

x" — x'  = a{z"—  z'),  y"— ÿ'  = 6(a''— c') 

sont  vérifiées;  on  en  déduit 


et  la  droite  cliercbée  a pour  équations 
(3)  g — = j(g  — y — — 

OU  plus  simplement 

u\  — y~y'  — 

x"  — a/  y*  — y'  z"  — z'" 

On  obtient  immédiatement  les  équations  (2)  et  (3),  en  remar- 
quant que,  lorsqu’une  droite  passe  par  un  point,  les  projec- 
tions de  la  droite  passent  par  les  projections  du  point . 
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INTERSECTION  d’cNE  DROITE  ET  d’DN  PLAN. 

432- L  CS  coordonnées  du  point  de  rencontre  d’une  droite 
et  d’un  plan  s'obtiennent,  comme  celles  du  point  de  rencontre 
de  trois  plans,  par  la  résolution  de  trois  équations  du  premier 
degré  à trois  inconnues.  Si  les  équations  de  la  droite  sont 

x = az-hp,  y=:bz-hq, 

et  celle  du  plan 

Ax  + B y -f-  Ci  “t~  D = O, 

en  éliminant  x et  y,  on  obtient  la  coordonnée  s du  point  d’in- 
tersection 

Ap  -l-Bq  + D 

Au  “f—  B&  C 

Si  l’on  a 

(5)  A U -4- B 6 “H  C = O, 

la  valeur  de  z devenant  infinie,  le  jioint  de  rencontre  s’éloigne 
à l’infini  et  la  droite  est  parallèle  au  plan. 

Si  l’on  a en  même  temps 

(6)  A U B b -H  G = O,  A P +■  B Qf  D = o, 

la  valeur  de  z est  indéterminée  et  la  droite  a une  infinité  de 
points  communs  avec  le  plan,  c’est-à-dire  qu’elle  est  située 
dans  le  plan.  La  première  des  conditions  (6)  exprime  que  la 
droite  est  parallèle  au  plan;  la  seconde,  que  la  trace  de  la 
droite  sur  le  plan  des  xy,  trace  qui  a pour  coordonnées  {p,  q,  o), 
est  située  dans  le  plan. 

CONDITION  POUR  QUE  DEUX  DROITES  SE  RENCONTRENT. 

433 —  Deux  droites  placées  arbitrairement  dans  l’espace  ne 
se  rencontrent  pas  en  général;  pour  qu’elles  se  rencontrent,  il 
faut  que  leurs  équations 

I x — az-hp,  J x = a'z~hp', 

I y=bz-hq,  I y=b'z~hq', 
soient  satisfaites  par  un  même  système  de  valeurs  de  x,  y,  z; 
ceci  n’aura  lieu  que  si  la  condition 

(7)  (a  — «')  (î  — 9')  — [b  — b')  (p  — p')  = o, 

obtenue  par  l’élimination  de  x,  y,  z,  est  remplie. 
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ÉQUATION  GÉNÉRALE  DES  PLANS  QUI  PASSENT  PAR  LA  DROITE 
d’intersection  de  deux  PLANS  DONNÉS. 

4341— Soient  Ax-(-By4-Ca+D=o,  A'aH-B'y-4-C'a-(-D'=o 
les  équations  de  deux  plans;  l’équation 
(8)  (A  x -1-  Bÿ  + Cz  + D)  — A (A' J5  -h  B'y  -H  C'z  + D')  = o, 
dans  laquelle  le  paramètre  k est  arbitraire,  représentera  tous 
les  plans  qui  passent  par  la  droite  d’intersection  des  deux  pre- 
miers plans.  Il  est  évident  d’abord  (]ue,  quelle  que  soit  la  va- 
leur attribuée  au  paramètre  k,  le  plan  représenté  par  l’équa- 
tion l8)  passera  par  la  droite  d’intersection  des  plans  donnés; 
car  cette  équation  est  vérifiée  par  les  coordonnées  de  cbacun 
des  points  communs  aux  deux  plans.  On  voit  ensuite  que  l’é- 
quation (8)  représente  tous  les  plans  qui  [lassent  par  la  droite 
d’intersection  des  deux  plans  donnés;  car  l’un  quelconque  de 
ces  plans  est  défini  par  la  droite  d’intersection,  et  un  point 
(a/,  y'  z')  pris  arbitrairement  dans  l’espace;  or,  on  peut  déter- 
miner le  paramètre  k,  de  manière  que  le  plan  (8)  passe  par  ce 
point,  ce  qui  donne  la  condition 

(Ax'  4-  By'  C s'  D)  — A-  (AV  BY  + Gz>  4-  D')  = o, 
d’où  l’on  déduit  la  valeur  de  A.  Le  plan  cherché  a pour  équation 

. . Ax  4— B// 4“  G Z 4“  D A^x4— B’?/4-G^-4— D’ 
Aa/4-By'  4-C5'-HD  — AV4- B'y'-l-G'i'-t-D'' 

PAR  UNE  DROITE  MENER  UN  PLAN  PERPE.NDICULAIRE  A UN  PLAN  DONNÉ. 

4135 — Soient  Ax4-By-+-C34-D=o,  A'x4-B'y4-C'z4-D'=o, 
les  équations  de  la  droite  donnée,  A"x4-B"y4-C"z4-D"=o 
celle  du  plan  donné.  Le  plan  clierché,  passant  par  la  droite,  a 
une  équation  de  la  forme 

(Ax4-By -4-CZ4-D)  — A (A'x  4-B'y  4-C'’z  4-D')  = 0. 

Ce  plan  sera  perpendiculaire  au  [ilan  donné,  si  la  ( ondition 
A"  (A  — A AO  4-  B”  (B  — AB’)  4-  C"  (C  — A CO  = O 
est  vérifiée  (u®  427),  les  axes  étant  supposés  nctaugulaires;  on 
en  déduit 

A"A  + B"B4-C'C 
A'A"4-B'B"4-C'C"’ 
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et  le  plan  cherché  a pour  équation 

( lo)  (A'A"+FB'’+C'C")(Aa:4-By4-Cz+D)=(A''A4-B"B-l-C"C)(A'a;-l-B/ÿ+C': 

Les  trois  plans  donnés  forment  un  angle  trièdre;  par  l’une  des 
arêtes  nous  avons  mené  un  plan  perpendiculaire  à la  face  op- 
posée. Les  plans  menés  par  chacune  des  autres  arêtes  perpen- 
diculairement à la  face  opposée  ont  de  même  pour  équations 

(A"A-f-B"B-^C"C)(A'a:-l-B'y-+-C'3-l-iy)=(AA'-f-BB'+CC)(A"Æ-»-B''y-l-C'z+ 

(A.V-i-BB'-+-CCO(A''a:-t-B''y-+-C"z-KD'')=(A'A''-FB'B''-i-C'C")(Aa:-i-By-l-(>i 

En  ajoutant  les  deux  premières  équations  membre  à membre^ 
on  trouve  la  troisième;  on  en  conclut  que  les  trois  plans  pas- 
sent par  une  même  droite. 

ANGLES  d’L’NE  DROITE  AVEC  LES  AXES. 

430 — Dans  les  questions  relatives  à la  ligne  droite,  que 
nous  avons  traitées  jusqu’à  présent,  excepté  dans  la  question 
précédente,  nous  n’avons  fait  aucune  hypothèse  sur  les  coor- 
données; dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supposerons  les  coordon- 
nées rectangulaires. 

Soient  a:  = oz  -t-p,  y = bz-\-q  les  équations  d’une  droite. 

La  parallèle  OL  menée  par  l’origine 
(flg.  260)  aura  pour  équations 

x = az,  y = bz. 

- Désignons  par  a,  p,  y les  angles  que 
fait  la  droite  OL  avec  tes  axes.  Pre- 
nons sur  cette  droite  un  point  M, 
î’>g-260-  situé  à une  distance  l de  l’origine. 

Les  coordonnées  x,  y,  z du  point  M étant  les  projections  ortho- 
gonales de  la  droite  OM  sur  les  axes,  on  a 

a:  = 1 cosa,  y = / cos  p,  z = I cosy. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  de  la  droite  OL, 
il  vient 

cosa  = acosY,  cosp  = 6cosY, 
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cosa cos  fi cos  Y ±i  . 

a b I 1 

Le  double  signe  se  rapporte  aux  deux  directions  de  la  droite. 

PAR  CI»  POINT  MENER  ÜNE  DROITE  QUI  FASSE  AVEC  LES  AXES 
DES  ANGLES  DONNÉS. 

437 — Proposons-nous  de  mener  par  le  point  M',  dont  les 
coordonnées  sont  x',  y',  z',  une  droite  qui  fasse  avec  les  axes 
des  coordonnées  rectangulaires  les  angles  a,  y.  La  droite 
cherchée  est  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

X — x!  — a{z  — z'),  y — y'  = b{z  — z'); 

mais  on  a 

cosa  . cos  B 

a = * 6 = — 

cos Y cos  Y 

on  en  déduit 

, , x—x'  y — y'  Z — z' 

' cosa  cos  fi  cos  Y 

On  peut  obtenir  directement  ces  équations;  si  l’on  désigne 
par  X,  y,  z les  coordonnées  d’un  point  quelconque  M de  la 
droite,  et  par  p la  distance  M'M,  les  différences  x — acf,  y — y', 
z — z'  sont  les  projections  de  la  longueur  M'M  sur  les  axes  des 
coordonnées.  D’un  autre  côté,  si  la  longueur  M'M  est  comptée 
à partir  du  point  dans  la  direction  qui  fait  avec  les  axes  les 
angles  a,  p,  y»  ces  projections  sont  égales  à pcosa,  p cosp, 
P cosy;  si  la  longueur  M'M  est  comptée  dans  la  direction  oppo- 
sée, ces  projections  sont  égales  à — p cosa,  — p cosp,  — cosy. 
On  a donc,  dans  tous  les  cas, 

X — a/=pcosa,  y — y'  = pcosp,  3 — :'  = pcosy, 

X — a/  y — »/  3 — il 

ou  — - — = = p, 

cosa  cosp  cosy 

en  convenant  de  regarder  la  longueur  p comme  positive  ou 
négative,  suivant  qu’elle  est  parcourue  dans  la  première  di- 
rection ou  dans  la  direction  opposée. 
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ANGLE  UE  DEUX  DROITES. 

438 — Soient 

i x = az-\-p,  ( X — a' Z -h  p', 

\y=bz-^q,  \y=b'z-^q', 

les  équations  de  deux  droites.  On  déterminera  les  angles 
(*,  P,  y),  (x',  y')  de  chacune  d’elles  avec  les  axes,  puis  on 

exprimera  l’angle  V qu’elles  font  entre  elles  par  la  (ormule 
connue  (n“  4o7)-  On  a 


cosa  _ 

cos  fl 

a 

b 

■osa' 

cos^ 

cosy' ^ I 

a' 

6' 

i3)  cosV=:; 

± 

aa'  + 66'  -f- 1 

Va*  + 6’-l-i 


Les  droites  sont  perpendiculaires  entre  elles  lorsque  la 
relation 

(i4)  aa'+bb'-\-\  =o 

est  satisfaite. 


ANGLE  d’une  DROITE  ET  d’UN  PLAN. 


439 — Soient  x = az-\-p.  y — bz-\-q  les  équations  delà 
droite,  Aæ4-Bî/-|-C3  + D = o celle  du  plan.  L’angle  \’de  la 
droite  et  du  plan  est  complémentaire  de  l’angle  que  forme  la 
droite  avec  la  normale  au  plan. 

Si  l’on  appelle  a,  fi,  y les  angles  que  fait  la  droite  avec  les 
axes,  a',  fl',  y les  angles  que  fait  la  normale  au  plan  avec  les 
mêmes  axes,  on  a 


cos  a cos  fl cos  Y — I 

O b i yja*  _l_  _l_  I 

cos  a' cos  fl' cosy' ±i 

A ~ B “ C “y/A’-f-B’-hC*’ 

et,  par  suite, 

± (A  a -t-  B -I-  C) 


( 1 5)  sin  V 


V(A’+B’“-i-C*)(o*-t-6‘-l-i) 
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CONDITIONS  POUR  QU’UNE  DROITE  ET  UN  PLAN  SOIENT 
PERPENDICULAIRES. 


440— Soient,  comme  précédemment,  x=az-{-p,  y=bs-{-q 
les  équations  de  la  droite,  Ax-|-Bÿ-|-C2-(-D  = o celle  du 
plan.  En  désignant  par  a,  p,  y les  angles  de  la  droite  avec  les 
axes,  par  af,  y ceux  de  la  perpendiculaire  au  plan  avec  les 
mêmes  axes,  nous  avoris 


co  s a 
a 

cos  a' 


cos  P cos  y 

cos  P' cos  y 


Si  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan,  les  angles  a,  fi,  y étant 
respectivement  égaux  à af,  fJ',  y,  on  a,  en  divisant  les  rapports 
précédents  deux  à deux. 


(i6) 


A_B 
a b 


C 

i’ 


Des  relations  (i6)  on  déduit  aisément  ce  théorème  dont  on 
se  sert  en  géométrie  descriptive  : lorsqu’une  droite  est  per- 
pendiculaire à un  plan,  la  projection  de  la  droite  sur  un  plan 
quelconque  est  perpendiculaire  à la  trace  du  plan.  La  projec- 
tion de  la  droite  sur  le  plan  XOZ  a pour  équation  x = az-hp, 
l’é(j nation  de  la  trace  du  plan  est  Ax-i-Cs  -|-D  = o,  la  relation 

a = p-  exprime  que  les  deux  droites  sont  rectangulaires.  De 

Jg 

même  la  relation  ^ ^ exprime  que  la  projection  de  la  droite 

sur  le  plan  YOZ  est  perpendiculaire  à la  trace  du  plan. 

PAR  UN  POINT  DONNÉ  MENER  UNE  DROITE  PERPENDICULAIRE  A UN 

PLAN  DONNÉ. 


441 — Soient  af,  y,  z'  les  coordonnées  du  point  donné  M, 
Aa;-+-Bÿ-l-Cz-l-D  = o l’équation  du  plan.  Les  équations  de 
la  droite  cherchée  seront  de  la  forme 

X — xf  = a{z  — z'),  y — iy  = b(z  — z'). 
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Cette  droite  sera  perpendiculaire  au  plan  donné,  si  les  relations 

A_B_C 
a b I 

sont  vérifiées;  on  en  déduit 


et,  par  suite,  la  droite  cherchée  a pour  équations 

x — x^  = ~(z  — z'),  y — = | (Z  — i/), 

ou,  plus  simplement, 

, . X — x'  y — y'  Z — z' 

<■")  — =V^=-c— 

On  obtient  immédiatement  ces  équations,  en  remarquant 
que  les  numérateurs  sont  proportionnels  aux  cosinus  des 
angles  que  la  droite  fait  avec  les  axes,  tandis  que  les  dénomi- 
nateurs sont  proportionnels  aux  cosinus  des  angles  que  la  nor- 
male au  plan  fait  avec  les  axes;  la  droite  coïncidant  avec  la 
normale,  ces  deux  séries  de  quantités  sont  proportionnelles. 

44Î — Les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire,  c’est- 
à-dire  du  point  P où  la  perpendiculaire  perce  le  plan,  seront 
données  par  les  deux  équations  (17)  jointes  à l’équation  du 
plan.  On  peut  mettre  l’équation  du  plan  sous  la  forme 

A (X  - + B (y  - yO  C (z-z>)  = - (A a/-)-  B y'-f- C z'+D); 

en  ajoutant  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  rapports 
égaux  (17),  après  avoir  multiplié  les  deux  termes  du  premier 
par  A,  ceux  du  second  par  B,  ceux  du  troisième  par  C,  on 
forme  un  nouveau  rapport  égal  à chacun  des  précédents 

A(x — a^)-f-B(y  — i/)-hC{z  — z'] — (Aa/-4-By'-l-Cz'-4-D). 

A*4-B’-H-C*  ~ â^Tb*Tc*  ’ 

on  a ainsi  les  équations 

g x—x'  _ y— y'  _ z—z'  _ — (A x' -+-  Bj/ -H  C z' -t-  D) 

^ ^ A B ~ C — A’-l-B‘-t-C* 

qui  déterminent  le  pied  de  la  perpendiculaire. 
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On  obtiendra  la  longueur  de  la  perpendiculaire  en  rempla- 
çant les  différences  x — d,  y — y',  z — z'  par  leurs  valeurs 
dans  la  formule 

l = yj[x  — x')*  +[y  — y'Y  + (a  — i')*, 
ce  qui  donne 

” VA‘4-B*-+-C* 

On  retrouve  ainsi  la  formule  à laquelle  nous  avons  déjà  été 
conduits  par  une  autre  méthode  (n®  428). 

PAR  LN  POINT  DONNÉ  MENER  ÜN  PLAN  PERPENDICULAIRE  A UNE 

DROITE  DONNÉE. 

4143 — Soient  x',  y',  z'  les  coordonnées  du  point  donné  M, 
x = az  -4-p,  y = bz-\-q  les  équations  de  la  droite.  Le  plan 
cherché,  passant  par  le  point  M,  a une  équation  de  la  forme 

A{x  — a/)  4-  B (y  — y')  -4-  C (z  — z')  = o. 

Ce  plan  sera  perpendiculaire  à la  droite,  si  les  relations 

A B^C 
a~  b~  i 

A B 

sont  vérifiées.  En  remplaçant  les  rapports  q et  par  leurs 

valeurs  a et  b,  l’équation  du  plan  cherché  devient 

(19)  a(.T  — y)-)-6(y  — y')  + (2  — -)  = o. 

On  obtient  encore  immédiatement  cette  équation,  en  remar- 
quant que  les  quantités  a,  b,  i sont  proportionnelles  aux  co- 
sinus des  angles  que  fait  la  droite  donnée  avec  les  axes,  tandis 
que  les  quantités  a:  — a^,  y — 1/,  z — z' sont  proportionnelles 
aux  cosinus  des  angles  que  fait  avec  ces  mêmes  axes  la  droite 
qui  va  du  point  M à un  point  quelconque  du  plan;  ces  deux 
directions  étant  rectangulaires,  la  somme  des  produit?  de  ces 
quantités  deux  à deux  doit  être  égale  à zéro. 

444— On  aura  le  point  P ou  le  plan  coupe  la  droite,  en 
joignant  l’équation  du  plan  aux  deux  équations  de  la  droite; 
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celles-ci  étant  mises  sous  la  forme 

X—  —a[z—  z‘)  — {ûc'  — az'  — p), 
y — y'^b{z-z')  — (i/-bz'  — q), 

on  en  déduit,  en  remplaçant  x — x'  et  y — 1/  dans  l’équation 
du  plan 

, ,/ djx^  — az'  — p)  + 6 {y'  — bz'  — g) 

A l’aide  de  ces  formules,  ou  calculerait  aisément  la  distance 
MP  du  point  a la  droite  donnée;  mais  nous  l’obtiendrons  plus 
rapidement  par  une  antre  méthode. 

PAR  LN  POINT  DONNÉ  MENER  UNE  DROITE  PERPENDICULAIRE  A UNE 
DROITE  DONNÉE. 

^■*5 — Soient  x',  y',  z'  les  coordonnées  du  point  donné  M, 
x = az-hp,  y=bz-{-q  les  équations  de  la  droite  donnée.  La 

droite  cherchée  est  l’intersection  de  deux  plans,  l’un  mené  par 
le  point  et  la  droite  donnés,  l’autre  mené  par  le  point  donné 
perpendiculairement  à la  droite  donnée.  Le  premier  a pour 
équation  (n“  434) 

X — az  — P y — bz  — q 

x'— az'  — P ~~  ÿ — bz'  — q’ 

le  second  (n®  443) 

a(x  — x')  + b{y  — y')-h{z  — z')  = o-, 
ces  deux  équations  simultanées  représentent  la  droite  cherchée. 

DISTANCE  d’un  POINT  A UNE  DROITE  DONNÉE. 

440— Appelons  toujours  x',  i/,  z'  les  coordonnés  du  point 
donné  M.  Supposons  d’abord  que  la  droite  donnée  OL  passe 
par  l’origine,  et  désignons  par  a,  fi,  y les  angles  qu’elle  fait 
avec  les  axes  des  coordonnées  rectangulaires.  La  perpendicu- 
laire MP,  abaissée  du  point  M sur  la  droite  OL,  étant  un  côté 
d’un  triangle  rectangle  OMP  (fig.  261),  on  a 

1*  = MP*=Ô1*  — OP*. 
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La  distance  OM  est  connue  ; elle  est  donnée  par  la  formule 
ÔM*  = a:'*  + y'*-+-5'*. 

louant  à la  distance  OP,  c’est  la  projection  de  la  droite  OM  sur 
Z I la  droite  OL;  en  exprimmt  que  la  pro- 

jection de  la  droite  OM  est  égale  à 
celle  de  la  ligne  brisée  OABM,  dont 
les  côtés  sont  les  coordonnées  od,  y',  z' 
- du  point  M,  on  a 


OP cosa  -H  y'  cos  fi  4-  cosy. 
11  vient  de  la  sorte 
(20)  P = y ’ -H  s'*  — cos  a 4-  y'  cos  cos  y)’. 


On  peut  mettre  cette  formule  sous  une  autre  forme.  Si  l’on 
multiplie  la  quantité  x'*  4- y”  4- 2"  par  co»’a4-cos’fl4-cos*y, 
c’est-à-dire  par  l’unité,  on  a 

-t-  y/*  4-  s'*)  (cos*a4-cos’P-H  cos’  y)  — (*'  cos  a y'  cos  P -f-  2'  co 

en  effectuant  les  calculs  et  groupant  convenablement  les 
termes,  il  vient 

P=  (y' cos  y — 5' cos  P)’ 4-  (z^cosa  — aycosy)’4-  (a^cosp  — y'cc 
Supposons  maintenant  que  la  droite  donnée  ne  passe  pas  par 
l’origine,  et  soient 

x = az-\-p,  y = i»24-y 


les  équations  de  celte  droite.  Imaginons  que  l’on  transporte 
les  axes  parallèlement  à eux-mêmes  en  un  point  de  la  droite, 
par  exemple  au  point  (p,  q,  0)  ou  elle  perce  le  plan  XOY;  les 
coordonnées  du  point  M relativement  à ces  nouveaux  axes 
étant  x' — P,  y'  — q,  a',  on  aura,  en  appliquant  la  formule  (21), 

P = [{y'— q)  cos  y — z'  cos  [i]*  -+-  f (a:/  — p)  cosy  — z'  cos  a]’ 

4- [(a/ — p)  cos  P — (y'  — y)  cosa]’; 

si  l’on  remplace  enfin  cosa,  cos [3,  cosy  par  leurs  valeurs,  on 
obtient  la  formule 

, ^ „ (x'—az>—p)*-h(y^—bz'—q)*-h[bix'—p)  — a{y'—q)]'‘ 

(22)  p= 
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PLUS  COURTE  DISTANCE  DE  DEUX  DROITES. 

44y — Soient  x = az-{-p,  y = 6z-t-g  les  équations  delà 
première  droite  AB,  x = a'z-{-p',  y = Vz-\-q[  celles  de  la 

droite  CD  (ûg.  262).  On  sait  que  la 
perpendiculaire  commune  MN  à ces 
deux  droites  mesure  leur  plus  courte 
distance.  On  sait  aussi  que  la  lon- 
gueur l de  cette  perpendiculaire 
commune  MN  est  égale  à la  distance 
dTm  point  quelconque  de  la  droite 
CD  au  plan  P mené  par  la  droite  AB 
parallèlement  à CD.  Cherchons  d V 
hord  Téquation  du  plan  P;  tout  plan  mené  par  la  droite  AB  a 
une  équation  de  la  forme 

{x  — az  — p)  — k {y  — bz  — q)  — o; 
ce  plan  sera  parallèle  à CD,  si  la  condition  (n°  432) 
a'  — kb'  — {a  — kb]  — o 
d o! 

est  remplie;  on  en  déduit  A = ^ » et,  par  suite,  le  plan  P 

a pour  équation 

(23)  (6  — 6')  (x  — az  — p)  — (0  — aO  (y  — bz  — q)=  o. 

La  distance  à ce  plan  d"un  point  quelconque  de  la  droite  CD, 
par  exemple  du  point  (p',  q',  0'),  où  elle  perce  le  plan  XOY,  a 
pour  expression  (n°  428) 

(24)  l—±  ~ iP—P')  — («  — «0  (Q  — 

V(o  — a')‘  -t-  (6  — b')*  4-  (ab'  — ba')* 

Telle  est  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  données. 

44»— Si  l’on  demandait  les  équations  de  la  perpendicu^ 
laire  commune  MN,  il  faudrait,  par  chacune  des  droites  don- 
nées AB,  CD,  mener  un  plan  perpendiculaire  au  plan  P;  ces 
deux  plans,  par  leur  intersection,  détermineraient  la  droite 
MN.  Un  plan  (x  — az—p)  — k(y  — bz  — q)  = o^  mené  parla 
droite  AB,  sera  perpendiculaire  au  plan  P représenté  par 
l’équation  (23),  si  la  condition  (n°  427) 

(6  -(»')-+-  fc  (a  — aO  ~(a  — kb)  [ab’  — ha')  — o 
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est  vérifiée  ; on  en  déduit  la  valeur  de  k,  et  le  plan  cherché  a 
pour  équation 

(25)  (a  — a')  {x  — az  —p)  -t-  (6  — b')  (y  — bz  — q) 

-h(aV  — ba')  [6{x — p)  — a[y  — q)]=o. 

Le  plan  mené  par  la  droite  CD,  perpendiculairement  au  plan  P, 
a de  même  pour  équation 

(26)  (a' — a)(x  — a!  Z — — b)(y  — b' z — q') 

-h  (a'  b — b'  a)  [b'  {x —p')  — a'  (y  — q')]=o. 

Les  deux  équations  simultanées  (25)  et  (26)  représentent  la 
perpendiculaire  commune  MN. 

SPHÈRE. 

440— La  surface  de  la  sphère,  étant  le  lieu  des  points  dis- 
tants du  centre  d’une  quantité  constante  égale  au  rayon,  a 
pour  équation,  en  coordonnées  rectangulaires, 

(x  — ay  +{y  — by  -H  (s  — c)’  = r*. 

Si,  à l’équation  d’une  sphère,  on  joint  celle  d’un  plan,  on 
aura  les  équations  de  la  ligne  d’intersection,  c’est-à-dire  d’un 
cercle  dans  l'espace. 


EXERCICES. 

Étant  donnés  nn  système  de  trois  axes  rectangulaires  et  un  point  sur 
chacun  des  axes  ; trouver  en  fonction  des  coordonnées  des  trois  points, 
les  coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  qui  aurait 
pour  sommets  les  trois  points,  2°  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  in- 
scrit dans  te  même  triangle. 

2°  Étant  donnée  une  conique,  trouver  dans  l'espace  le  lieu  des  points 
tels  que  la  distance  de  chacun  d'eux  k l'un  quelconque  des  points  de  la  co- 
nique suit  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  du  point  de  la  conique. 

La  distance  est  aussi  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  du  point 
cherché. 

Si  l'on  joint  deux  points  fixes  du  lieu  è un  point  quelconque  de  la  co- 
nique, la  somme  ou  la  différence  des  distances  est  constante. 

3*  Démontrer  que,  si  par  chacune  des  arêtes  d’un  angle  triëdre  et  la 
bissectrice  de  la  face  opposée,  on  fait  passer  un  pian,  les  trois  plans  ainsi 
obtenus  se  coupent  suivant  une  même  droite. 
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4*  Étant  donnés  un  trièdre  et  une  droite  passant  par  son  sominet,  par  la 
droite  Gxe  et  chacune  des  arêtes  on  fait  passer  un  plan  qui  partage  la  face 
opposée  en  deux  angles;  démontrer  que  le  produit  des  sinus  de  trois  seg- 
ments non  consécutifs  est  égal  au  produit  des  trois  autres.  (Kéciproque  ) 

5"  Étant  donné  un  trièdre,  par  le  sommet  on  mène  un  plan  quelconque 
qui  détermine  sur  chaque  face  deux  segments;  démontrer  que  le  produit 
des  sinus  de  trois  segments  non  consécutifs  est  égal  et  de  signe  contraire 
au  produit  des  trois  autres.  (Réciproque.) 

6*  Trouver  l’aire  d'un  triangle  en  fonction  des  coordonnées  des  som- 
mets, les  axes  étant  rectangulaires. 

7*  Trouver  le  volume  d'un  tétraèdre  ayant  l'un  de  ses  sommets  à l'ori- 
gine en  fonction  des  coordonnées  des  trois  autres  sommets. 

8*  Démontrer  que  les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  cètés 
opposés  d’un  tétraèdre  passent  par  un  même  point. 

9*  Trouver  l'équation  d'un  plan  mené  par  un  point  de  l’axe  des  t per- 
perpcndiculairement  !i  cet  axe,  les  coordonnées  étant  obliques. 

Application  à la  détermination  du  centre  d'une  sphère  donnée  par  son 
équation  en  coordonnées  obliques,  au  moyen  de  plans  perpendiculaires  aux 
axes. 

t0“  Les  six  plans  des  cercles  d’intersection  de  quatre  sphères  prises 
deux  11  deux  se  coupent  en  un  même  point. 


CHAPITRE  IV. 


Génération  des  oorfaceo. 


450— On  définit  quelquefois  une  surface  par  une  propriété 
commune  à chacun  de  ses  points;  dans  ce  cas,  on  obtient  l’é- 
quation de  la  surface  en  traduisant  analyti(|tiement  celte  pro- 
priété. Mais,  en  général,  on  définit  une  surface  par  le  mouve- 
ment d’une  ligne  dans  l’espace.  Soient 

F(x,  y,  Z,  a)=o,  F,(j-,  y,  z,  a]  = o 

les  équations  d’une  ligne  renfermant  un  paramètre  arbitraire 
a;  si  l’on  fait  varier  a d’une  manière  continue,  la  ligne  se 
meut  dans  l’espace  et  engendre  une  surface.  On  obtiendra 
l’équation  de  cette  surface  en  éliminant  le  paramètre  a entre 
les  deux  équations  de  la  ligne  mobile  (n”  98). 
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Supposons  que  les  équations  de  la  ligne  mobile 

F(a;,  y,  z,  a,  b)  = o,  F,(rr,  y,  z,  a,  6)  = o 

renferment  deux  paramètres  variables  a et  5,  assujettis  à vé- 
rifler  la  relation  ç (a,  b)  = o.  Un  seul  de  ces  paramètres  sera 
arbitraire,  et  la  ligne,  dans  son  mouvement,  engendrera  en- 
core une  surface,  dont  on  obtiendra  l’équation  en  éliminant 
les  deux  paramètres  a et  6 entre  les  trois  équations  précédentes. 

En  général,  si  les  deux  équations  d’une  ligne  mobile  ren- 
ferment n paramètres  variables,  assujettis  à vérifier  n — i 
équations  de  condition,  celte  ligne  engendrera  une  surface  dont 
on  obtiendra  l’équation  en  éliminant  les  n paramètres  va- 
riables entre  les  deux  équations  de  la  ligne  et  les  n — i équa- 
tions de  condition. 

On  donne  le  nom  de  génératrice  à la  ligne  mobile  qui  en- 
gendre la  surface.  On  déflnit  ordinairement  le  mouvement  de 
la  génératrice  en  l'assujettissant  à glisser  sur  certaines  lignes 
fixes,  que  l’on  nomme  directrices.  Soient 

y,  ")  = o,  f^{x,y,z)=o 

les  équations  d’une  directrice;  pour  que  la  génératrice  ren- 
contre la  directrice,  il  faut  que  les  quatre  équations  de  ces 
deux  lignes  soient  vérifiées  par  un  même  syslèine  de  valeurs 
de  X,  y,  z;  si  donc,  entre  ces  quatre  équations,  on  élimine  x, 
y,  z,  on  obtiendra  une  équation  de  condition  entre  les  para- 
mètres a,  b,...  que  renferment  les  équations  de  la  généra- 
trice. Chaque  directrice  donnera  ainsi  une  équation  de  condi- 
tion entre  les  paramètres  variables.  Ainsi,  lorsque  les  équations 
de  la  génératrice  renferment  n paramètres  variables,  il  faut 
assujettir  cette  ligne  mobile  à glisser  sur  n — i directrices. 

On  appelle  surfaces  réglées  les  surfaces  engendrées  par  le 
mouvement  d’une  ligne  droite.  Les  équations  générales  d’une 
ligne  droite  renfermant  quatre  paramètres  variables,  il  faut 
trois  directrices  pour  définir  le  mouvement  d’une  ligne  droite. 
Parmi  les  surfaces  réglées,  nous  étudierons  particulièrement 
les  surfaces  cylindriques,  les  surfaces  coiiiques  et  les  surfaces 
conoïdes. 

BR.  20 
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SURFACES  CYLINDRIQUES. 

451 — On  ajipelle  surface  cylindrique  une  surface  engen- 
drée par  une  droite  qui  se  meut  en  reslanl  constamment 
l>arallèle  à elle-même. 

La  génératrice  sera  représentée  par  les  équations 
x = az-hj),  y = bz-hq, 

dans  lesquelles  les  paramètres  a et  b sont  constants,  et  les  deux 
paramètres  p et  q variables.  On  définira  le  mouvement  de  la 
génératrice,  en  rassiijetlisant  à glisser  sur  une  directrice  don- 
née, ce  qui  fournira  une  équation  de  condition  o(p,  q)  = » 
entre  les  deux  paramètres  variables  p et  q.  On  obtiendra  l’é- 
quation de  la  surface,  en  éliminant  ces  deux  paramètres  entre 
les  deux  équations  de  la  génératrice  et  l’équation  de  condition; 
si  l’on  remplace  dans  cette  dernière  p cl  q par  leurs  valeurs 
X — az,  y — bz,  tirées  des  deux  premières,  on  a l’équation  de 
la  surface  cylindrique 

(i)  o(,r  — a:,  y- è:)  = o. 

453 — Plus  généralement,  la  génératrice  peut  être  repré- 
sentée par  les  deux  équations 

ax-hby-hcz->rd  = a.,  a'x  -t-  y y -^d  d'  = fi, 

dans  lesquelles  les  deux  paramètres  a et  fi  sont  seuls  variables; 
car  chacune  de  ces  équations  étant  celle  d'un  plan  qui  se  meut 
parallèlement  à lui-même,  la  droite  d’intersection  conserve 
aussi  la  même  direction.  Les  deux  paramètres  a et  fJ  sont  liés 
par  une  équation  de  condition  o(a,  fS)  = o;  l’élimination  des 
deux  paramètres  a et  fi  donne  l’équation  de  Ig  surface  cylin- 
drique 

{2)  <p(«.r-i-èy-f-c  4-c'3H-d')  = o. 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  ('».)  ne  peut  re- 
présenter qu’une  surface  cylindrique.  Si  l’on  pose,  en  effet, 

ax  -j—  by  -t-  cz  -t-  d sc,  cd  x -H  y y -i—  c » -f-  d'  fi  ; 

l’équation  proposée  devient  o(a,  fi)  = o;  ù tout  système  de 
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valeurs  réelles  de  a et  vérifiant  cette  équation,  correspond 
une  droile  ayant  une  direction  déterminée;  l’ensemble  de  ces 
droites  forme  une  surface  cylindrique.  Ainsi,  l’équation  géné- 
rale des  surfaces  cylindriques  est  une,  équation  quelconque 
entre  deux  polynômes  du  premier  degré  en  x,  y,  z. 

Cependant,  il  peut  arriver  (|ue  l’équation  o(a,  li)  = o n’ad- 
mette qu’un  nombre  fini  de  solnlions  réelles;  dans  ce  cas, 
l’équation  (a)  ne  représente  qu’un  nombre  limité  de  droites, 

453 —  Supposons  (|ue  la  suifacc  ait  pour  directrice  une 

courbe  plane,  située  dans  le  plan 
XOA"  (fig.  et  soit  9 {x,  y)  = o 
l’équation  de  cette  courbe  rap- 
portée aux  axes  OX  et  OY;  la 
trace  C de  la  génératrice  (ill 

x = az-{-p,  y = bz-hq 

sur  le  planXOV  a pourcoordon- 
* nées  x=p,  yz=q;  cette  trace 
devant  appartenir  à la  directrice, 
on  aura  l’équation  de  condition 
9 {p>  9)  = c,  et  la  surface  cylin- 
drique sera  représentée  par  l’é- 
quation (;>{x  — az,  y — bz)  = o.  On  voit  que,  si  la  directrice 
plane  est  algébrique  ( t de  l’ordre  m,  la  surface  cylindrique  est 
aussi  algébrique  et  de  l’ordi  e m. 

SL'KI'ACES  COMQCES. 

454—  On  appelle  surface  conique  une  surface  engendrée 
par  une  droite  qui  tourne  autour  d’un  point  fixe. 

Désignons  i>ar  o’j,  z„  les  coordonnées  du  point  fixe,  c’est- 
à-dire  du  sommet  du  cône;  les  équations  de  la  génératrice 
seront  de  la  forme 

M M 3, 

fl  et  à étant  deux  paramètres  variables.  On  définira  le  mouve- 
ment de  la  génératrice  en  l’assujettissant  à glisser  sur  une 
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directrice  donnée,  ce  qui  fournira  une  équation  de  condition 
ç (a,  6)  = O entre  les  deux  paramètres  Tariables  a et  b.  En  éli- 
minant a et  6 entre  cette  équation  et  les  deux  équations  de  la 
génératrice,  on  obtiendra  l’équation  de  la  surface  conique 


y— ÿo\ 
s — V 


= o. 


C’est  une  équation  homogène  entre  les  trois  différences  x — 

y 2/o>  " -"O* 

Réciproquement,  toute  équation  homogène  entre  les  trois 
différences  æ — x„  y — f/„,  z — s,  ne  peut  représenter  qu’une 
surface  conique.  Car  on  pourra  mettre  cette  équation  sous  la 
forme  (3);  si  l’on  pose  ensuite 


= b, 


réquation  proposée  devient  çp(a,  6)  = o;  à tout  système  de 
valeurs  réelles  de  a et  b,  satisfaisant  à cette  équation,  corres- 
pond une  droite  passant  par  le  point  fixe  y,,  ; l’ensemble 

de  ces  droites  forme  une  surface  coni(]ue. 

Cependant,  si  l’équation  o (a,  b)  = o n’avait  qu’un  nombre 
limité  de  solutions  réelles,  on  n’aurait  qu’un  nombre  limité 
de  droites.  Dans  le  cas  où  cette  équation  n’a  pas  de  solutions 
réelles,  il  peut  arriver  que  l’équation  (3)  soit  vérifiée  par  les 
valeurs  ÿ„,  z,;  alors  elle  représente  un  point  unique. 

Quand  on  place  l’origine  des  coordonnées  au  sommet  du 
cône,  l’équation  de  la  surface  conique  se  réduit  à la  forme 


(4)  ? 


= 0, 


C’est  une  équation  homogène  entre  les  trois  coordonnées  x, 

y,  Z. 

4S5 — Considérons  le  cas  où  la  directrice  est  une  courbe 
plane.  Prenons  le  sommet  du  cône  pour  origine  des  coordon- 
nées, et  supposons  le  plan  XOY  parallèle  au  plan  de  la  courbe 
(fig.  264).  Soient  z=c,  (f(x,  y)=o  les  équations  de  la  directrice, 
x—az,  y=bz,  celles  de  la  génératrice;  la  trace  de  la  généra- 
trice sur  le  plan  de  la  directrice  ayant  pour  coordonnées  z=c, 
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x = M,  y = bc,  pour  que  ce  point  G appartienne  à la  directrice, 

il  faut  que  Féquation  de  condition 
f (ac,  bc)  = O soit  vérifiée.  En  éli- 
minant a et  6 entre  cette  équation 
et  celles  de  la  génératrice,  on  ob- 
tient l’équation  de  la  surface  co- 
nique 


On  voit  que,  si  la  directrice  plane 
est  algébrique  et  de  l’ordre  m,  la 
Fig.  264.  surface  conique  est  aussi  algébri- 

que et  de  l’ordre  ni. 

SLRFACE.S  COKÜÏUES. 

456 — On  appelle  surface  conoïde  une  surface  engendrée 
par  une  droite  qui  se  meut  en  restant  constamment  parallèle 
un  même  plan  que  l’on  nomme  plan  directeur,  et  en  glissant 
sur  une  droite  fixe  appelée  axe  du  conoïde  et  sur  une  seconde 
directrice  quelconque. 

Prenons  la  directrice  rectiligne  pour  axe  des  z,  et  supposons 
le  plan  XOY  parallèle  au  plan  directeur.  La  génératrice  sera 
représentée  par  des  équations  de  la  forme 


La  directrice  donnera  une  équation  de  condition  <p  (a,  fl)  = o 
entre  les  deux  paramètres  variables  a et  fJ.  La  surface  conoïde 
aura  pour  équation 

(5)  ?(z.  |)  = û. 

437 — Supposons  que  l’axe  OZ  soit  perpendiculaire  au  plan 
directeur  (fig.  260),  et  que  la  directrice  soit  un  cercle  situé  dans 
un  plan  perpendiculaire  au  plan  directeur.  Faisons  passer  l’axe 
OX  par  le  centre  G du  cercle  et  prenons  le  plan  YOZ  parallèle  au 
plan  du  cercle;  ce  cercle  aura  des  équations  de  la  forme  x—a, 
jy*4-;’  = r’.  Pour  que  la  génératrice  GH  s’appuie  sur  le  cor- 
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de,  il  faut  que  les  paramètres  a et  [i  salisfasseut  ù lu  relaliuu 
= Le  conoïde  est  doue  représenté  par  lequatiun 
(lu  quatrième  degré  a- ÿ-  — r-x^  = o.  Si  l’on  coupe  la 

surface  par  un 
plan  parallèle  au 
. -H  jdan  directeur, 

''  1 on  obtient  évi- 

_t\-  dennnent  deux 

/ génératrices  GH, 

Gll';  l’angle  de 
ces  deux  généra- 
trices diminue  à 
mesure  que  le 
plan  sécant  s’é- 
l ig.  2K.  lève;  enfln,  le  co- 

lloïde se  termine  par  une  arête  1)B. 

Coupons  la  surface  par  un  plan  EVE'  l>arallèle  au  plan  du 
cercle;  ce  plan  a pour  équation  x = a' ; la  courbe  d’intersec- 
tion a’y’  — a'*r-  = o est  une  ellipse  dont  le  demi-axe 

IF  est  constamment  égal  à r et  dont  l’autre  axe  EE'  diminue 
jusqu’à  zéro,  quand  le  |dan  sécant  se  rapproche  de  l’axe  du 
conoïde. 

StnFXCES  DE  RÉVOLUTION. 

458 — On  appelle  surface  de  révolution  une  surface  engen- 
drée i»ar  la  rotation  d’une  ligne  autour  d’un  axe  fixe  auquel 

elle  est  invariablement  liée. 

•Z 

I ^ Clmijue  point  M de  la  généra- 

trice décrit  un  cercle  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à l’axe  et  qui 
a pour  centre  le  pied  P de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point 
M sur  l’axe  (tig.  266).  Les  cercles 
décrits  par  les  différents  points 
de  la  génératrice  ont  été  nom- 
més les  parallèles  de  la  surface. 

I Les  sections  faites  par  des  plans 

28C'  (|ni  passent  par  l’axe  sont  égales 


/. 


f 

i 


\ 


0 

\ 
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entre  elles;  ce  sont  les  mériditns  de  la  surface.  Ordinaiieiiieut 
on  choisit  pour  génératrice  de  la  surface  une  courbe  méri- 
dienne. 

On  peut  aussi  concevoir  une  surface  de  révolution  comme 
engendrée  par  le  mouvement  d’un  cercle,  de  rayon  variable, 
dont  le  centre  parcourt  nue  ligne  droite,  dont  le  plan  reste 
pet-pendicülaire  à celle  droite,  et  qui  rencontre  la  génératrice 
donnée. 

Supposons  d’abord  (jue  l’on  prenne  l’axe  de  rotation  pour 
axe  des  s,  les  coordonnées  étant  rectangulaires;  un  parallèle 
de  la  surface  sera  représenté  par  des  équations  de  la  forme 

en  exprimant  que  ce  cercle  rencontre  la  génératrice  donnée, 
ou  obtiendra  une  équation  de  condition  <;>{«,  fi)=o  entre  les 
deux  paramètres  variables  a et  (i.  Si  l’on  élimine  a et  fi  entre 
cette  équation  et  les  deux  équations  du  parallèle,  on  aura 
ré(iuation 

((»)  O (v'j’-'h.v’,  r)=o 
de  la  surface  de  révolution. 

4SO — Cherchons,  par  exemple,  réijualion  de  la  surface 
engendrée  par  une  droite  AB,  tournant  autour  d’un  axe  OZ 
(fig.  2(>7).  Prenons  l’axe  de  rotation  pour 
axe  des  z,  la  perpendiculaire  commime 
entre  l’axe  et  la  droite  AB  dans  une  de 
ses  positions  pour  axe  des  y,  et  une  per- 
pendiculaire au  plan  YOZ  pour  axe 
des  X.  La  droite  AB,  dans  cette  position 
particulière,  aura  pour  équations 

y = a,  x = mz, 

a élaiit  la  j>lus  courte  distance  OA,  m 
Fig.  S67.  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle 

ZOB'  que  fait  l’axe  OZ  avec  la  droite  OB'  parallèle  à AB.  Pour 
(jue  le  cercle  parallèle  x--h  y‘='-/:‘,  z = 'fi  rencontre  la  droite 
AB,  il  faut  que  l’équation  do  condition  a-  — que 

l’on  obtient  en  éliminant  x,  y,  z cuire  les  équations  de  la 
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droite  et  celles  du  cercle,  soit  vérifiée;  l’élimination  des  deux 
paramètres  variables  a et  ^ entre  cette  équation  de  condition 
et  celles  du  cercle,  donne  Téquation  de  la  surface  de  révolution 

(7)  — 

Si  l’on  fait  y = o dans  cette  équation,  on  obtient  la  trace  de 
la  surface  sur  le  plan  XOZ;  c’est  une  hyperbole  x’ — ni*z’=a’, 
ayant  son  axe  transverse  OD  dirigé  suivant  OX,  et  pour  asym- 
ptotes les  droites  OB^  et  OC'  également  inclinées  de  part  et 
d’autre  sur  OZ.  On  peut  considérer  la  surface  comme  engen- 
drée par  cette  hyperbole  méridienne  tournant  autour  de  son 
axe  imaginaire.  C’est  pourquoi  on  lui  a donné  le  nom  à’hyper- 
boloide  de  révolution  à une  nappe. 

L’équation  (7)  ne  renfermant  le  coefficient  angulaire  m 
(ju’au  carré,  il  est  clair  que  la  même  surface  sera  engendrée 
par  les  deux  droites  AB  et  AC,  toutes  deux  perpendiculaires  à 
OA,  et  également  inclinées  de  part  et  d’autre  sur  la  droite  AZ' 
parallèle  à OZ. 

460— Considérons  en  particulier  le  cas  où  la  génératrice 
est  la  courbe  méridienne;  cette  courbe,  que  l’on  peut  supposer 
placée  dans  le  plan  XOZ,  est  représentée  par  les  équations  y=o, 
z]=o.  Si  l'on  élimine  x,  y,  z entre  ces  deux  équations  et 
celles  du  parallèle  x- -i- y’ = a’,  z = ^,  on  obtient  l'équation 
de  condition  (a,  fi)  = o.  L’équation  de  la  surface  de  révo- 
lution est  donc  

é/{Vx'-+-y‘,  2)=  O, 

On  l’obtient  en  remplaçant  x par  \Jx*+y*  dans  l’équation  du 
méridien. 

Par  exemple,  si  la  courbe  méridienne  est  l’hyperbole 
x’  — m^z^—a-,  riiyperboloïde  de  révolution  à une  nappe  aura 
pour  équation  x’-hy’  — m’z’  = a’. 

Comme  second  exemple,  considérons  le  tore,  c’est-à-dire  la 
surface  engendrée  par  un  cercle  tournant  autour  d’un  axe  situé 
dans  son  jdan  sans  passer  par  le  centre.  Si  l’on  prend  pour 
axe  des  s l’axe  de  révolution,  et  pour  axe  des  x une  perpendi- 
culaire abaissée  du  centre  du  cercle  sur  l'axe,  l’équation  du 
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cercle  dans  le  plan  des  xz  étant  {x  — a)’  4-  z* = 
surface  sera 

(Vx*  + j/* — a)*  4-  Z*  = r*. 


r*,  celle  de  la 


401 — Supposons  maintenant  que  Taxe  de  rotation  OL  passe 
par  l’origine^  mais  ait  une  direction  quelconque  dans  l’espace. 

30  tJ  Si 

Soient  - =|  = - les  équations  de  cette  droite.  Tout  paral- 


lèle de  la  surface  sera  donné  par  l’inter- 
section d’une  sphère  décrite  de  l’origine 
comme  centre  et  d’un  plan  perpendicu- 
laire à l’axe;  ce  cercle  sera  donc  repré- 
senté par  deux  équations  de  la  forme 

Æ*4*y/*4-z*=^ûc*j  rz-t— d=p. 


Fig.  268.  En  exprimant  que  le  parallèle  rencontre 

la  génératrice  donnée,  on  aura  une  équation  de  condition 
ç [cl,  P)  = o entre  les  deux  paramètres  variables  a et  p.  L’éli- 
mination de  ces  deux  paramètres  entre  l’équation  de  condition 
et  les  deux  équations  du  cercle  conduira  à l’équation  de  la  sur- 
face de  révolution 


(8)  (Vx*-hÿ’4-z’,  ax  + by  -i-  cz  d)  = o. 

C’est  une  équation  entre  le  polynôme  du  second  degré 
x*-t-  y*-t-  z’  et  un  polynôme  quelconque  du  premier  degré. 

Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  représente 
une  surface  de  révolution  autour  d’une  droite  passant  par 
l’origine.  Considérons,  en  effet,  la  droite  OL  qui  a pour 

équations  — = ^ et  posons 


x*-+-y*-Hz*  = a%  ax4-6y4-cz-+-d  = p; 

l’équation  proposée  (8)  devient  ç (a,  P)  = o.  A tout  système 
de  valeurs  réelles  de  a et  de  p vérifiant  cette  équation,  corres- 
pond un  cercle  donné  par  l’intersection  d’une  sphère  ayant 
l’origine  pour  centre,  et  d’un  plan  perpendiculaire  à la  droite 
OL;  le  centre  du  cercle  sera  situé  sur  la  droite  OL,  et  le  lieu 
des  cercles  formera  une  surface  de  révolution  autour  de  cette 
droite. 
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Supposons  enfin  que  Pa\e  de  rotation  ne  passe  pAs  par  l’ori- 
fiiiie;  prenons  un  point  fixe  {x„,  zj  sur  cet  aso  dont  les 
é(]ualions  seront 

■r~x„  iZll». 

O b c ' 

Tout  parallèle  de  la  surface  sera  donné  par  riiilersection  d’une 
sphère  {x~x„)--r-{y  — //„)*+(:  — ayant  son  centre 

au  point  fixe,  et  d’un  plan  ox -\-hy  + cz-{- d = '^  perpendicu- 
laire à l’axe,  l'écpialion  de  la  surface  de  révolution  sera  donc 
de  la  forme 

(9)  o(v'(x  — iix-i-b>j~hcz+-d)=o. 


PLAN  TANGENT. 

■iOS— Nous  connnenccrons  par  rappeler  nn  théorème  dé- 
montré en  algèbre;  supposons  que  les  lettres  a;  et  y désignent 
deux  fonctions  de  la  variable  assujetties  à vérifier  l’équation 

(i)  f(x,y,z)=o. 

Si  l’on  représente  par  .t/  et  y'  les  dérivées  de  ces  deux  fonc- 
tions par  rapport  à la  variable  ces  deux  dérivées  sont  liées 
entre  elles  par  la  relation 

(a)  X r-y'l,  + f.  — o. 

En  effet,  quand  x et  y sont  des  fonctions  quelconques  de  la 
variable  z,  la  fonction  f (x,  y,  z)  est  une  fonction  composée  de 
cette  même  variable,  et  elle  admet  pour  dérivée 

Si  l’on  suppose  maintenant  que  les  fonctions  x el  y vérifient 
l’équation  (i),  la  fonction  f(x,  y,  z)  étant  constamment  nulle, 
sa  dérivée  est  aussi  constamment  nulle,  et,  par  conséquent, 
les  deux  quantités  x/  et  y'  vérifient  l’équation  (2). 

403 — Cela  posé,  considérons  la  surface  représentée  par 
l’équation  (i).  Soit  M un  point  de  cette  surface  ayant  pour 
coordonnées  x,  y,  z;  par  le  point  M traçons  sur  la  surface  une 
courbe  quelconque  MA  (ûg.  269);  quand  le  point  M parcourt  la 
courbe,  deux  des  coordonnées  x et  y peuvent  être  regardées 
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curtiine  des  foiiclionsdc  la  troisième  z;  lanatnredcccsfünclions 

t dépend  de  la  com  be  MA  tracée  sur  la  sur- 

face;  mais  elles  satisfont  constamment  à 
/ ^ l’éqnation  (i),  et,  par  suite,  leurs  dérivées 

/ ' à l’é(|ualion  ('>.).  Appelons  .r,,  (/,,  3,  les  co- 

ordonnées d’un  second  point  M,  apparle- 
îie73C3.  liant  à la  courbe,  et  voisin  du  point  M; 
lu  sécante  MM,  est  représentée  par  les  é(|uation8 


X 


■X: 


X, 


. Vi  ■ 


les  lettres  X,  Y,  Z désignant  les  coordonnées  d’un  point  quel- 
conque de  la  droite.  Uuand  le  point  M,  se  rapi)roclie  indéfini- 

ment  du  point  M,  les  nipjiorls  ^ ont  pour  limites 

z^  3 3,  3 

les  valeurs  des  dérivées  x'  et  y'  des  denv  fonctions  x et  y au 
point  M;  la  tangente  MT  à la  combe  au  point  M est  donc  repré- 
sentée par  les  équations 

X— a5  = .r^(Z  — 3),  Y — //  = ÿ'(Z  — 3). 

Ces  éciuations  renferment  deux  paramètres  variables  x'  et  1/ 
assujettis  à vérifier  l’équation  (a).  On  obtiendra  le  lieu  des  tan- 
gentes au  point  M à toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface  et 
passant  par  ce  point,  en  éliminant  ces  deux  paramètres  entre 
les  deux  équations  de  la  tangente  et  l’équation  de  condition  (2). 
Ce  lieu  a pour  équation 

(3)  (X  -x)fi-+-  (Y - y)  f;+  (Z ~z)fi  = O. 


C’est  un  plan  qu’on  appelle  le  plan  langent  à la  surface  au 
point  M. 

I^a  normale  à la  surface  au  point  M est  la  perpendiculaire 
menée  par  le  point  M au  plan  langent  à la  surface  en  ce  point; 
ses  équations  sont 


(4) 


X-x  X-yZ~z 

c fÿ  ~ n ' 


404— Nous  avons  démontré  qu’en  général  les  tangentes 
aux  diverses  courbes  tracées  sur  une  surface  par  un  point  M 
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sont  dans  un  même  plan;  il  y a cependant  des  exceptions; 
c'est  lorsque  les  trois  dérivées  partielles  {^,  f'y,  /*.'  sont  nulles 
au  point  M;  car  alors  l'éc^uation  de  condition  (2)  devient  une 
identité,  et  pour  trouver  le  lieu  des  tangentes,  il  faut  recourir 
à un  calcul  plus  compliqué.  Cette  circonstance  se  présente  au 
sommet  d’un  cône;  les  tangentes  aux  diverses  courbes  tracées 
sur  la  surface  par  ce  point  sont  les  arêtes  du  cône,  et  le  lieu 
des  tangentes  est  le  cône  lui-même.  Lorsqu’une  surface  a un 
point  singulier  de  celte  sorte,  le  lieu  des  tangentes  en  ce  point, 
au  lieu  d'être  un  plan,  est  un  cône. 

405 — Si,  par  un  point  M,  on  trace  deux  courbes  sur  la 
surface,  et  qu’on  mène  leurs  tangentes,  le  plan  de  ces  deux 
droites  est  le  plan  tangent.  Lorsque  par  le  point  M passe  une 
droite  située  sur  la  surface,  cette  droite,  étant  elle-même  sa 
propre  tangente,  est  comprise  dans  le  plan  tangent.  Certaines 
surfaces  réglées,  parmi  lesquelles  nous  citerons  le  cylindre  et 
le  cône  jouissent  de  cette  propriété  que  le  plan  tangent  est  le 
même  pour  tous  les  points  d’une  même  génératrice.  Mais  ceci 
n’a  pas  lieu  pour  toutes  les  surfaces  réglées;  considérons,  par 
exemple,  le  conoïde  dont  nous  avons  trouvé  l’équation  au 
n®  457;  les  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  YOZ  sont 
des  ellipses  dont  l’un  des  axes  est  constant  et  l’autre  variable; 
les  tangentes  à ces  diverses  ellipses  aux  points  situés  sur  une 
même  génératrice  GH  ne  sont  pas  parallèles,  et,  par  consé- 
quent, le  plan  tangent  tourne  autour  de  la  génératrice  GH 
quand  le  point  de  contact  se  meut  sur  cette  droite.  Par  excep- 
tion, le  plan  tangent  est  le  même  le  long  de  la  génératrice  DR. 
En  chaque  point  G de  l’axe  OZ,  il  y a deux  plans  tangents 
OGH,  OGH'. 

Nous  rappellerons  encore  que  le  plan  tangent  à une  surface 
de  révolution  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe 
par  le  point  de  contact,  ou,  en  d’autres  termes,  que  la  normale 
à la  surface  est  contenue  dans  le  plan  méridien. 

Une  courbe  dans  l’espace  étant  définie  par  l’intersection  de 
deux  surfaces,  sa  tangente  sera  donnée  par  l’intersection  des 
plans  tangents  aux  deux  surfaces. 

460. — Considérons  en  particulier  les  surfaces  du  second 
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degré  : soit 

(5)  f{x,  y,  s)  = Aa;*-t-A'y*-l-A''z’  + 2Bî/2  4-2B'za: 

2 B"a:y -h- 2 Cx -1- 2C' y -I- 2 C"«  4- F = O 
Uéquation  de  la  surface.  On  a 

f!.=  2(kx  4-B"y-t-B'z  -+-C  ), 

/•;  = 2 (B"x+  A'y  4-  B s 4-  C'  ), 
/:=2(B'x4-B  y + A''2  + C"), 

— 2 (Ax*4-A'y*+A''z*4-2Byz4-2B'2x4-2B"xy4-Cx4-C'y4-C"a); 

le  point  M étant  sur  la  surface,  ses  coordonnées  vérifient  l’é- 
quation (5),  et  l’expression  précédente  se  réduit  à 

— 2 (Cx  4"  C/ y 4~  C*z  4~  F). 

L’équation  du  plan  tangent  devient  ainsi 

(6)  (Ax  4-  B''y  4- B'z  4-  C)  X 4-  (B’’x  4-  A'y  4-  Bz  -t-  C')  Y 
4-  (B'x  4-  By  4-  A"z  4-  C")  Z 4-  (Cx  4-  C' y 4-  C"z  4-  F)  = o. 

On  remarque  que  les  coordonnées  du  point  de  contact  n’en- 
trent qu’au  premier  degré  dans  cette  équation.  Comme  on 
peut  mettre  cette  équation  sous  ia  forme 

(7)  (AX  4-  B' Y B'  Z 4-  C)  X 4-  (B''X  4-  A'  Y 4-  BZ  4-  C')  y 
4-  (B'X  4-  BY  4-  A"Z  4-  C")  z 4-  (CX  4-  C'Y  4-  C"Z  4-  F)  = o, 

on  remarque  aussi  qu’eile  ne  change  pas,  quand  on  permute 
ies  lettres  x et  X,  y et  Y,  z et  Z. 

Proposons-nous  maintenant  de  mener  des  plans  tangents  à 
la  surface  par  un  point  donné  P,  non  situé  sur  la  surface  et 
ayant  pour  coordonnées  x,,  y„  z,.  Prenons  pour  inconnues 
les  coordonnées  x,  y,  z de  l’un  des  points  de  contact  M ; ces 
coordonnées  doivent  vérifier  l’équation  (5);  d’autre  part,  le 
plan  tangent  en  M devant  passer  par  le  point  P,  les  coordon- 
nées de  ce  point  vérifient  l’équation  (6)  ou  l’équation  (7),  et 
l’on  a 

(8)  (Ax,  4-  B"y , 4-  B' z,  4-  C)  X 4-  (B"x,  4-  A'y,  4-  Bz,  4-  C')  y 
4“  (B'x, -H  By,  4-  A"z,  4-  C’)  z 4“  (Cx,  4-  C'y,  4-  C’  z,  4-  F)  = o. 

Le  lieu  du  point  de  contact  est  la  courbe  plane  suivant  la- 
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quelle  le  plan  (8)  coupe  la  surface  du  second  degré.  Considé- 
rons le  cône  qui  a pour  sommet  le  point  P et  pour  directrice 
cette  courbe  plane;  par  un  point  quelconque  M de  celte  ligne 
passe  une  arête  du  cône,  laquelle  est  située  dans  le  plan  langent 
en  M à la  surface;  ce  plan  contenant  aussi  la  tangente  en  M à 
la  courbe  directrice  n’est  autre  cliosc  que  le  plan  tangent  au 
cône  suivant  Tarêle  PM;  le  cône  est  donc  tangent  à la  surface 
du  second  degré  en  tous  les  points  de  la  courbe  directrice. 

EXERCICES. 

t»  I.'axe  d'un  eûne  de  révuliuion  pnsae  ù l'origino  des  coordonnées  el  fait 
avec  les  axes  des  angles  x,  y;  l’angle  du  cûne  estO;  trouver  l'équation 
de  la  surface. 

Comme  apjilicaiion,  trouver  les  conditions  pour  que  l'équation  du  second 
degré 

Aa-*+  A'y’4-  A''i’  + 2Bi/:  •+■  2B”.r(/=  0 

représente  un  cône  de  révolution. 

2*  Étant  donné  un  ellipsoïde  de  révolniion  aplati  (surface  engendrée 
par  une  ellipse  tournant  autour  de  son  petit  axe);  le  cône,  engendré  par 
une  droite  qui  tourne  amour  du  foyer  de  l'une  des  ellipses  méridiennes  en 
s'appuyant  sur  la  section  fuite  dans  la  surface  par  un  plan  passant  par  la 
directrice  qui  correspond  à ce  foyer,  est  un  cône  de  révolution. 

3°  Étant  donné  un  ellipsoïde  de  révolution  allongé  (surface  engendrée 
par  une  ellipse  tournant  autour  de  sou  grand  axe;,  le  cône,  qui  a pour 
sommet  l'un  des  deux  foyers  des  sections  méridiennes  et  pour  base  une 
section  plane  quelconque,  est  de  révolniion. 

i*  La  projection  d'nne  section  plane  du  cône  circulaire  droit  sur  un  plan 
perpendiculaire  à l'axe  mené  par  le  sommet  du  cône,  a pour  l'un  de  ses 
foyers  le  sommet  du  cône,  el  jvour  directrice  correspondante  la  droite  de 
rencomro  des  deux  plans. 

5'  Lorsqu'une  section  plane  d’nn  cône  circulaire  droit  est  une  ellipse,  la 
somuie  des  arêtes  qui  aboutissent  aux  extrémités  d’iin  diamètre  de  l'ellipse 
est  constante. 

6®  Démontrer  qu'un  plan  langent  au  tore  et  passant  par  le  centre  coupe 
la  surface  suivant  deux  cercles. 

La  sphère  qui  a pour  grand  cercle  un  cercle  tangent  aux  deux  cercles  qtii 
forment  l’un  des  méridiens  du  tore  coupe  le  tore  suivant  deux  cercles. 

7*  Trouver  la  section  droite  d'un  cylindre  circonscrit  à un  tore. 


Digitized  by  Google 


GÉNÉRATION  DES  SURFACES.  415 

8*  Démontrer  que  les  six  arêtes  de  deux  trièdres  trirectangles,  ayant 
même  sommet,  appartiennent  it  un  même  cône  du  deuxième  degré. 

9"  Étant  donné  un  conoïde  dont  l’axe  est  perpendiculaire  au  plan  direc- 
teur et  qui  enveloppe  une  sphère;  trouver  les  projections  de  la  courbe  de 
contact  sur  le  plan  directeur  et  tu:  le  plan  mené  par  l’axe  et  le  centre  de  la 
sphère. 

40*  Étant  donné  un  système  d’axes  rectangulaires,  un  tore  a [>our  méri- 
dien dgqs  le  plan  ZOX  un  cercle  qui  a son  centre  sur  l’axe  OX  ; cet  axe 
rencontre  le  cercle  en  un  point  A,  centre  d'un  nouveau  cercle  égal  au  pre- 
mier et  compris  dans  un  plan  parallèle  à ZUY,  une  droite  qui  reste  parallèle 
au  plan  XOY  décrit  un  conoïde  en  s’ap[iiiyaut  sur  ce  second  cercle  et  sur 
l’axe  OZ;  on  demande  la  projection  sur  le  plan  XOY  de  la  combe  de  ren- 
contre des  deux  surfaces. 

4 1“  On  suppose  que  le  plan  du  second  cercle  du  problème  précédent 
s’enroule  sur  un  cylindre  circonscrit  au  tore  et  ayant  des  arêtes  parallèles 
i l’axe  du  tore,  et  on  remplace  la  directrice  courbe  du  conoïde  par  la 
combe  en  laquelle  s’est  transformée  le  cercle  après  renruulementdu  plan; 
trouver  la  projection  sur  le  plan  XOY  de  la  ligne  de  rencontre  du  nouveau 
conoïde  et  du  tore  (spirale  d’Archimède). 

42“  Lorsque  deux  surfaces  réglées  ont  une  génératrice  commune,  il  y a 
généralement  deux  points  de  celte  génératrice  pour  lesquels  le  plan  langent 
il  chacune  des  surfaces  est  le  même;  déterminer  ces  deux  points.  Si  les 
deux  surfaces  ont  le  même  plan  langeul  pour  trois  points  de  la  génératrice, 
elles  se  raccordent  le  long  de  cette  droite. 

43”  Lorsque  deux  surfaces  réglées,  décrites  par  des  droites  qui  se  meu- 
vent en  restant  parallèles  au  même  plan,  ont  une  génératrice  commune,  il 
y a généralement  un  point  de  celle  droite,  pour  lequel  les  deux  surfaces 
ont  le  même  plan  langent;  déienniner  ce  point.  Si  les  deux  surfaces  ont  le 
même  plan  tangent  en  deux  points  de  la  génératrice  commune,  elles  se  rac- 
cordent le  long  de  cette  droite. 

IA*  Une  sphère  a son  centre  à l’origine  des  coordonnées  que  l’on  suppose 
rectangulaires,  l’axe  OX  perce  la  sphère  en  un  point  A;  dans  le  plan  XOY, 
sur  0.\  comme  diamètre,  on  décrit  un  cercle  qui  sert  do  base  à un  cylindre 
dont  les  arêtes  sont  parallèles  à OZ;  trouver,  l“lcs  projections  sur  les  trois 
plans  coordonnés  de  lu  courbe  de  rencontre  du  cylindre  et  de  la  sphère; 
2*  l’équaiion  du  céine  «lui  a pour  directrice  cette  courbe  et  pour  sommet  le 
point  A,  ce  cône  est  un  cône  de  révolution;  S"  les  traces  sur  les  plans  des 
coordonnées  des  tangentes  à la  courbe. 
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40T — Les  déflnitions  de  Yhomothilie  et  de  la  similitude 
pour  les  figures  à trois  dimensions  sont  les  mêmes  que  pour 
les  figures  à deux  dimensions  (liv.  IV,  chap.  v).  En  Géométrie 
plane,  si  l’on  fait  abstraction  de  la  position  des  systèmes,  l’ho- 
mothétie  inverse  ne  donne  pas  d’autres  figures  que  l’homo- 
tbétie  directe  ; il  n’en  est  plus  de  même  pour  les  figures  dans 
l’espace.  Considérons  un  premier  système  de  points  A,  B,  C,..., 
et  après  avoir  choisi  arbitrairement  un  centre  de  similitude, 
construisons  un  système  A',  £',  . . . homothétique  direct  et 

un  système  A",  B",  C",...  homothétique  inverse  avec  le  même 
rapport  de  similitude  k;  ces  deux  systèmes  sont  symétriques 
l’un  de  l'autre  par  rapport  au  point  O.  On  les  rend  symétriques 
l’un  de  l’autre  par  rapport  à un  plan  quelconque,  mené  par  le 
centre  de  similitude,  en  faisant  tourner  l’un  d’eux  de  i8o* 
autour  d’une  perpendiculaire  menée  par  le  point  O à ce  plan. 
11  résulte  de  là  que  les  systèmes  homothétiques  inverses  du 
système  donné  sont  les  symétriques  des  systèmes  homothé- 
tiques directs. 

468 — On  sait  (n*  377)  qu’une  droite  a pour  homothétique 
une  droite  parallèle.  Considérons  un  plan  P et,  dans  ce  plan, 
une  série  de  droites  passant  par  un  même  point  M;  chacune 
d’elles  aura  pour  homothétique  une  droite  parallèle  passant 
par  le  point  M'  homothétique  de  M.  On  en  conclut  que  la 
figure  homothétique  d’un  plan  est  un  plan  parallèle. 

Si  le  plan  P passe  au  centre  de  similitude,  il  est  à lui-même 
son  homothétique. 

Puisque  deux  plans  ont  pour  homothétiques  deux  plans  pa- 
rallèles, l’angle  de  deux  plans  est  égal  à l’angle  des  plans 
homothétiques. 

Les  sécantes,  qui  joignent  deux  points  homologues  de  deux 
courbes  homothétiques  quelconques,  étant  constamment  pa- 
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rallèles,  on  en  conclut  que  les  tangentes  aux  points  homologues 
sont  parallèles. 

Si  l’on  trace  sur  deux  surfaces  homothétiques  deux  séries  de 
lignes  homologues  qui  passent  toutes  par  deux  points  homolo- 
gues M et  M',  les  courbes  homologues  auront  en  M et  M'  des 
tangentes  parallèles;  donc,  les  plans  tangents  en  deux  points 
homologues  de  deux  surfaces  homothétiques  sont  parallèles. 

4®® — Si,  par  deux  points  fixes,  on  mène  des  rayons  paral- 
lèles, et,  dans  un  rapport  constant  k,  on  forme  deux  systèmes 
homothétiques  ; la  démonstration  est  la  môme  que  celle  du 
n°  378.  Il  en  résulte  également  que  deux  systèmes  homothé- 
tiques à un  troisième  sont  homothétiques  entre  eux;  quand 
l’homothétie  est  de  même  sens  et  que  les  deux  systèmes  sont 
construits  avec  le  même  rapport  de  similitude,  on  peut  les 
superposer.  Ainsi,  avec  un  seul  centre  de  similitude,  en  fai- 
sant varier  le  rapport  k de  o à 00 , on  obtient  tous  les  systèmes 
homothétiques  à un  système  donné.  En  particulier,  si  le  sys- 
tème donné  est  compris  dans  un  plan,  les  centres  de  simili- 
tude extérieurs  au  plan  ne  donnent  pas  d’autres  systèmes  que 
les  centres  compris  dans  le  plan. 

470  — Les  six  centres  de  similitude  de  quatre  systèmes 
homothétiques  deux  à deux  sont  situés  dans  un  même  plan. 
Soient  A,  A',  A",  A'"  les  quatre  systèmes  donnés;  par  les  trois 
centres  de  similitude  CL,  O",  O"'  des  systèmes  A et  A',  A et  A", 
A et  A'^'  faisons  passer  un  plan  P;  ce  plan,  passant  par  le 
point  O",  est  à lui-même  son  homologue  dans  les  systèmes  A 
et  A';  il  est  aussi  son  homologue  dans  les  systèmes  A et  A"; 
par  conséquent,  le  plan  P est  à lui-même  son  homologue  dans 
les  systèmes  A'  et  A";  donc,  il  passe  par  leur  centre  de  simili- 
tude. Le  même  raisonnement  s’applique  aux  combinaisons  A' 
et  A'",  A"  et  A'". 

Lorsque  deux  figures  à centre  sont  homothétiques  directes, 
elles  sont  aussi  homothétiques  inverses;  et  réciproquement.  I>a 
démonstration  est  la  même  que  celle  du  n®  38o.  11  résulte  de 
là  que  si  les  quatre  systèmes  considérés  dans  le  théorème  pré- 
cédent ont  des  centres,  on  aura  six  points  dans  un  même  plan, 
BR.  ,'27 
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en  prenant^  soit  les  six  centres  de  similitude  directe,  soit, 
d’une  manière  convenable,  trois  centres  de  similitude  directe 
et  trois  centres  de  similitude  inverse. 

4f'l— Le  rapport  des  aires  de  deux  polygones  homothé- 
tiques étant  égal  à A*,  on  voit  que  le  rapport  des  aires  de  deux 
polyèdres  homothétiques,  et,  par  suite,  le  rapport  des  aires  de 
deux  surfaces  homothétiques  quelconques,  est  égal  à k*. 

Lorsqu’on  abaisse  des  perpendiculaires  de  deux  sommets 
homologues  de  deux  tétraèdres  bomothéliques  sur  les  faces 
opposées,  ces  perpendiculaires  sont  deux  droites  homologues, 
elles  ont  pour  rapport  k;  le  rapport  des  bases  étant  A*,  il  en 
résulte  que  le  rapport  des  volumes  de  deux  tétraèdres  homo- 
thétiques est  égal  à k*.  Ce  dernier  théorème  s’applique  à deux 
polyèdres  et  même  à deux  solides  quelconques  homothétiques. 

^72 — Une  figure  est  semblable  à une  figure  donnée 
lorsque,  par  un  déplacement  convenable,  elle  peut  coïncider 
avec  l’une  des  figures  directement  homothétiques  à la  figure 
donnée.  Il  résulte  du  n”  469  que  l’on  obtiendra  toutes  les  sur- 
faces semblables  à une  surface  donnée,  en  prenant  arbitrai- 
rement un  centre  de  similitude,  et  en  construisant  avec  ce 
centre  les  diverses  surfaces  homothétiques  qui  correspondent 
aux  valeurs  de  A comprises  entre  o et  oc  . 

Eximpli  I.  La  surface  donnée  est  une  sphère.  Prenons  le  centre  de  la 
sphère  O pour  centre  de  similitude;  le  rayon  OA  étant  constant,  le  rayon  OA' 
sera  également  constant;  une  surface  semblable  à une  sphère  est  une  autre 
sphère  qui  peut  avoir  un  rayon  quelconque. 

Exkiiple  II.  La  surface  donnée  est  un  cône.  Prenons  le  sommet  pour 
centre  de  similitude,  deux  points  homologues  seront  situés  sur  la  même 
génératrice  du  cône.  La  seule  figure  settiMable  à un  cône  est  ce  cône  lui- 
méme, 

ExEHrLS  III.  La  surface  est  un  cylindre.  Prenons  vu  peint  arbitraire  O 
pour  centre  de  similitude,  et  traçons  sur  le  cylindre  donné  ane  conrbe  srU- 
tnire  C,  que  nous  prendrons  pour  directrice  du  cylindre.  A la  courbe  C eor- 
respond  une  courbe  homothétique  C',  et  à toute  génératrice  du  premier 
cylindre  une  droite  parallèle  passant  par  le  point  homologue  du  point  où 
la  courbe  C est  rencontrée  par  la  première  génératrice;  ainsi,  deux  cylin- 
dre$  sont  homothétiques  lorsqu'ils  ont  pçur  directrices  deux  courbes  homothi^ 
tiques  et  leurs  génératrices  parallèles. 
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Considérons  drux  cylindres  homotbéliques,  ayant  le  point  O pour  centre 
de  similitude;  si  l'on  mène  par  ce  point  une  parallèle  00'  aux  génératrices 
des  deux  surfaces,  tout  point  de  cette  droite  est  aussi  un  centre  de  similitude 
des  deux  surfaces.  Il  en  résulte  que  les  sections  de  deux  cylindres  liomo- 
tbétiques  par  le  même  plan  sont  des  courbes  homolbétiques,  ayant  pour 
centre  de  similitude  le  point  où  le  plan  coupe  la  droite  00'.  Comme  les 
sections  d’un  cylindre  par  des  plans  parallèles  sont  égales,  les  sections  de 
deux  cylindres  bomotbétiques  par  des  plans  parallèles  sont  bomothétiques. 

^73-Les  sections  d’une  surface  du  second  degré  par  des 
plans  parallèles  sont  des  courbes  homothétiques.  L’éqnalion 
générale  des  surfaces  du  second  degré  est 

(i)  M'z'-+-2Byz-i-2Bzx-j-vih"xy  .. 

H-  aCo?  -t-  zCy  ■+■  aC'z  -h  F = o; 

on  obtient  la  projection  sur  le  plan  XOY  de  l’intersection  de 
celte  surface  et  du  plan 

(2)  ax-i-by-+-cz  = l, 

en  éliminant  la  variable  z entre  les  équations  (i)  et  (2).  Or, 
dans  l'équation  ainsi  obtenue,  les  coefficients  des  termes  du 
second  degré  sont  indépendants  de  l;  on  en  conclut  que, 
lorsque  l varie,  o,  6,  c restant  fixes,  c’est-à-dire  lorsque  le 
plan  se  déplace  parallèlement  à lui-même,  les  projections  sont 
homothétiques;  les  cylindres  projetants,  ayant  pour  direc- 
trices des  courbes  homothétiques,  sont  coupés  par  deux  plans 
parallèles  suivant  des  courbes  homothétiques.  Quand  ces 
courbes  sont  des  hyperboles,  l’une  peut  être  homothétique  à 
la  conjuguée  de  l’autre  (n"  386). 
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4T4 — L’équation  générale  du  second  degré  entre  les  trois 
variables  x,  y,  z est  de  la  forme 

(i)  Ao;*+A'y‘  + A"z’+  2Byz-4-2B'za;-h2B"a:y 
-»-2Ca:-|-2C'y  + 2C"z  + F = o; 

elle  renferme  dix  termes,  ou  neuf  paramètres  arbitraires. 
Nous  représenterons  le  premier  membre  par  f{x,y,  z).  On 
pourrait,  en  suivant  la  marche  adoptée  en  Géométrie  plane 
pour  l’étude  des  lignes  du  second  degré,  examiner  les  diverses 
formes  du  lieu  défini  par  celte  équation;  mais,  à cause  du 
grand  nombre  des  cas  à considérer,  cette  discussion  serait 
longue  et  pénible.  Nous  commencerons  par  simplifier  l’équa- 
tion (i)  et  nous  ne  nous  occuperons  ensuite  que  des  équations 
réduites.  Nous  baserons  cette  réduction  sur  les  propriétés  du 
centre  et  des  plans  diamétraux  dont  nous  allons  nous  occuper 
d’abord, 

CENTRE. 

473» — Un  point  1 est  le  centre  d’une  surface,  lorsque  les 
points  de  la  surface  sont  placés  symétriquement,  deux  à deux, 
par  rapport  à ce  point.  Comme  une  ligne  droite  ne  rencontre 
une  surface  du  second  degré  qu’en  deux  points,  il  faut,  pour 
qu’un  point  I soit  le  centre  de  la  surface,  que  toutes  les  cordes 
menées  par  ce  point  y soient  divisées  en  deux  parties  égales. 

Lorsque  l’origine  des  coordonnées  est  centre  d’une  surface 
du  second  degré,  l’équation  de  la  surface  ne  contient  pas  de 
termes  du  premier  degré.  En  effet,  les  équations  d’une  droite 
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Mieuée  par  Torigine  sont  de  la  forme 

(a)  a;  = mz,  y = nz. 

Les  coordonnées  j;  des  points  de  rencontre  de  la  surface  et 
de  la  droite  sont  données  par  l’équation 

(3)  (A  w’  4-  A'  n’  -f-  A"  -f-  2 B n -f-  2B'  m-h  aB'mn)  s* 

-t-  2(Cni  -f-  C'n  4-  C")  2 + F = o, 

que  l’on  obtient  en  éliminant  a;  et  y entré  les  équations  (i)  et 
(a).  Si  l’origine  est  centre,  l’équation  (3)  a ses  racines  égales 
et  de  signes  contraires,  ce  qui  exige  que  le  coefficient 
Cm4-C'n4-C"  soit  nul;  et  comme  ceci  doit  avoir  lieu  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  m et  de  n prises  arbitrairement,  il 
faut  que  l’on  ait  séparément 

C = O,  = o,  C"  = O. 

La  réciproque  est  vraie. 

4y  6— D’après  cela,  pour  déterminer  le  centre  d’une  sur- 
face du  second  degré,  on  transporte  l’origine  en  un  point  I de 
l’espace,  dont  nous  désignerons  les  coordonnées  par  a,  b,  c,  et 
l’on  cherche  s’il  est  possible  de  choisir  ces  valeurs  de  manière 
que  la  nouvelle  équation  ne  contienne  pas  de  termes  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  coordonnées  nouvelles. 

Lorsqu’on  déplace  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes,  les 
formules  de  transformation  sont  x = a-hx',  y = h-\-yf, 
3 = c4-2';  substituons  dans  l’équation  (i)  et  effaçons  les 
accents,  nous  aurons 

(4)  Ax*4- A'y*4- A"z*4-  aBya  4- 2B'zx  4- 2B" a;y 

4-  xfi  (o,  b,  c)  4-  y fl  (a,  b,  c)  4-  s/l  (a,  6,  c)  4-  f(a,  6,  c)  = o. 

Les  coordonnées  du  centre  sont  donc  déterminées  par  les 
équations 

fi  (o,  b,  c)  = o,  fl  (a,  b,  c)  = o,  f.  (o,  b,c)  = o; 

si  l’on  divise  par  2 et  si  l’on  remplace  les  lettres  a,  6,  c par  x, 
y,  Z,  ces  équations  deviennent 

i Aa;4-B"y-t-B'«-l-C  =0, 

(5)  B"Æ4-A'y4-B  Z4-C'  = o, 

f B' J -h  B //4- A"a4-C''=o. 
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Ainsi,  on  obtient  les  coordonnées  du  centre  en  égalant  à ûre 
les  dérivées  partielles  du  premier  membre  de  l’équation  de  la 
surface  prises  par  rapport  aux  variables  x,  y,  z. 

477— Si  l’on  regarde  x,  y,  z comme  étant  les  coordonnées 
d’un  point  variable,  chacune  des  équations  (5)  définit  un  plan; 
le  centre  de  la  surface  est  le  point  commun  aux  trois  plans. 
Plusieurs  cas  peuvent  se  présenter. 

I**  Les  trois  plans  se  coupent  en  un  point  unique;  la  surface 
admet  alors  un  centre  unique. 

2*  Les  trois  plans  se  coupent  deux  à deux  suivant  des  droites 
parallèles,  ou  d’eux  d’entre  eux  au  moins  sont  parallèles;  dans 
ce  cas,  les  trois  plans  n’ont  pas  de  point  commun,  et  la  surface 
n’a  pas  de  centre. 

3°  Les  trois  plans  se  coupent  suivant  la  même  droite  ou  se 
confondent  en  un  seul;  tous  les  points  de  la  droite  ou  du  plan 
sont  centres  de  la  surface. 

La  résolution  des  équations  (5)  donne  pour  valem*  du  déno- 
minateur commun  D, 

(6)  D = AA'  A"  — AB*  — A'  B'*  — A "B"*  + 2 BB'  B". 


lorsque  D n’est  pas  nul,  les  équations  sont  vérifiées  par  un 
système  de  valeurs  finies  et  par  un  seul;  la  surface  admet  un 
centre  unique.  Lorsque  D est  nul,  il  y a impossibilité  ou  indé- 
termination, et,  par  conséquent,  la  surface  est  dépourvue  de 
centre,  ou  elle  en  admet  une  infinité. 

478— Supposons  que  tous  les  points  de  la  droite  CC' 
fig.  270)  soient  des  centres.  Si  l’on  joint  un  point  M de  la  sur- 


face à un  point  quelconque  1 de  la  droite 
CC',  et  que  l’on  prolonge  d’une  longueur 
IN  égale  à MI,  le  point  N appartient  à la 
surface;  en  joignant  ainsi  le  point  M à 
tous  les  points  de  CC',  on  obtient  une 
droite  NN'  parallèle  à CC'.  Si  l’on  joint 
maintenant  le  point  N à tous  les  points 


Fig.  m. 


de  CC',  on  forme  de  même  une  seconde 


droite  MM'  parallèle  à NN'.  La  surface  se  compose  donc  de 


droites  parallèles  à CC'  et  situées  deux  à deux  dans  un  même 
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plan  avec  celte  droite  et  à égale  distance  de  part  et  d’autre  ; 
c’est  un  cylindre  qui  a pour  a)ce  CC^  et,  comme  la  trace  du 
cylindre  sur  un  plan  non  parallèle  aux  arêtes  est  une  courbe 
du  second  degré,  ce  cylindre  est  un  cylindre  elliptique  ou 
hyperbolique. 

Le  raisonnement  précédent  démontre  que,  dans  le  cas  que 
nous  considérons,  l’équation  (i)  ne  peut  pas  représenter 
d’autres  surfaces  courbes  que  des  cylindres  elliptiques  ou 
hyperboliques;  mais  il  peut  arriver  que  celte  équation  repré- 
sente une  seule  droite  ou  deux  plans,  et  enûn  qu’elle  n’ait  pas 
de  solutions  réelles. 

On  démontre  de  la  même  manière  que,  lorsque  tous  les 
points  d’un  plan  sont  des  centres,  l’équation  (i)  représente, 
ou  deux  pians  parallèles,  ou  un  plan  unique,  ou  qu'elle 
n’admet  pas  de  solutions  réelles. 

47® — Lorsq  ue  la  surface  admet  un  centre  1 ayant  pour 
coordonnées  a,  b,  c,  si  l’on  transporte  les  axes  parallèlement 
à eux-mêmes  en  ce  point,  l’équation  (i)  se  réduit  à 

(7)  Aa;*-t- A'ÿ*4-  A"x’-+-  28^5  4- 2B' zx  -t-  xy  + F,  = o, 

en  posant 

F,  = Ao’-t- A'é*-i-  A''c*-f-  2B6c-t-  2B'ca  -t-  2B''  ah 
-+-  2Ca  -f-  2C'&  -t-  zQJ'c  -1-  F. 

Les  nombres  o,  6,  c vérifient  les  relations  (5),  c’est-à-dire  que 
l’on  a 

A a-t-B''fc-(-B'  c-i-C  =0, 

B"a-(-A’  6-4-B  c-(-C'  =0, 

B'  a-i-B  6-|-A"c-f-C"=o. 

Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  chacune  de  ces  égalités 
respectivement  par  a,  b,  c,  et  que  l’on  ajoute,  il  vient 
Aa*-\-A!b*+\"c*+2Bbc-h2Wca  + 2B''ab-\-Ca+C'b+G'c—o. 
La  valeur  de  Fj  se  réduit  donc  à 

F,  = F-|-Co4-C'6  + C"c; 

on  l’obtient  en  ajoulanl  à l'ancien  terme  conslanl  la  moitié 
des  valeurs  que  prennent  les  termes  du  premier  degré  lorsqu'on 
y remplace  x,  y,  z par  les  coordonnées  du  centre. 
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Lorsque  la  nouvelle  conslante  F,  est  égale  à zéro,  l’équatiou 
(7),  étant  homogène  par  rapport  à x,  y,  z,  représente  un  cône 
ayant  pour  sommet  l’origine  (n°  254);  cependant,  le  lieu  peut 
se  réduire  à deux  plans,  à une  droite,  ou  à un  point.' 

480— Nous  avons  vu  que  les  tangentes  aux  diverses 
courbes  tracées  par  un  même  point  sur  une  surface  sont 
situées  dans  un  même  plan;  il  n’y  a d’exception  que  lorsque 
les  coordonnées  du  point  annulent  à la  fois  les  trois  dérivées 
partielles  du  premier  membre  de  l’équation  par  rapport  à 
X,  y,  Z.  Dans  le  cas  des  surfaces  du  second  degré,  un  pareil 
point  est  centre  de  la  surface;  ce  point  étant  aussi  situé  sur  la 
surface,  quand  on  y transporte  l’origine  des  coordonnées,  la 
constante  F,  est  nulle;  ainsi,  pour  les  surfaces  du  second 
degré,  l’exception  n’a  lieu  que  dans  le  cas  du  cône, 'quand  le 
point  est  le  sommet. 


PLANS  mAUETRALX. 

481 — Une  ligne  droite  ne  perce  une  sui'face  du  second 
degré  qu’en  deux  points;  la  surface,  qui  divise  en  deux  par- 
ties égales  les  cordes  parallèles  à une  même  direction,  a été 
appelée  surface  diamétrale. 

Soient  m et  n les  paramètres  constants  qui  définissent  la 
direction  des  cordes;  transportons  les  axes  parallèlement  à 
eux-mêmes  en  un  point  quelconque  de  l’espace,  ayant  pour 
coordonnées  a,  b,  c,  l’équation  (i)  prend  la  forme  (4).  Une 
droite,  menée  par  la  nouvelle  origine  dans  la  direction  donnée 
est  représentée  par  les  équations  x — tnz,  y — nz.  On  obtient 
l’équation  (jui  donne  les  coordonnées  z des  points  de  rencontre 
de  la  droite  et  de  la  surface,  en  remplaçant  dans  l’équation  (4) 
X par  tnz,  y par  nz;  on  a ainsi 

(8)  (Am’-t-  A' n’-f-A"-j-2Bn  H-  2 B' m -t-  28"  mn)  3* 

+ (wi/’i-l-  n/ï-H  /c)  3 -t-  /" (a,  b,  c)  = o. 

Pour  que  le  point  (o,  b,  c)  soit  le  milieu  de  la  corde  menée 
par  ce  point  dans  la  direction  donnée,  il  faut  que  l’équation 
])récédente  ait  scs  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires, 
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ce  qui  exige  que  les  coordonnées  a,  b,  c vérifient  la  relation 
m/I  + -1- /"î  = O . 

Celte  équation,  étant  vérifiée  par  les  coordonnées  du  point 
milieu  de  l’une  quelconque  des  cordes  de  la  série  considérée, 
représente  le  lieu  cherché.  Remplaçons  a,  b,  c par  x,  y,  z; 
cette  équation  s’écrit 

(9)  »w/'i  (a?,  y,  s)  nf'y  (x,  y,  z)  -H  {x,  y,  z)  = o; 

comme  elle  est  du  premier  degré,  elle  représente  un  plan. 
.Ainsi,  dans  les  surfaces  du  second  degré,  quelle  que  soit  la  di- 
rection des  cordes,  la  surface  diamétrale  est  un  plan. 

4S2 — Si  les  paramètres  m et  n satisfont  à la  relation 

A m* -t- A' n* -1- A" -1- 2 B n -t- 2 B' m -I- 2 B'' mn  = O, 

l’équation  (8)  s'abaisse  au  premier  degré,  c’est-à-dire  que  les 
droites  parallèles  à la  direction  donnée  ne  percent  la  surface 
qu’en  un  point.  Dans  ce  cas,  le  plan  représenté  par  l’équation 
(9)  est  le  lieu  des  points  tels  que  les  droites  menées  par  chacun 
d’eux  parallèlement  à la  direction  donnée  ne  rencontrent  pas 
la  surface,  ou  sont  situées  entièrement  sur  la  surface. 

L’équation  (9)  est  vérifiée,  quelles  que  soient  m et  n,  par  les 
valeurs  de  x,  y,  z qui  satisfont  à la  fois  aux  trois  équations  qui 
déterminent  le  centre. 

fx  = o,  f'^  = o,  = 

il  en  résulte  que  tous  les  plans  diamétraux  passent  par  le 
centre  de  la  surface,  quand  il  en  a un,  ou  par  le  lieu  des 
centres,  s’il  y en  a une  infinité. 

483 — Lorsque  la  surface  est  dépourvue  de  centre,  les  trois 
pians  définis  par  les  équations  (5]  sont  parallèles,  ou  la  droite 
d’intersection  de  deux  d’entre  eux  est  parallèle  au  troisième. 
Dans  le  premier  cas,  on  a 

a,  P,  P,  q désignant  des  constantes;  l’équation  {9)  se  réduit  à 

(a  nu- fi  n I ) f. -H  tnp -I- nq  = O ; 
elle  représente,  pour  toutes  les  valeurs  de  m et  de  n,  des  plans 
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parallèles  entre  eus.  Uans  le  second  cas,  si  les  plans  définiti 
par  les  deux  équations  fi  = o,  fÿ  = o se  coupent  suivant  une 
droite  parallèle  au  plan  f.  = o,  l’équation  générale  des  plans 
qui  passent  par  la  droite  d’intersection  des  deux  premiers  étant 
on  a 

a,  r étant  des  constantes;  et,  par  suite,  l’équation  (9)  prend 
la  forme 

elle  représente  des  plans  parallèles  à la  droite  d’intersection  des 
deux  plans 

fi— O,  f^  = o. 

Ainsi  les  surfaces  dépourvues  de  centre  ont  leurs  plans 
diamétraux  parallèles  à une  même  droite  ou  parallèles  entre 
eux. 

484— Considérons  une  direction  à laquelle  corresponde 
un  plan  diamétral  ; si  l’on  prend  pour  axe  des  z une  des  cordes, 
pour  axe  des  x et  des  y deux  droites  situées  dans  le  plan  dia- 
métral, l’équation  de  la  surface  devra  être  vérifiée  par  deux 
valeurs  de  z égales  et  de  signes  contraires,  pour  chaque  sys- 
tème de  valeurs  attribuées  arbitrairement  aux  variables  x et  y; 
elle  aura  donc  la  forme 

P2’-f-/-,(Æ,ÿ)  = ü, 

f^{x,  y)  désignant  une  fonction  qui  ne  renferme  plus  que  les 
variables  x et  y et  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  2.  Déplaçons 
les  axes  des  x et  des  y dans  le  plan  XOY  en  conservant  à l’axe 
des  z sa  direction  ; ce  changement  de  coordonnées  s’effectue 
par  les  formules  de  la  Géométrie  plane.  Lorsque  la  fonction 
f^  (x,  y)  est  du  second  degré,  nous  avons  vu  (liv.  111,  chap.  u), 
que  l’on  peut  d’une  infinité  de  manières  choisir  les  nouveaux 
axes  OX,  OY,  de  telle  sorte  que  celte  fonction  se  réduise  à 
l’une  des  formes 

Mx‘-f-Ny*-f-F,,  Ny’-i-ûa:,  Ny’-f-Fj, 
et  alors  l’équation  de  la  surface  sera  elle-même  ramenée  à 
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rune  des  formes 

(I)  Mx*+Nÿ*-FP5‘-HF,=o, 

(II)  Ny*-t- Ps*  + Qa:  = o, 

(III)  Nÿ*-I-P5*+F,  = o. 

Si  la  fonction  F,  est  du  premier  degré,  on  la  ramène  par  le 
même  changement  à la  forme  Qa;,  et  l’cqualion  de  la  surface 
devient 

(IV)  P5*-|-Qa;  = u. 

Enfin,  si  F,  ne  contient  pas  les  variables  x et  y,  l’équation  de 
la  surface  est 

■ (V)  Ps‘  + F,  = o. 

48S — Dans  ce  qui  précède,  les  lettres  M,  N,  P,  U désignent 
des  constantes  différentes  de  zéro  et  F,  une  constante  qui  peut 
être  nulle.  L’équation  (III),  si  elle  a des  solutions  réelles,  re- 
présente un  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique,  une  droite, 
ou  deux  plans  qui  se  coupent.  L’équation  (IV)  représente  un 
cylindre  parabolique.  Si  l’équation  (V)  a des  solutions  réelles, 
elle  représente  deux  plans  parallèles,  ou  un  plan  unique.  Ainsi, 
quand  on  fait  abstraction  des  cylindres,  on  voit  que  l’équation 
du  second  degré  peut,  d’une  infinité  de  manières,  être  rame- 
née à l’une  des  formes  (I)  et  (11). 

Considérons  l’équation  (I)  ; en  égalant  à zéro  les  dérivées 
partielles  de  son  premier  membre,  on  obtient  trois  équations 
qui  ont  une  solution  unique;  la  surface  admet  donc  un  centre 
unique,  l’origine  des  coordonnées.  Chacun  des  plans  des  coor- 
données est  le  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  à l’inter- 
section des  deux  autres  ; à cause  de  cette  propriété,  on  les 
nomme  plans  diamétraux  conjugués. 

L’équation  (II)  représente  des  surfaces  dépourvues  de  centre, 
puisque  l’équation  fl,=  o se  réduit  à Q = o.  Le  plan  XOZ 
partage  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à OY  et  le 
plan  XOY  les  cordes  parallèles  à OZ;  les  lignes  parallèles  à OX 
ne  percent  la  surface  qu’en  un  point,  et  il  n’y  a pas  de  plan 
diamétral  correspondant. 

DIAMÈTRES. 

4 S6 — Nous  avons  vu  que  les  sections  faites  par  des  plans 
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parallèles  daus  une  surface  du  second  ordre  sont  des  courbes 
bomolbéliques  (n’’473);  quand  ces  courbes  sont  des  courbes 
à centre,  le  lieu  des  centres  s’appelle  diamètre. 

Le  plan  sécant  est  représenté  par  une  équation 

(lo)  ax-\-by-+-cz  = l 


dans  laquelle  a,  b,  c sont  des  constantes,  et  l un  paramètre 
variable;  si,  dans  l’équation  de  la  surface  f{x,y,z)  = o,  on 
remplace  z par  sa  valeur 


tirée  de  l’équation  du  plan,  on  obtient  l’équation  de  la  projec- 
tion de  la  courbe  d’intersection  sur  le  plan  desa;^;  pour  avoir  le 
centre  de  la  courbe  projection,  il  faudra  égaler  à zéro,  les  déri- 
vées relatives  à æ et  à j/.  Mais  on  peut  obtenir  ces  dérivées 
sans  faire  la  substitution;  il  suffit  d’appliquer  à la  fonction 
f{x,  y,  z)  1e  théorème  des  fonctions  composées  en  regardant  z 
comme  une  fonction  des  deux  variables  x et  y donnée  par  la 
formule  (ii);  on  a ainsi  les  deux  équations 

(12)  /i— "/!l  = o,  — 


Quand  on  projette  une  courbe  sur  un  plan,  il  est  évident  que 
le  centre  de  la  courbe  proposée  se  projette  au  centre  de  la 
courbe  projection;  les  équations  (12),  jointes  à l’équation  du 
plan,  détermineront  donc  le  centre  de  la  courbe  d’intersec- 
tion. Comme  les  équations  (12)  ne  contiennent  pas  le  para- 
mètre variable  l,  elles  représentent  le  lieu  des  centres;  ainsi 
le  diamètre  est  la  droite  représentée  par  les  équations 


(.3) 

' a b c 


PLANS  PRINCIPAUX. 

48?"— Parmi  les  plans  diamétraux  d’une  surface  du  second 
degré,  on  distingue  en  particulier  ceux  qui  sont  perpendicu- 
laires aux  cordes  qu’ils  divisent  en  deux  parties  égales;  ce  sont 
des  plans  de  symétrie  de  la  figure;  on  les  nomme  plans  prin- 
cipaux. Dans  ce  qui  précède,  les  axes  de  coordonnées  étaient 
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[uelconques;  dans  la  recherche  des  plans  principaux,  nous 
supposerons  les  axes  rectangulaires.  Si  l'on  désigne  par  a, 
i,  Y les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  une  direc- 
ion  donnée,  les  équations  d’une  corde  peuvent  se  mettre  sous 
la  forme 


(i4) 


X — «_.v  — b _z  — c 
« Y 


a,  b,  c étant  les  coordonnées  d’un  point  particulier  1 de  cette 
corde,  et  x,  y,  z celles  d’un  point  quelconque  de  cette  même 
corde.  La  lettre  p désigne  la  distance  du  premier  point  au 
second,  affectée  du  signe  ■+■  ou  du  signe  — , suivant  qu’elle 
est  comptée  dans  la  direction  donnée  ou  dans  la  direction 
opposée. 

On  obtient  l’équation  qui  donne  les  distances  du  point  1 aux 
points  de  rencontre  de  la  corde  et  de  la  surface  en  remplaçant 
dans  l’équation  (4)  les  lettres  x,  y,  z par  ap,  pp,  yp,  ce  qui 
donne 

(i5)  Sp*-(- Tp -t- R = o. 


en  posant,  pour  abréger. 


(i6) 


S = Aa*  + A'  P’  + A"  Y*  -t-  2 B Py  + ® 
l = xf'.(a,  6,  cH-P/ï(a,  b,  c)-h'(fc{a,  b,c), 
R=f{a,  b,  c). 


Si  l’on  suppose  le  point  1 fixe  et  que  Ton  fasse  varier  les  angles 
a,  P,  Y,  on  peut  regarder  l’équation  (i5)  comme  représentant 
la  surface  en  coordonnées  polaires.  Le  coefficient  S de  p*  ne 
dépend  que  de  la  direction  du  rayon  vecteur,  le  terme  con- 
stant R ne  dépend  que  de  la  position  du  point  1,  tandis  que  le 
coefficient  T varie  à la  fois  avec  la  direction  du  rayon  vecteur 
et  la  position  du  point  1. 

4SS — L’équation  du  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  à 
la  direction  (a,  p,  y)  prend  la  forme 

c’est-à-dire 

(17)  (Aod  B"  P B'y)  a;  -f-  (B'’ a -h  A'  fl  -t-  B y)  y 

-I- ( B' a -I- B P -H  A"  y)  z -h  C a -I- C' P -+- C"  Y =:  o.  _ 
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Soient  (t,  v les  c(»iuus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  des 
coordonnées  la  normale  à ce  plan  diaoiélral,  6 l’angle  de  la 
normale  avec  la  direction  des  cordes,  on  a 

\ (i  V 

g>.  + pjx  + yv COSÔ 

oc (Ag B" [4  “l"  B’ Y)  -(-  [1  (B’ g . .) -I- ... 

Pour  que  le  plan  diamétral  soit  un  plan  principal,  il  faut  que 
la  normale  au  plan  coïncide  avec  la  direction  des  cordes;  on 
doit  donc  ayoir  les  relations 

^ ï 

' ' Ag-l-B"(î-t-B'Y“B"gH-A’{l-|-BY“B'g-l-BpH-A''Y~ 

alors  l’équation  du  plan  principal  devient 

(19)  S(g®-t- Py  + Y")  Cg  + C"y 

4SO— Les  équations  (18)  donnent  les  suivantes 

/ (A  — S)g-+-B’'P-f-B'Y  = Oj 

(20)  B''g  + (A'  — S)P  + By  = o, 

( B'g  + Bp-t-(A"— S)y  = o; 
en  y joignant  la  relation 

(21)  g*+p*-l-Y*=I, 

on  a à résoudre  un  système  de  quatre  équations  à quatre  in- 
connues. 

Les  trois  inconnues  g,  p,  y ne  pouvant  être  nulles  en  même 
temps,  puisque  la  somme  de  leurs  carrés  doit  être  égale  à 
l’unité,  l’une  au  moins,  par  exemple  y,  est  différente  de  zéro. 
Pour  résoudre  ce  système  d’équations,  on  imaginera  les  pre- 
miers membres  des  trois  équations  (20)  divisés  par  y>  on  tirera 

a 0 

des  deux  premières  les  valeurs  des  rapports  - » substituant 

dans  la  troisième,  on  aura  une  équation  ne  renfermant  plus 
que  l’auxiliaire  S;  la  quantité  S connue,  comme  on  a déjà  les 

valeurs  des  rapports  ->  on  obtiendra  les  cosinus  au  moyen 

de  l’équation  <at). 
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Au  lieu  de  diviser  par  y,  supposons  qu’on  tire  des  deux  pre- 
mières des  équations  (20)  les  valeurs  de  a et  fi,  et  qu’on  substitue 
dans  la  troisième,  on  arrivera  à une  équation  de  la  forme 
D,y=o;  puisque  y est  différent  de  zéro,  on  posera  D,=o;  c'est 
l’équation  en  S.  Mais  il  est  évident  que  le  polynôme  D,  n’est 
autre  chose  que  le  dénominateur  commun  des  fomiules  de 
résolution  du  système  (20)  considéré  comme  un  système  à 
trois  inconnues  a,  fi,  y.  On  observe  aussi  que  l’on  peut  former 
ce  polynôme  en  remplaçant  dans  le  polynôme  que  nous  avons 
appelé  D (n°  477)  les  lettre  A,  A',  A"  par  A — S,  A'—  S,  A"— S. 
L’équation  qui  donne  l’inconnue  S est  donc 

(22)  (A  — S)  (A'  — S)  (A"  — S)  — (A  — S)  B*  - (A'  — S)  B'* 

- (A"  — S)  B"*-t-  aBB'B"  = o; 

quand  on  développe  le  polynôme  par  rapport  aux  puissances 
de  S,  on  voit  que  le  terme  indépendant  de  S est  la  quantité  ü 
elle-même. 

400 — Lorsque  les  trois  coefficients  B,  B',  B"  sont  différents 
de  zéro,  on  arrive  à une  forme  d’équation  plus  commode  à 
discuter,  en  faisant  l’élimination  d’une  autre  manière  : multi- 
plions les  équations  (20)  respectivement  par  B,  B',  et  re- 
tranchons les  résultats  deux  à deux,  il  vient 

(23)  [(S— A)B-l-B'B'^a=[(vS-AOB'-l-B"B]P  = [(S-A")B"-l-BB']y, 


nu 


I I I 


(S  — A)  B -4-  B'  B”  (S  — AO  B'  -4-  B"B  (S  — A")  B"  -H  BB' 

Si  l’on  substitue  dans  l’une  des  mêmes  équations,  la  première, 
par  exemple,  à la  place  de  a,  P,  y les  quantités  proportion- 
nelles, on  trouve 

r + O 

(S— A)B  -h  B'B"  ^ <S— A0B'-4-B”B  ^ (S— A")B''-I-BB'  “ ’ 
ou 

B'B"  B"B  BB' 

^S— A)B4-B'B"  (S— A0B'-4-B"B  (S— A")B"-hBB'  ’ “ 
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B‘(S— aj  ^ R'>(S— 6)  ^ B"‘(S— c) 
en  désignant  para,  b,  c les  quantités 
. B'B"  B"B 


BB'B 


= 0, 


B 


A'- 


B' 


A g„- 


DISCUSSION  DE  l’ÉQCATION  DD  TROISIÈME  DEGRÉ. 

491 — Considérons  d’abord  le  cas  le  plus  général,  celui  où 
aucun  des  coefficients  B,  B',  B"  n’est  nul.  Prenons  l’équation 
en  S sous  la  forme  (24) . 

I. — Supposons  que  les  trois  quantités  a,  b,  c soient  diffé- 
rentes et  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante.  Substituons 
successivement  à la  place  de  S,  dans  le  premier  membre  de 
l’équation  (24),  les  quantités  a rte,  ùrte',  crhe",  (e,  e',  e") 
désignant  de  très-petites  quantités  positives.  Par  la  première 
substitution,  le  premier  terme  de  l’équation  prend  la  valeur 

rhg^.  très-grande  numériquement,  tandis  que  les  autres 

termes  conservent  des  valeurs  flnies;  ce' premier  terme  donne 
donc  son  signe  au  polynôme.  De  même,  par  la  seconde  substi- 
tution, le  second  terme  prend  la  valeur  très-grande  — g;îp’ 

tandis  que  les  autres  termes  conservent  des  valeurs  finies;  ce 
second  terme  donne  donc  son  signe  au  polynôme.  De  même, 

par  là  troisième  substitution,  le  troisième  terme  donne 

son  signe  au  polynôme. 

Quand  S varie  de  a + e à b — le  premier  membre  reste 
fini  et  varie  d’une  manière  continue;  puisque  ces  deux  nom- 
bres donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  ils  compren- 
nent entre  eux  une  racine  réelle  de  l’équation  ; ainsi  il  y a une 
racine  réelle  de  l’équation  comprise  entre  a et  b.  On  reconnaît 
de  la  même  manière  qu’il  y en  a une  seconde  entre  b et  c.  Il  y 
en  a une  troisième  plus  grande  que  c ou  plus  petite  que  a, 
suivant  que  BB'B"  est  positif  ou  négatif;  en  effet,  quand  on 
donne  à S une  valeur  très-grande  numériquement,  le  premier 
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membre  de  l’équation  (24)  se  réduit  à 


1 

bFb 


s;  donc  si  la 


quantité  BB'B"  est  positive,  le  premier  membre  change  de 
signe  quand  S varie  de  c-t-e''  à 4-«o,  et,  par  suite,  il  y a 
une  racine  réelle  plus  grande  que  c;  lorsque  la  quantité 
BB'B''  est  négative,  le  premier  membre  change  de  signe 
quand  S varie  de  — oc  à a — s;  dans  ce  cas,  la  troisième 
racine  est  plus  petite  que  a. 

Ainsi,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  les  trois  racines  de 
l’équation  sont  réelles  et  inégales.  A chacune  de  ces  racines 
correspond  une  direction  des  cordes  unique  et  déterminée; 
car,  si  dans  les  relations  (23)  on  remplace  S par  l’une  des  ra- 
cines, les  trois  parenthèses  étant  différentes  de  zéro,  on  obtient 
pour  les  trois  cosinus  des  valeurs  finies  et  déterminées. 

II. — Supposons  que  deux  des  trois  quantités  a,  b,  c,  par 
exemple  a et  b,  soient  égales.  Les  trois  racines  sont  encore 
réelles  et  inégales;  mais  l’une  d’elles  est  égale  à a.  En  effet, 
l’équation  (24),  mise  sous  forme  entière,  devient 


(20)  B'‘B"*  (S  - 6)  (S  — c)  -h  B"*B»  (S  — c)  (S  — a) 

-H  B* B'* (S  _ a)  (S  — 6)  — BB’B"  (S  — a)  (S  — 6)  ( S - c)  = o. 


Quand  a = b,  le  premier  membre  est  divisible  par  S — a,  et 
l’on  a l’équation  du  second  degré 

R//*  (B* H- B'*)  (S— c)-hB*B'*  (S— a)— BB'B'MS  — O)  (S  — c)  = 0. 


Le  premier  membre  prenant  des  valeurs  de  signes  contraires, 
quand  on  attribue  à S les  valeurs  o et  c,  cette  équation  a ses 
deux  racines  réelles  et  l’une  est  comprise  entre  a et  c. 

Si  dans  les  relations  (23)  on  remplace  S successivement  par 
chacune  des  racines  de  l’équation  du  second  degré,  aucune 
des  trois  parenthèses  ne  s’annullc,  et  chaque  racine  donne  une 
direction  unique  et  déterminée.  Pour  la  première  racine  a, 
les  deux  premières  parenthèses  sont  nulles,  sans  que  la  der- 
nière le  soit;  il  en  résulte  y = o.  Pour  vérifier  les  équations 
(20),  il  faut  prendre  en  outre  B'a-f-BP  = o,  ce  qui  détermine 
encore  une  direction  unique  parallèle  au  plan  des  xy. 

III. — Enfin,  si  les  trois  quantités  a,  b,  c sont  égales,  deux 
BR.  58 
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racines  de  l’équation  (25)  deviennent  égales  à a,  et  la  troisième 
est  donnée  par  l’équation  du  premier  degré 

(B'«B  -f-  IV'’ B’  -t-  B’  B'’)  — BB'B"(S  — o)  = o. 

A cette  racine  simple  correspond  une  direction  unique.  Pour 
la  racine  double,  les  trois  équations  (20)  se  réduisent  à une 
seule  B'B'''a-t-B"B^-(-BB'Y  = Oj  et  il  y a indétermination; 
toutes  les  directions  parallèles  au  plan  B'B".r-t-IV'B.v-f-BB'z=<) 
conviennent  à celte  racine  double. 

493 — Considérons  maintenant  le  casoù  les  trois  coefflcienls 
B,  B',  B ' ne  sont  pas  difTérents  de  zéro. 

I. — Un  seul  coefficient  est  nul,  par  exempte  B'^  L’équation 
du  troisième  degré  (22)  devient 

(S  - A)  (S  — A')  (S  — A")  — (S  — A)  B*  — (S  — A')  B'*  = o. 

Soit  A<  A';  les  substitutions  de  — sc  , A,  A',  +oc  dans  le  pre- 
mier membre  donnent  des  résultats  affectés  respectivement  des 
signes  — , H-,  — , donc  l’équation  a scs  trois  racines  réelles 
et  inégales.  Les  équations  (20)  donnent  pour  chacune  d’elles 
une  direction  déterminée;  car  des  deux  premières  on  déduit 

cc  & 

des  valeurs  finies  pour  les  rapports  -*  y 

li. — Deux  coefficients  sont  nuis,  par  exem|ilc  B'  et  B".  L’é- 
quation du  troisième  degré  (22}  se  réduit  à 

(S_A)[^S-A0  (S-A  ')-B’]  = o; 

elle  admet  la  racine  A et  deux  racines  réelles  et  inégales 
données  par  une  équation  du  second  degré.  Si  la  quantité 
(.A  — A!)  (A  — A")  — B’  est  différente  de  zéro,  aucune  des  deux 
racines  de  l’équation  du  second  degré  n’est  égale  à A,  et,  par 
conséquent,  les  trois  racines  sont  inégales;  pour  S = A les 
équations  (20)  se  réduisent  à 

(A' — A)P-|-By  = o,  B3-+-(â'’ — A)y  = o, 

et  ne  peuvent  être  vérifiées  que  par  les  valeurs  p = o,  y = o, 
d’où  a = i,  cc  qui  donne  une  direction  bien  déterminée. 
Pour  chacune  des  deux  autres  racines,  ces  équations  se  rédui- 
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' senl  à a = o,  (A'  — S)P+  By  = o,  cc  qui  lionne  encore  une 
direction  bien  déterminée. 

Si  l’on  a (A  — A')  (A  — A")  — B’  = o,  l’une  des  racines  de 
l’équation  du  second  degré  étant  égale  à A,  l’équation  admet 
la  racine  double  A et  une  racine  simple.  A la  racine  simple 
correspond  une  direction  déterminée;  pour  la  racine  double  A, 
les  équations  (20)  se  réduisent  à une  seule 

(A'— A)  P + By  =0, 

ce  qui  donne  foules  les  directions  parallèles  au  plan 

(A'  — A)y-+-Bi  = o. 

III. — Lorsque  les  trois  coefficients  B,  B',  B"  sont  nuis  à la 
fois,  l’équalion  en  S se  réduit  à 

(S  — A)  (S  — A’)  (S  — A»)  = O, 

et  admet  pour  racines  A,  A',  A".  Quand  ces  trois  racines  sont 
inégales,  les  équations  (20)  monlrent  qu’à  ces  racines  corres- 
pondent des  directions  respectivement  parallèles  à chacun  des 
trois  axes  coordonnés.  Si  A = A',  à cette  racine  double  cor- 
respondent toutes  les  directions  parallèles  au  plan  des  xy. 
Enfin,  si  A = A'  = A",  à celte  racine  triple  correspondent 
toutes  les  directions  de  l’espace;  il  y a ici  indétermination  ab- 
solue; car  les  équations  (20)  deviennent  alors  des  identités. 

Ainsi,  en  résumé,  Véqualion  du  troisième  degré  en  S a tou- 
jours ses  trois  racines  réelles.  A une  racine  simple  correspond 
une  direction  déterminée;  à une  racine  double  toutes  les  direc- 
tions parallèles  à un  plan;  à une  racine  triple  toutes  celles  de 
l’espace. 

A03— Soient  (a,  p,  y),  (a’,  p',  y)  les  cosinus  des  angles 
que  font  avec  les  axes  des  coordonnées  les  directions  qui  cor- 
respondent à deux  racines  différentes  S et  S’.  On  a,  en  vertu 
des  équations  (20), 

/ Aa  +B’’p-f-B'y  = So!,  / Aa'  -+-B’'p'-t-B'y  =S'a', 
B"a-hA'P-h-By  =Sp,  B'V-t- A'P'-t-By  =S-p', 

l B'a-I-Bp  -+-A"y=Sy,  l BV-t-Bp'  -t-A'Y=Sy. 
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Multiplions  les  premières  équations  respectivement  par 
les  secondes  par  a,  y,  et  de  la  somme  des  premières  re- 
tranchons celle  des  secondes;  il  vient 

(S  — S')  /cul'  PP'  -t-  YY^)  = O 
ou  aa'-f-pP'-f-YY'  = o. 

Donc  les  directions  qui  correspondent  à deux  racines  différentes 
sont  perpendiculaires  entre  elles. 

11  en  résulte  que  les  directions  qui  correspondent  à une  ra- 
cine double  sont  toutes  perpendiculaires  à celle  qui  corres- 
pond à la  troisième  racine. 

NOMBRE  DES  PLANS  PRINCIPAUX. 

404 — Le  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  à la  direc- 
tion (a^  P,  y)  donné  par  l’équation  (19) 

S (ax  4- Py -H  Y*) (Ca -+- C' P -f- C"  y)  = o. 

Ainsi)  à chaque  direction  des  cordes  donnée  par  une  racine  S 
différente  de  zéro  correspond  un  plan  principal. 

Si  une  racine  S est  nulle,  le  plan  principal  n’existe  plus. 
Cependant  si  l’on  a Ca-|-C'p-|-C"Y  = o,  l’équation  (19)  de- 
vient une  identité,  et  la  position  du  plan  principal  est  indéter- 
minée; tout  plan  perpendiculaire  à la  direction  des  cordes  est 
un  plan  principal;  dans  ce  cas,  la  surface  est  cylindrique. 
D’après  l’équation  (i5),  si  une  racine  S est  nulle,  les  droites 
correspondantes  ne  rencontrent  la  surface  qu’en  un  seul  point. 

Il  est  bon  d’observer  que  l’équation  en  S a toujours  au  moins 
une  racine  différente  de  zéro;  car  les  trois  racines  ne  sont 
égales  que  si  l’on  a B = B'  = B"  = o;  alors  ces  racines,  étant 
égales  à A,  A',  A",  ne  sont  pas  toutes  trois  nulles,  sans  quoi 
l’équation  proposée  ne  serait  pas  du  second  degré.  On  peut, 
d’ailleurs,  démontrer  cette  propriété  de  l’équation  {22),  indé- 
pendamment de  l’étude  que  nous  en  avons  faite;  en  effet,  si 
les  trois  racines  étaient  nulles,  on  aurait,  en  égalant  à zéro  les 
coefQcients  de  S*  et  de  S, 

.4  -t-  A'  4-  A"  = ( AA'  4-  A'  A"  -4  A"  A — B’  — B"  - B"*  = o; 
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si  du  carré  de  la  première  quantité,  on  retranche  le  double 
de  la  seconde,  il  vient 

A‘  -4-  A'«  A"*  + 2 B*  -H  aB'»  4-  2 B"‘  = o, 

d’où  A = A'  = A"  = B = B'  = B''  = o,  et  l’équation  ne  serait 
plus  du  second  degré.  Ainsi  toute  surface  de  second  degré  a au 
moins  un  plan  principal. 

405 — Nous  avons  vu  que,  si  l’on  fait  abstraction  des  cy- 
lindres, ré(iuation  du  second  degré  peut  être  ramenée  à l’une 
des  deux  formes 

(a)  Mx’-|-Ni/*-4-Pz’-f-F,  = o,  (p)  Ny*4-P*’-t-Qx  = o; 

la  première  convient  aux  surfaces  qui  ont  un  centre  unique,  la 
seconde  à celles  qui  sont  dépourvues  de  centre.  Si  le  plan  dia- 
métral qui  a servi  a effectuer  la  réduction  est  un  plan  principal, 
comme  on  peut  effectuer  tes  réductions  ultérieures  en  prenant 
dans  le  plan  principal  deux  axes  rectangulaires,  l'équation  de 
la  surface  sera  ramenée  à Tune  des  deux  formes  (a)  et  (P)  en 
coordonnées  rectangulaires. 


CHAPITRE  II. 

Rédaction  de  l’éqoatlon  du  second  degré. 


Dans  le  chapitre  précédent,  nous  avons  vu  que  l’équation  du 
second  degré  peut  se  ramener  à l’une  des  formes  simples 

Ma:’-l-Ny’-t-P;*+F,  = o,  Ny*-i-Pz’-t-Qa7==o, 
Nÿ*4-Pz*-1-F,  = o,  P2*-t-Qx  = o,  Ps’-4-F,  = o, 


en  coordonnées  rectangulaires.  Il  nous  reste  à indiquer  un 
moyen  pratique  d’effectuer  cette  réduction. 


PREMIER  CAS.  D ^ O. 

4®6—  On  commence  par  transporter  les  a\es  parallMemenf 
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à eux-mêmes  au  centre  de  la  surface;  l’équalion  générale  du 
second  degré 

(i)  Ax--4- A'ÿ’-+- + 

-+- 2 C a; -4- 2 C y 2 C"  Z -H  F = O, 

devient 

(2)  A®*-4- A'y’-t- A"z’-f-2Byz  -|-2B'ra:-|-2B''a*y  -4-  Fj  = o; 

les  coefficients  des  termes  du  second  degré  ne  changent  pas, 
et  nous  avons  appris  à calculer  la  constante  F,  (n®  479)- 
Supposonsd’abord  les  trois  racines  de  l’éiiuation  du  troisième 
degré  en  S diUérentes  et  désignons-les  par  S,  S',  S";  soient,  de 
plus,  (a,  P,  y),  (a',  [i',  'j''),  (a",  fi",  y”)  les  cosinus  des  angles  que 
font  avec  les  axes  les  directions  qui  correspondent  à ces  trois 
racines.  Si  l’on  change  les  axes  des  coordonnées  en  prenant 
ces  trois  directions  pour  celles  des  nouveaux  axes,  les  formules 
de  transformation  sont 

y = Pay  + fi'ÿ'-4-^"z', 

et  l’équation  de  la  surface  aura  la  forme 

Ma/* -4- Ny" -4- Pz'» -I- F,  = O, 

puisqu'elle  ne  doit  plus  contenir  les  produits  des  variables. 
Mais  on  a 

M = A a*  -t-  A'  P*  -4-  A"  y’  + 2 B PY  + 2B'  Y«  -4-  2 B"  a, 3, 

c'est-à-dire  M = S (n“  487).  Par  la  même  raison,  on  a N = S' 
et  P = S".  Ainsi,  dans  ce  cas,  l’équation  réduite  est 

(4)  Sa:'*H-S^y'*-HS"z'‘-4-F,  = o. 

49J' — 11  est  facile  de  vérifier  que  les  coefficients  des  rec- 
tangles des  variables  dans  la  nouvelle  équation  sont  nuis. 
Prenons,  par  exemple,  le  coefficient  2B,  du  terme  en  y'z',  on  a 

B,  = Aa'a"  k' [i' H-  A' Y/  + B (fl' Y+f  ?>") 

-4- B'  (f  a" -h  a' y'O  -H  B"  (a' fl" -4-  fl' a"). 
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Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  chacune  des  relations 

A Y'  = S'a', 

B" a' 4- A' P' -I- B / = 

B'  a'4-B  lî'4-A"y  = SY- 

respectiTement  par  a!',  fi",  y'  et  que  l’on  ajoute,  il  vient 

B,  = S'  {%'  a"  + fi'  ,'i"  4-  y'  /') . 

Les  deux  directions  (a',  fi',  -f),  (a",  y")  étant  rectangu- 

laires, on  en  conclut  que  B,  = o.  On  verrait  de  même  que 
b',=b:;=o. 

40S — Lorsque  deux  racines  de  l’équation  du  troisiètne 
degré  sont  égales,  à la  racine  simple  correspond  un  plan  prin- 
cipal déterminé,  et  à la  racine  double  une  infinité  de  directions 
de  cordes  parallèles  à ce  plan;  si  l’on  prend  pour  nouveaux 
axes  deux  droites  rectangulaires  situées  dans  ce  plan  et  la 
per|tendiculairc  au  plan,  la  méthode  précédente  est  applicable, 
et  l’on  obtient  l’équation 

S (a5"-t-  î/'*)  4-  S"  s'*  4-  F,  = O, 

qui  représente  une  surface  de  révolution  autour  de  l’axe  OZ'. 
Enfin,  si  les  trois  racines  sont  égales,  en  prenant  trois  nou- 
veaux axes  rectangulaires  quelconques,  l’équation  est  toujours 
S(x'*4-y'’-t-x'’) -l-F,  = o;  elle  ne  peut  représenter  qu’une 
sphère. 

DEUXIÈME  CAS.  D = O. 

499 — Dans  ce  cas,  commençons  par  changer  la  direction 
des  axes,  en  prenant  pour  nouveaux  axes  les  directions  qui 
correspondent  aux  racines  de  l’équation  du  troisième  degré, 
ou,  si  celte  équation  a des  racines  égales,  un  des  systèmes  en 
nombre  infini  de  trois  directions  rectangulaires  déterminées 
par  ces  racines.  On  démontre,  comme  on  l’a  fait  algébrique- 
ment dans  le  cas  précédent,  que  B,  = Bf  =B'f  = o;  les  coeffi- 
cients des  carrés  des  variables  ont  encore  pour  valeurs  S,  S',  S". 
Si  donc  une  seule  racine  S est  nulle,  et  que  l’on  prenne  pour 
axe  OX'  la  direction  déterminée  par  celle  racine,  l’équation  de 
la  surface  est 

aGf  ?/  ;>C'f  2' 4-  F = 0. 
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Les  coefficients  C,,  C^,  C,  ont  pour  valeurs 
C.  =Ca  4-C'|3  +C"y, 

H- C'Y, 

C';  = Ca"+C'P"4-C"f'. 

En  déplaçant  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes,  on  ramène 
réquation  précédente  à la  forme 

S'ÿ’  -t-  S"  s’  + 2C^X  = O, 
si  C,  est  différent  de  zéro,  et  à la  forme 

S'ÿ*  + S"a*-4-F,  = o, 

si  C,  est  nul.  Le  coefficient  C,  qui  subsiste  dans  l’équation  ré- 
duite est  celui  qui  correspond  à la  racine  simple  S = o. 

500— Si  deux  racines  S et  S'  sont  égales  à zéro,  par  la 
première  transformation  l’équation  devient 

S"j5'*-f-  2C,æ'  + 2C',  2C,z'+  F = o. 

Nous  avons  vu  que,  pour  cette  racine  double  S = o,  les  rela- 
tions {20)  du  n®  489  se  réduisent  à une.  Pour  déterminer  l’une 
des  directions  correspondantes,  on  peut  joindre  à cette  équa- 
tion une  seconde  cqualion  prise  à volonté;  nous  prendrons 
Ca'-f  C'(Ï'-)-C"y'  = 0; 

de  celte  manière  on  aura  CJ  = o.  L’autre  direction  sera  ensuite 
complètement  déterminée,  ainsi  que  le  coefficient  C,.  Cela 
posé,  en  déplaçant  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes,  on 
ramènera  l’équation  à la  forme 

S".;’-!-  2C,a;  = o, 

si  Cj  est  différent  de  zéro,  et  si  C,  est  nul,  à la  forme 
S"s*-q-F,=o. 

Remarque.  Lorsque  deux  racines  S'  et  S"  sont  égales  sans 
être  nulles,  la  surface  est  une  surface  de  révolution.  Si  les 
trois  coefficients  B,  B',  B"  sont  diftérenls  de  zéro,  les  condi- 
tions pour  qu’il  y ait  une  racine  double  sont  (n“  491) 

A ^=A'--^  = A 

et  si  l’on  appelle  a,  p,  y les  cosinus  des  angles  de  la  direction 
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de  l’axe  de  révolution  avec  les  axes  des  coordonnées,  on  a 


« _ P _ Y 

Lorsqu’un  seul  des  coefficients  B,  B',  B"  est  égal  à zéro, 
l’équation  en  S u’a  jamais  de  racine  double.  Si  deux  coefficients 
B',  B”  sont  nuis,  la  condition  pour  l’existence  d’une  racine 
double  est  {n“  49?) 

(.V  — A)  (A"  — A)  — B*  = o; 
et,  dans  ce  cas,  on  a 

P Y 

fÉ.  " O ‘ • 

’ Â^^~B 


CHAPITRE  III. 

De  relllpaoldc. 


SOI — Nousavons  ramené  l’équation  des  surfaces  du  second 
degré  qui  ont  un  centre  unique  à la  forme 

Sa;*  + S' y*  4- S"  s’ = H, 


en  rapportant  la  surface  à ses  trois  plans  principaux. 

Supposons  d’abord  que  les  trois  racines  aient  le  même  signe, 
par  exemple  le  signe  +.  Si  le  terme  constant  H est  négatif, 
l’équation  n’est  vérifiée  par  les  coordonnées  d'aucun  point  de 
l’espace.  Si  le  terme  constant  H est  égal  à zéro,  l’équation  n’est 
satisfaite  que  pour  a;  = y = :.  =0;  elle  représente  un  seul 
point,  l’origine.  Considérons  enfin  le  cas  où  H est  plus  grand 
que  zéro,  et  posons 


réquation  se  met  sous  la  forme 


(•) 


c* 


I. 


La  coordonnée  x ne  peut  varier  que  de  — a a -+-  a,  ;/  de— 6 
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à 4-6,  5 lie  — c à 4-c;  prenons  sur  l’axe  des  x,  de  part  el 
d’autre  de  l’origine,  des  longueurs  OA  et  OA'  égales  à a,  sur 
l’axe  des  y deux  longueurs  OB  et  OB'  égales  à b,  sur  l’axe  des  ; 
deux  longueurs  OC  et  OC'  égales  à c (fig.  271).  Par  les  points 
A et  A',  B et  B',  C et  C',  imaginons  des  plans  respectivement 
l)arallè!es  aux  plans  YOZ,  ZOX,  XOY,  la  surface  sera  entière- 
ment comprise  dans  le  parallélipipède  rectangle  ainsi  formé. 
On  a donné  à celte  surface  le  nom  d’ellipsoïde. 

508— L’origine  est  un  centre  de  l’ellipsoïde.  Les  plans  co- 
ordonnés, qui  sont  les  trois  plans  principaux  de  l’ellipsoïde, 
coupent  la  surface  suivant  trois  ellipses  ABA',  BCB',  CAC',  que 
l’on  appelle  sections  principales  de  l’elliiisoïde. 

Si  l’on  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  YOZ, 
y , on  obtient  pour  section  l’ellipse 


/ i B’  /X  0“  c‘  a‘ 

■ /"  ■■-T“T'-x  v 

^ / n ,/  I ' ' dont  le  centre  1 est  sur  l’axe 

^ i / / /II4"  ' des  X.  Les  points  de  la  courbe 

Q / U- 4^ 

' y/t — T7  \ 4 étant  deux  à deux  symétriques 

< -,  par  rapport  au  centre  I,  les 

Fig.  271.  points  de  la  surface  sont  symé- 

triques deux  à deux  par  rapjwrt  à la  droite  OX,  qui  est  ainsi 
un  axe  de  la  surface.  A mesure  que  le  plan  sécant  s’éloigne  du 
plan  principal  YOZ,  c’est-à-dire  quand  x varie  de  o à a,  l’el- 
lipse d’intersection  reste  toujours  semblable  à l’ellipse  CBC', 
mais  diminue  jusqu’à  se  réduire  à un  point.  11  en  est  de  même 
des  sections  parallèles  à chacun  des  deux  autres  plans  princi- 
paux. Ainsi  l’ellipsoïde  admet  trois  axes  qui  sont  les  intersec- 
tions des  plans  principaux  deux  à deux.  Les  extrémités  des 
axes  sont  les  sommets  de  l’ellipsoïde.  Si  l’on  suppose  a>b>e, 
20  sera  l’axe  majeur,  26  l’axe  moyen,  2c  l’axe  mineur. 

Soit  M un  point  quelconque  de  l’ellipsoïde  (flg.  272);  par  ce 
point  et  le  grand  axe  faisons  passer  un  plan;  ce  plan  coupe  la 
surface  suivant  une  courbe  du  second  degré  fermée,  par  con- 
séquent, suivant  une  ellipse;  à cause  de  la  symétrie,  les  axes 
de  cette  ellipse  sont  la  droite  AA'  et  le  diamètre  Biy  suivant 
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Lequel  le  plan  sécant  coupe  l’ellipse  principale  CDG' B';  le  rayon 

OD,  compris  entre  les  deux  axes 
6 et  c de  celte  ellipse  principale, 
est  plus  grand  (pie  c;  mais  d’un 
autre  côté  le  rayon  OM  est  com- 
pris entre  OD  cl  a ; ce  rayon  e$t 
donc  compris  entre  c et  a.  On 
conclut  (le  là  que  le  plus  grand 
rayon  de  l’ellipsoïde  est  le  demi- 
grand  axe  OA,  le  plus  petit  le  demi-petit  axe  OC. 

PLANS  DIAMÉTRAIX  ET  DIAMÈTRES. 

503— Considérons  une  série  de  cordes  parallèles  à la  droite 


a ^ y’ 

le  plan  diamétral  correspondant  (n®  481)  a pour  équation 

(2) 

Réciproquement,  tout  plan  passant  par  le  centre  est  un  plan 
diamétral;  soit,  en  elfet,  le  plan 

Aa;-+-By-i-Cz  = o; 

ce  plan  coïncidera  avec  le  plan  diamétral  précédent,  si  l’on  a 

(3)  P =JL. 

^ ' a*  A ¥Ti  c*C 


Telles  sont  les  relations  qui  existent  entre  la  direction  des 
cordes  et  celle  du  plan  diamétral  conjugué.  Il  est  évident  que 
le  plan  diamétral  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  fermée 
du  second  degré,  et,  par  conséquent,  suivant  une  ellipse. 
Chaque  point  de  celte  ellipse  est  le  point  de  contact  d’une 
droite  parallèle  aux  cordes  et  tangente  à la  surface;  ces  tan- 
gentes forment  un  cylindre  langent  à l’ellipsoïde  tout  le  long 
de  cette  ellipse  et  l’enveloppant. 

504 — Nous  savons  que  les  sections  faites  par  des  plans 
parallèles  dans  l’ellipsoïde  sont  des  ellipses  homothétiques 
(n®473).  Soit  Ax-i-hy  + Cz  = l,  l’équation  d’un  plan,  dans 
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laquelle  A,  B,  G sont  des  coefficients  constants,  l un  paramètre 
variable;  le  lien  des  centres  de  ces  ellipses,  ou  le  diamètre,  est 
la  droite  (n“  486) 

//.  X _ y _ Z 
a*A“6‘B“c*C’ 


passant  par  le  centre  de  la  surface. 

La  direction  du  diamètre  est  conjuguée  du  plan  diamétral 
parallèle  aux  plans  sécants;  car  les  coefficients  de  la  droite  et 
du  plan  vérifient  les  relations  (3). 

Réciproquement,  toute  droite  passant  par  le  centre  est  un 
diamètre;  car  si  l’on  mène  le  plan  diamétral  conjugué  de  cette 
direction,  et  des  plans  sécants  parallèles,  le  lieu  des  centres 
coïncidera  avec  la  droite  donnée. 

L’équation  du  plan  tangent  (n®  466)  se  réduit  ici  à 


(5) 


o‘  ^ 6* 


c* 


Ce  plan  tangent  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  du 
diamètre  qui  va  du  centre  au  point  de  contact;  car  ce  dia- 

X Y Z 

mètre  ayant  pour  équations  - = — =-»  ses  coefficients  et 

oc  y Z 

ceux  du  plan  tangent  vérifient  les  relations  (3). 


DIAMÈTRES  CONJUGUÉS. 

505 — On  dit  que  trois  diamètres  forment  un  système  de 
diamètres  conjugués,  quand  chacun  d’eux  est  conjugué  du 
plan  des  deux  autres.  Nous  avons  déjà  reconnu  l’existence  de 
pareils  systèmes  de  diamètres  (n®  485);  menons  arbitrairement 
un  premier  diamètre  OD  (flg.  273)  et  considérons  le  plan  diamé- 
tral conjugué;  ce  plan  coupe 
l’ellipsoïde  suivant  une  ellipse; 
prenons  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques  OE,  OF  de 
cette  ellipse;  les  trois  diamètres 
OD,  OE,  OF  formeront  un  sys- 
tème de  diamètres  conjugués; 
car  si  l’on  prend  pour  axes  des 
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coordonnées  les  trois  droites  OD,  OE,  OF  et  que  l’on  appelle 
a' 3 b' , cf , les  longueurs  des  trois  rayons  OD,  OE,  OF,  d’après 
le  raisonnement  qui  a été  fait  précédemment  (n®  484)»  l’équa- 
tion de  l’ellipsoïde  se  mettra  sous  la  forme 

a/*  i/*  z'* 

+ + 

On  en  conclut  que  les  trois  axes  des  coordonnées  forment  un 
système  de  diamètres  conjugués,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
que  les  trois  plans  des  coordonnées  forment  un  système  de 
plans  diamétraux  conjugués. 

On  voit  bien,  à l’aide  de  cette  équation,  comment  varient 
les  sections  parallèles;  si  l’on  coupe  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  diamétral  Y'OZ',  on  a une  ellipse 

y*  z'* d' 


homothétique  à l’ellipse  diamétrale  EOF  et  ayant  son  centre 
au  point  I sur  le  diamètre  OD;  cette  ellipse  va  en  diminuant  à 
mesure  que  le  plan  sécant  s’éloigne  du  plan  diamétral;  elle  se 
réduit  au  point  D,  quand  le  plan  sécant  passe  par  ce  point 
et  alors  le  plan  est  tangent  à la  surface;  au  delà  le  plan  ne 
rencontre  plus  la  surface;  en  d’autres  termes,  il  la  coupe 
suivant  une  ellipse  imaginaire  dont  le  centre  est  réel  et  si- 
tué sur  le  prolongement  de  OD.  Il  en  est  de  même  de  l’autre 
côté. 

&06 — Cherchons  maintenant  les  relations  qui  existent 
entre  les  directions  des  trois  diamètres  conjugués  OD,  OE,  OF. 
Désignons  par  a,  y les  coefficients  du  premier  diamètre, 
par  a',  y'  ceux  du  second,  par  a",  y"  ceux  du  troisième. 
Le  plan  conjugué  du  diamètre  OD  a pour  équation 


ctx  ^ 
a*  6* 


yz 

c* 


= o; 


ce  plan  contenant  le  diamètre  OE,  on  a la  relation 
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On  obtient  ainsi  les  trois  relations 


(5) 


a a' 
a* 


w. 

■ b'  ■ 


a' 


b' 


■Ç=o, 

-tL-o 

r} 

.."v 

y=“- 


qui  expriment  que  chaque  diamètre  est  conjugué  du  plan  des 
deux  autres.  La  première  de  ces  relations  signifie  que  les  deux 
diamètres  OD,  OE  sont  conjugues  entre  eux. 

507— Considérons  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués 
ODEF,  OIVE'F'  (fig.  27/j).  Soit  OG  le  diamètre  suivant  lequel 
se  coupent  les  deux  plans  EOF,  E'OF',  OH  et  OH'  les  diamètres 
conjugués  de  OG  dans  ces  deux  plans.  Si,  conservant  OD,  on 

remplace  les  diamètres  conjugués 
OE,  OF  par  deux  autres  diamètres 
conjugués  OG,  OH  de  la  même  el- 
lipse, la  somme  des  carrés  ne  change 
pas;  de  même,  si,  conservant  OD', 
on  remplace  les  deux  diamètres  con- 
jugués OE',  OF'  par  deux  antres  dia- 
mètres conjugués  OG,  OH'  de  la  même  ellipse,  la  somme  des 
carrés  ne  change  pas.  On  a alors  deux  systèmes  de  diamètres 
conjugués  OGIID,  OGH'D',  qui  ont  un  diamètre  commun  OG, 
les  deux  autres,  étant  situés  dans  le  plan  diamétral  conjugué 
de  OG,  appartiennent  à la  même  ellipse;  donc  la  somme  des 
carrés  est  la  même.  Ainsi,  la  somme  des  carrés  de  trois  dia- 
mètres conjugués  est  constante  et,  par  conséquent,  égale  à 
la  somme  des  carrés  des  axes. 

On  démontre  de  la  même  manière  que  le  volume  du  parai- 
lélipipéde  construit  sur  trois  diamètres  conjugués  est  constant; 
lorsqu'on  remplace  le  système  ODEF  par  le  système  ODGH,  le 
volume  ne  change  pas;  car  les  deux  parallélipipèdes  ont  des 
bases  équivalentes,  les  parallélogrammes  EOF,  GOH,  et  même 
hauteur,  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  D sur  le  plan 
des  bases. 
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SECTIONS  CIBCüLAIRES. 


508— Parmi  les  scclions  planes  de  l’ellipsoïde,  il  importe 
d’examiner  en  particulier  les  sections  circulaires.  Supposons 
qu’un  plan  diamétral  coupe  l’ellipsoïde  suivant  un  cercle 

. (flg.  2;>5);  soit  OD  le  diamètre  conju- 

! '\  gué;  si,  dans  le  plan  du  cercle,  on 

( IJ  ' - prend  la  projection  OE  de  OD  et  un 

\ \ diamètre  OF  perpendiculaire  à OE,  on 

\ j aura  un  système  de  trois  diamètres 

^ conjugués;  or  le  diamètre  OF  est  per- 

Fig.  S7j.  pendiculaire  au  plan  diamétral  conju- 

gué DüE;  donc  ce  plan  est  un  plan  principal  et  OF  l’un  des  axes 
de  la  surface.  Ainsi  les  plans  diamétraux  qui  coupent  l’ellip- 
soïde suivant  des  cercles  passent  par  Fun  des  axes  de  la  sur- 
face. Cet  axe  est  l axe  moyen  BB'  de  l’ellipsoïde;  car,  nous  avons 
vu  (n“  5oa)  que,  lorsque  le  plan  sécant  passe  par  le  grand  axe 
AA',  les  deux  axes  de  l’ellipse  dirrèrent  nécessairement;  il  en 
est  de  même  qjiand  le  plan  sécant  passe  par  le  petit  axe  CC'. 

f.A)rsque  le  plan  sécant  passe  par  l’axe  moyen  BB',  les  deux 
axes  de  l’ellipse  d’intersection  sont  l’axe  BB'  et  le  diamètre  Diy 
- - suivant  lequel  le  plan  sécant  coupe 

l’ellipse  principale  ACA'  (fig.  276). 
\ La  longueur  de  ce  diamètre  DD',  va- 

*■( . ‘ *'*‘*1^^  LC'  à AA',  pourra  être  égale 

y ^ 3lors  la  section  sera  un  cer- 

I cle.  Du  point  0 comme  centre,  avec 

Fii.*276.  un  rayon  égal  à è et  dans  le  plan 

principal  ACA'  décrivons  un  arc  de  cercle  (|iii  coupera  l’ellipse 
principale  en  D et  E;  menons  les  diamètres  OD  et  OE;  les 
deux  (dans  diamétraux  BOD,  BOE  couperont  l’elli()Soïde suivant 
des  cercles.  On  conclut  de  là  que  rdlipsoide  à trois  axes  iné- 
gaux admet  deux  séries  de  sections  circulaires. 

Quand  l’ellipsoïde  est  de  révolution,  les  deux  (dans  BOD,  BOE 
se  confondent  avec  le  |)lan  princi|)al  (lerpendiculaire  à l’axe  de 
rotation,  c'est-à-dire  avec  l’équateur  de  la  surface.  On  n’a  (dus 
alors  qu’une  série  de  sections  circulaires. 
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On  peut  mettre  en  évidence  l’existence  des  sections  circu- 
laires en  écrivant  l’équation  de  l’ellipsoïde  sous  la  forme 


s* . 

¥ 


si  on  désigne  par  ^ ^ quantités  positives  ^ ^ el 

~ — l’équation  devient 

Æ*  + y’-(-z*  /x  , i\/x  z\ 

6*  * \m  71/  \m  71/ 


Z 

L’intersection  de  la  surface  par  le  plan  — h-=«,  a étant 

^mn 

une  constante  arbitraire,  est  située  sur  la  splière 
l)‘  \7»  n)  ' 

on  a ainsi  une  première  série  de  sections  circulaires.  Le  plan 

3C  Z 

= s donne  une  seconde  série  de  sections  circulaires. 

77»  7» 

L’équation  précédente  signifie  que  le  carré  de  la  tangente 
menée  d’un  point  quelconque  de  l’ellipsoïde  à la  sphère 
a:’-Hî/*H-3‘  = 6’  est  au  produit  des  distances  de  ce  même 

point  aux  deux  plans  diamétraux  ^ l’on  ap- 

pelle plans  cycliques,  dans  un  rapport  constant. 


CHAPITRE  IV. 

Dca  hyperbololdea. 


Considérons  maintenant  le  cas  où  les  trois  racines  de  l’équa- 
tion en  S n’ont  pas  le  même  signe;  supposons,  par  exemple, 
que  les  deux  racines  S et  S'  soient  positives,  et  la  troisième 
négative. 

CÔNE. 

ft09— Si  le  terme  constant  H est  nul,  l’équation 
Sa:*-hS'ÿ’-4-S"z'  = o, 
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étant  homogène  par  rapport  à x,  y,  z,  représente  un  cône 
(n®454)-  Si  l’on  pose 


l’équation  prend  la  forme 

' tang’a^  tang*fi 

Le  plan  principal  XOZ  coupe  la  surface  suivant  deux  droites 
OA,  OA'  faisant  avec  OZ  un  angle  égal  à 
a;  le  plan  principal  YOZ  suivant  deux 
droites  OB,  OB'  faisant  avec  OZ  un  angle 
égal  à ^ (flg.  277).  Le  plan  principal  XOY 
coupe  la  surface  suivant  un  seul  point  O. 
Tout  plan  parallèle  au  plan  XOY  donne 
une  ellipse  ABA'  ayant  pour  équation 

X*  ÿ*  

lang*a  ~^tang*^  ~ ’ 

cette  ellipse  qui  a son  centre  I sur  l’axe 
OZ,  augmente  indéflnimeut  à mesure  que  le  plan  sécant 
s’éloigne  du  sommet.  Ainsi  on  peut  regarder  le  cône  comme 
engendré  par  une  droite  OM,  qui  tourne  autour  du  point  O en 
glissant  sur  l’ellipse  ABA'.  En  supposant  S plus  grand  que  S'  et, 
par  conséquent,  a plus  petit  que  p,  on  voit  que  l’angle  que 
fait  la  génératrice  OM  avec  l’axe  OZ  varie  de  a à p.  Le  cône  est 
formé  de  deux  nappes  égales  situées  de  part  et  d’autre  du 
sommet.  L’équation  des  cônes  du  second  degré  se  ramenant  à 
la  forme  (i),  il  en  résulte  que  tout  cône  du  second  degré  peut 
être  considéré  comme  un  cône  droit  à base  elliptique. 

Les  plans  perpendiculaires  à chacun  des  deux  autres  axes, 
OX  et  OY  coupent  le  cône  suivant  des  hyperboles  ayant  leurs 
centres  sur  ces  axes.  Les  trois  axes  des  coordonnées  sont  des 
axes  du  cône;  l’un  OZ  est  situé  à l’intérieur  du  cône,  les  deux 
autres  à l’extérieur.  Par  rapport  à chacun  de  ceux-ci,  un  point 
quelconque  du  cône  a son  symétrique  sur  l’autre  nappe;  par 
rapport  au  premier,  un  point  a son  symétrique  sur  la  même 
nappe. 

BR.  29 
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Lorsqu’on  a S = S',  ou  a = fi,  le  cône  est  de  révoluticm  au- 
tour de  la  droite  OZ. 


RYPERBOLOÏDE  A UNE  NAPPE. 


510 — Supimsons  que  le  terme  constant  H ait  une  valeur 
positive  et  posons 

„ = y|,  j=y/|, 

l’équation  de  la  surlace  prendra  la  forme 


0*^6*  c* 


Le  plan  principal  XOY  côupe  la  surface  suivant  une  ellipse  ABA' 


<6g.  2^8);  le  plan  principal  XOZ  sui- 
vant une  hyperbole  dont  A' A est 
l’axe  transverse  et  OZ  l’axe  imagi- 
naire; le  plan  principal  YOZ  coupe 
de  même  la  surface  suivant  une 
hyperbole  dont  BB'  est  l’axe  trans- 
verse et  OZ  l’axe  imaginaire.  Si  l’on 
coupe  la  surface  par  des  plans  paral- 
lèles au  plan  XOY^  on  a des  ellipses 
homothétiques 


Fig.  sr*.  qui  ont  leurs  centres  sur  OZ,  et  qui 

vont  en  augmentant  indéfiniment  à mesure  que  le  plan  técanl 
s’éloigne  du  plan  principal  d’un  côté  ou  de  l’autre;  l’ellipse 
minimum  ABA'  déterminée  par  le  plan  principal  s’appelle 
• tUipse  de  gorge.  On  voit  par  là  que  la  surface  est  formée  d’une 
seule  nappe  continue  qui  s’étend  indéfiniment  en  s’onvranlde 
plus  en  pins  de  chaque  côté  du  plan  de  l’ellipse  de  gorge.  On 
a donné  à cette  surface  le  nom  d'hyperbolotde  à une  nappe. 

Les  plans  parallèles  au  plan  XOZ  coupent  la  surface  suivant 
des  hyperboles  homothétiques  ayant  leurs  centres  sur  OY  ; de 
même  les  plans  parallèles  au  plan  YOZ  coupent  la  surface  s«i- 
vant  des  hyperboles  homothétiques  ayant  leurs  centres  surOX. 
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U résulte  de  là  que  Thyperboloïde  à une  nappe  admet  trois 
axes,  deux  réels  AA'  et  OB',  un  imaginaire  OZ.  Les  deux  axes 
réels  sont  les  axes  de  l’ellipse  de  gorge;  l’axe  imaginaire  OZ  est 
situé  à l'intérieur  de  la  surface. 

Lorsque  les  deux  axes  réels  deviennent  égaux,  les  sections 
parallèles  au  plan  XÜY  étant  des  cercles,  la  surface  est  de  révo- 
lution; elle  est  engendrée  par  une  hyperbole  tournant  autour 
de  son  axe  imaginaire  OZ. 


HYPERBOLOIDE  A DEl’X  RAPPES. 

— Examinons  enfin  le  cas  où  le  terme  constant  H a une 
valeur  négative;  si  l’on  pose 

o = V^*  6 = V/^’ 

l’équation  prend  la  forme 

œ*  M*  2* 

Les  deux  plans  principaux  XOZ,  YOZ  coupent  la  surface  suivant 
des  hyperboles  dont  l’axe  transverse  CC' 
a une  longueur  égale  à 2C  et  est  dirigé 
suivant  l’axe  OZ  (fig.  279).  Le  plan  prin- 
cipal XÜY  ne  rencontre  pas  la  surface. 
La  section  faite  par  un  plan  parallèle  au 
plan  XOY  est  une  ellipse 


fl 

a* 


mais  cette  ellipse  n’est  réelle  que  si  la 
valeur  absolue  de  z est  plus  grande  que 
c;  si  donc  par  chacun  des  points  G et  G' 
on  mène  un  plan  parallèle  au  plan  XO\ , 
il  n’y  aura  aucun  point  du  lieu  situé 
entre  ces  deux  plans.  Si  le  plan  sécant 
Fig.  279.  s’éloigne  à partir  du  point  G,  l’ellipse, 

qui  est  d’abord  réduite  à un  point,  augmente  indéfiniment;  et 
de  même  de  l'autre  côté,  à partir  du  point  C'.'  On  voit  par  la 
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que  la  surface  se  compose  de  deux  nappes  infinies  et  séparées 
l’une  de  l’autre;  on  lui  a donné  le  nom  d’hyperboloîde  à deux 
nappes.  La  surface  a trois  axes,  un  réel  GC',  deux  imaginaires 
OX  et  OY. 

Quand  les  deux  axes  imaginaires  2 a et  26  deviennent  égaux, 
la  surface  est  de  révolution;  elle  est  engendrée  par  une  hyper- 
bole tournant  autour  de  son  axe  transverse  CC'. 


CÔNE  ASYMPTOTE. 


&19 — On  dit  que  deux  hyperboloïdes  sont  conjugués,  lors- 
qu’ayant  même  centre  et  mêmes  axes  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, les  axes  réels  dans  l’un  sont  imaginaires  dans  l’autre;  il 
est  clair  que  les  équations 

X*  w*  2’  , 

U 2 =-¥-  I. 

0*^6»  c*  ~ ’ 


représentent  deux  hyperboloïdes  conjugués.  Un  plan  sécant 
mené  par  l’axe  OZ  coupe  ces  deux  surfaces  suivant  des  hyper- 
boles; l’hyperbole  située  sur  l’hyperboloïde  à deux  nappes  a 
pour  axe  transverse  CC';  celle  qui  est  située  sur  l’hyperbo- 
loïde  à une  nappe  a pour  axe  transverse  le  diamètre  suivant 
lequel  le  plan  sécant  coupe  l’ellipse  de 
gorge.  Soit  y — mx  l’équation  du  plan 
sécant;  l’équation 

Æ*  m'x'  Z*  . 

1 =db  I . 

a*^  6*  c*  ’ 

provenant  de  l’élimination  de  y donne 
les  projections  des  courbes  d’intersec- 
tion sur  le  plan  XOZ;  ces  courbes  pro- 
jections sont  des  hyperboles  conjuguées 
ayant  pour  asymptotes  communes  les 
deux  droites  représentées  par  l’équation 


Fig.  ao. 


x'  m'x*  2* 

—7  "4—  /•  — — O. 

O 6*  c’ 


Si,  à cette  équation,  on  joint  celle  du  plan  sécant  y = mx,  on 
aura  les  asymptotes  des  hyperboles  dans  l’espace.  Imaginons 
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actuellement  que  le  plan  sécant  tourne  autour  de  Taxe  OZ; 
ces  asymptotes  décriront  un  cône  que  nous  appellerons  cône 
asymptote  des  hyperboloïdes;  on  obtient  son  équation  en  éli- 
minant le  paramètre  variable  m entre  les  deux  équations  pré- 
cédentes, ce  qui  donne 

X*  y‘  z- 

Ainsi  les  deux  byperboloïdes  conjugués  ont  même  cône  asymp- 
tote. L’byperboloïde  à deux  nappes  est  situé  à l’intérieur  du 
cône,  l’byperboloïde  à une  nappe  à l’extérieur  (flg.  280). 

S13 — Plus  généralement  le  cône  asymptote  est  le  lieu  des 
asymptotes  de  toutes  les  hyperboles  déterminées  dans  les  deux 
surfaces  par  des  plans  passant  par  le  centre.  En  effet,  soit 
z = mx-hny  l’équation  du  plan  sécant,  les  courbes  d’inter- 
section ont  pour  projections  sur  le  plan  XOY 

1/  (mx  -I-  ny)^ , 

t 

les  asymptotes  sont  représentées  par  l’équation 

X*  , y*  (mx-^ny)*_„ 

O*  "^6*  c* 


jointe  à celle  du  plan  sécant.  11  arrive  ici  que  l’on  peut  éliminer 
à la  fois  les  deux  paramètres  variables  m et  n entre  ces  équa- 
tions, ce  qui  reproduit  le  cône  asymptote 


Nous  ferons  remarquer  que,  lorsqu’un  byperboloïde  est  rap- 
porté à ses  axes,  si  dans  l’équation  on  supprime  le  terme 
constant,  on  obtient  le  cône  asymptote,  et  que,  si  l’on  change 
le  signe  de  ce  terme  constant,  on  obtient  l’byperboloïde  con- 
jugué. Il  est  clair,  d’après  les  formules  de  transformation  des 
coordonnées,  que  la  même  propriété  a lieu  quand  la  surface 
est  rapportée  à des  axes  de  coordonnées  quelconques  passant 
par  le  centre. 
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métrai  dépend  de  la  direction  des  cordes.  I^r  le  centre, 
menons  une  parallèle  aux  cordes  ; si  cette  droite  est  située  à l’in- 
térieur du  cône  asymptote,  il  est  évident  que  chaque  sécante 
rencontre  les  deux  nappes  du  cône  et  que,  par  conséquent,  le 
point  milieu  est  entre  les  deux  nappes;  le  plan  diamétral, 
ayant  tous  ses  points  entre  les  deux  nappes,  coupe  le  cône 
suivant  un  point.  L’byperboloîde  à une  nappe,  étant  situé  à 
l’extérieur  du  cône  asymptote,  sera  coupé  parle  plan  diamétral 
suivant  une  ellipse  réelle;  cette  ellipse  est  la  courbe  de  contact 
d’un  cylindre  ayant  ses  génératrices  parallèles  aux  sécantes 
et  circonscrit  à l’iiyperboloïde  ; le  cylindre  circonscrit  est 
situé  à l’intérieur  de  l’hyperboloïde.  L’hyperboloïde  à deux 
nappes  étant  situé,  au  contraire,  à l’intérieur  du  cône  asymp- 
tote, le  plan  diamétral  ne  rencontre  pas  la  surface;  aucune  des 
sécantes  ne  devient  tangente,  et  il  n’existe  pas  de  cylindre  cir- 
conscrit dans  cette  direction. 

Si  la  droite,  menée  par  le  centre,  est  située  à l’extérieur  du 
cône  asymptote,  une  parallèle  rencontrant  le  cône  percera 
une  même  nappe  en  deux  points,  et,  par  conséquent,  le  point 
milieu  sera  situé  à l’intérieur  du  cône;  le  plan  diamétral, 
pénétrant  à l’intérieur  du  cône,  coupera  ce  cône  suivant  deux 
droites,  et,  par  conséquent,  les  byperboloïdes  suivant  des  hy- 
perboles conjuguées.  Chacune  de  ces  hyperboles  sera  la  courbe 
de  contact  d’un  cylindre  circonscrit  ayant  ses  arêtes  parallèles 
à la  direction  donnée. 

— Il  est  un  cas  où  il  n’y  a plus  de  plan  diamétral;  c’est 
lorsque  la  droite  menée  par  le  centre  appartient  au  cône 
asymptote;  dans  ce  cas,  toute  parallèle  ne  rencontre  la  surface 
qu’en  un  point  et  le  point  milieu  est  à l’infini.  Cependant  l’é- 
quation (6)  représente  encore  un  plan  passant  par  le  centre; 
c’est  la  position  limite  vers  laquelle  tend  le  plan  diamétral, 
quand  la  droite  (5)  se  rapproche  de  plus  en  plus  du  cône.  Le 
plan  tangent  au  cône  au  point  {x,  y,  z]  a pour  équation 

x\  //Y  £Z 

c’ 

si  le  point  de  contact  appartient  à la  droite  (5),  cette  équation 


Digitized  by  Googl 


DES  HYPERBOLOIDES.  457 

devient 


c’est  réquation  (6);  ainsi,  quand  les  sécantes  deviennent  paral- 
lèles à une  arête  du  cône  asymptote,  le  plan  (6)  coïncide  avec  le 
plan  tangent  au  cône  suivant  cette  arête. 

SBO — Les  sections  faites  dans  les  hyperboloïdes  et  dans  le 
cône  asymptote  par  un  même  plan  étant  concentriques,  le  lieu 
des  centres  des  sections  parallèles  est  le  même  dans  les  hyper- 
boloïdes et  dans  le  cône;  or,  il  est  évident,  à cause  de  la  simi- 
litude, que  dans  le  cône  ce  lieu  est  une  droite  passant  par  le 
sommet  du  cône. 

Lorsque  les  sections  sont  des  ellipses,  le  lieu  des  centres,  ou 
le  diamètre,  étant  situé  à l’intérieur  du  cône,  rencontre  l’hy- 
perboloïde  à deux  nappes,  mais  ne  rencontre  pas  l’hyperboloïde 
à une  nappe.  Lorsque  les  sections  sont  des  hyperboles,  le  dia- 
mètre étant  à l’extérieur  du  cône,  rencontre,  au  contraire, 
l’byperboloïde  à une  nappe  et  ne  rencontre  pas  l’byperboloïde 
à deux  nappes. 

On  obtient  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  de 
l’hyperboloïde  à une  nappe  en  prenant  un  diamètre  quel- 
conque, et,  dans  le  plan  diamétral  conjugué,  deux  diamètres 
conjugués  de  la  section.  11  est  aisé  de  voir  que,  de  ces  trois 
diamètres  conjugués,  deux  OD,  OE  sont  toujours  réels,  un  OF 
imaginaire.  En  effet,  si  le  premier  diamètre  est  réel,  le  plan 
diamétral,  comme  nous  l’avons  dit  (n“  517),  coupe  la  surface 
suivant  une  hyperbole,  dans  laquelle  un  second  diamètre  sera 
réel,  le  troisième  imaginaire.  Si,  au  contraire,  le  premier 
diamètre  est  imaginaire,  le  plan  diamétral  conjugué  coupe  la 
surface  suivant  une  ellipse  réelle,  dans  laquelle  deux  diamètres 
conjugués  sont  réels.  L’équation  de  la  surface  rapportée  à ces 
diamètres  conjugués  prend  la  forme 

a/,-1-5/,  c/,  — *• 

Deux  hyperboloïdes  conjugués,  ayant  le  même  diamètre 
pour  la  même  série  de  plans  sécants,  admettent  les  mêmes 
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systèmes  de  diamètres  conjugués;  seulement  un  diamètre, 
réel  dans  Tun,  est  imaginaire  dans  l’autre,  de  sorte  que, 
dans  rhyperboloïdc  à deux  nappes,  de  trois  diamètres  conju- 
gués, deux  sont  toujours  imaginaires,  et  un  réel. 

. Pour  former  un  système  de  diamètres  conjugués,  nous  avons 
ncné  par  le  centre  une  première  droite  arbitrairement;  il  faut, 
toutefois,  que  cette  droite  n’appartienne  pas  au  cône  asymptote. 

590—11  nous  est  facile  maintenant  de  compléter  l’étude 
des  sections  planes  des  byperboloïdes.  Imaginons  la  surface 
rapportée  à un  système  de  plans  diamétraux  conjugués  dont 
l’un  soit  parallèle  au  plan  sécant;  l’équation  prendra  la  forme 

-I-, 

O'*  f/* 


Considérons  d’abord  l’byperboloïde  à une  nappe.  Si  le  plan 
sécant  est  parallèle  au  plan  DOE,  la  section  est  une  ellipse 


a"  ô'* 


«ri 


toujours  réelle,  dont  le  centre  est  sur  le  diamètre  imaginaire 
OF,  et  qui  augmente  indéfiniment  à mesure  que  le  plan  sécant 
s’éloigne  du  plan  diamétral,  d’un  côté  ou  de  l’autre.  Si  le  plan 
sécant  est  parallèle  au  plan  EOF,  la  section  est  une  hyperbole 


dont  le  centre  est  situé  sur  le  diamètre  réel  OD,  et  dont  les 
asymptotes  sont  parallèles  à celles  de  l’byperbole  déterminée 
par  le  plan  diamétral  x = o;  cette  hyperbole  admet  aussi  deux 
diamètres  conjugués  respectivement  parallèles  à OE  et  à OF. 
Quand  x varie  de  o à a',  le  diamètre,  réel  est  parallèle  à OE,  et 
^diminue  de  6^  à o;  pour  x = a! , l’byperbole  se  réduit  à deux 
droites  passant  par  le  point  D,  et  le  plan  devient  tangent  a la 
surface  au  point  D;  quand  x croit  ensuite  à partir  de  a' , le  dia- 
mètre réel  est  au  contraire  parallèle  à OF  et  augmente  de  zéro 
à l’infini;  l’hyperbole  a changé  de  disposition;  d’abord  située 
dans  les  angles  des  asymptotes  qui  comprennent  le  diamètre 
OE,  elle  a passé  dans  les  angles  supplémentaires.  transition 
s’opère  par  le  système  de  deux  droites. 
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ft 91 —Considérons  maintenant  l’hyperboloïde  à deux 
nappes.  Les  sections  parallèles  au  plan  DOE  sont  des  ellipses 

X*  y' 2’ 

a/i  + jTi  — 

dont  les  centres  sont  situés  sur  le  diamètre  réel  OF  ; quand  2 
varie  de  o à c',  l’ellipse  est  imaginaire;  pour  z = &,  elle  se 
réduit  à un  point;  quand  2 croît  à partir  de  &,  l’ellipse  devient 
réelle  et  augmente  indéfiniment.  Les  sections  parallèles  au 
plan  EOF  sont  des  hyperboles 

y*  ^ 

F*  ~ c'»  ~ a'*’ 

dont  le  diamètre  réel  est  toujours  parallèle  à OF  et  augmente 
indéfiniment.  L’hyperbole  a toujours  la  même  disposition. 

592-Nous  n’avons  parlé  jusqu’à  présent  que  des  sections 
elliptiques  ou  hyperboliques.  La  transformation  précédente  ne 
peut  plus  être  effectuée,  lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  à 
un  plan  tangent  au  cône  asymptote;  dans  ce  cas  la  section  est 
une  parabole,  égale  à celle  que  détermine  le  plan  sécant  sur 
le  cône  asymptote,  et  il  est  évident,  d’après  la  similitude,  que  le 
paramètre  de  la  parabole  tracée  sur  le  cône  par  le  plan  sécant 
augmente  proportionnellement  à la  distance  de  ce  plan  au 
centre. 

Pour  étudier  la  position  de  la  courbe,  nous  nous  servirons 
d’une  autre  forme  extrêmement  simple,  sous  laquelle  on  peut 
mettre  l’équation  de  l’hyperboloïde.  Prenons  pour  axe  des  y 
l’arête  suivant  laquelle  le  plan  tangent  au  cône  asymptote 
touche  ce  cône  (fig.  281),  pour  axe  des  2 une  autre  arête  du 
cône  asymptote,  et  pour  axe  des  x le  diamètre  conjugué  du 
plan  YOZ,  l'équation  des  hyperboloïdes  se  réduira  à la  forme  ^ 

(7)  Ax*-t-Bÿ2=±i; 

car  elle  ne  doit  pas  contenir  de  terme  du  premier  degré,  et, 
lorsqu’on  y faitx=:o,  on  doit  obtenir  l’équation  d’une  hyper- 
bole rapportée  à ses  asymptotes.  On  peut  toujours  supposer  les 
deux  constantes  Â et  B positives.  La  surface  est  un  hyperboloide 
à une  nappe  ou  à deux  nappes  suivant  que  le  second  membre 


Digillzed  by  Google 


460  LIVRE  VI,  CHAPITRE  IV. 

est  positif  ou  négatif;  puisque  le  plan  z = o coupe  la  surface 
1,^  dans  le  premier  cas  et  ne  la  ren- 
contre  pas  dans  le  second  cas. 
Les  sections  des  deux  surfaces  par 
le  plan  YOZ  sont  des  hyperboles 
conjuguées.  L’équation  du  cône 
asymptote  est 

Aa;*H-Byz  = o; 

elle  montre  que  les  plans  XOY  et 
XOZ  sont  tangents  au  cône  sui- 
vant les  arêtes  OY  et  OZ.  Si  la 
Fig.  381.  surface  est  un  hyperboloïde  à 

une  nappe,  elle  est  coupée  par  le  plan  z = o suivant  deux 
droites  AB,  A' B'  parallèles  à OY  (fig.  281)  ; tout  plan  parallèle 
a = y coupe  la  surface  suivant  une  parabole  Ax’-i-  Byy  = i, 
qui  a pour  diamètre  la  trace  CD  d u plan  sécant  sur  le  plan 
YOZ.  L’extrémité  C de  ce  diamètre  appartient  à Thyperbole 
GH,  G'H',  suivant  laquelle  le  plan  YOZ  coupe  la  surface. 

La  direction  du  diamètre 
change  avec  le  signe  de  y. 
Les  sections  faites  dans  l’hy- 
perboloïde  à une  nappe  par 
les  plans  z =±  y ont  la  dis- 
position indiquée  sur  la  fig. 
281.  Quand  les  deux  plans 
sécants  se  rapprochent  du 
plan  XOY,  les  points  C et  C' 
s’éloignent  indéfiniment  sur 
^‘8-  les  branches  d’hyperbole  CG, 

C'G',  et  les  deux  paraboles  tendent  vers  le  système  des  deux 
droites  parallèles  AB,  A' B'. 

Si  la  surface  est  un  hyperboloïde  à deux  nappes,  le  plan 
z = O ne  rencontre  pas  la  surface,  et  les  deux  paraboles  don- 
nées par  les  plans  z==by  ont  la  disposition  indiquée  par  la 
figure  282.  Quand  y tend  vers  zéro,  les  deux  paraboles  s’éloi- 
gnent à l’infini. 
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SECTIONS  CIRCCLAIKES. 

5*3— Considérons  d’abord  l’hyperboloïde  à une  nappe. 
D’après  les  raisonnements  qui  ont  été  faits  à propos  de  l’ellip- 
soïde (n®  5o8),  on  reconnaît  qu’un  plan  diamétral,  qui  coupe 
l’hyperboloïde  suivant  un  cercle,  doit  passer  par  l’un  des  axes 
réels  de  la  surface. 

Lorsqu’un  plan  BOD  (flg.  283),  mené  par  l’axe  OB,  coupe  la 
surface  suivant  une  ellipse,  l’un  des  axes  de  l’ellipse  est  OB, 

l’autre  la  trace  OD  du  plan  sécant  sur 
le  plan  XOZ;  mais  la  longueur  de 
OD  est  plus  grande  que  OA;  pour 
que  OD  soit  égal  à OB,  il  est  néces- 
saire que  OB  soit  plus  grand  que  OA. 
Ainsi,  le  plan  sécant  passera  par  le 
plus  grand  axe  OB  de  l’ellipse  de 
gorge.  Du  point  O comme  centre, 
avec  OB  pour  rayon,  décrivons  dans 
le  plan  XOZ  un  cercle  qui  coupera 
Fig.  283.  l’hyperbole  en  deux  points  D,  IV  ; 

les  deux  plans  BOD,  BOIV  couperont  l’hyperboloïde  suivant  des 
cercles. 

Tout  plan  parallèle  à l’un  de  ces  plans  coupera  suivant  des 
cercles  l’hyperboloïde  proposé,  le  cône  asymptote  et  l’hyper- 
boloïde  conjugué.  Lorsque  la  surface  est  de  révolution,  les 
deux  séries  de  sections  circulaires  se  confondent  et  devien- 
nent perpendiculaires  à l’axe  de  rotation. 

On  peut,  comme  nous  l’avons  déjà  remarqué  pour  l’ellip- 
soïde (n®  5o8),  mettre  en  évidence  les  sections  circulaires  sur 
l’équation  même.  Considérons  en  particulier  le  cône 


on  écrira  cette  équation  sous  la  forme 


en  désignant  par  ^ et  ^ les  quantités  positives  ^ ^ et 
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^,  + i,  on  voit  que  les  plans  ? — ^ = ael?+^  = p don- 
nent deux  séries  de  sections  circulaires;  l’équàtion  signifie  que 
le  produit  des  sinus  des  angles  que  fait  une  arête  quelconque  du 

X*  5* 

cône  avec  les  deux  plans  cycliques  ^ ~ ® ***■  constant. 

Par  le  centre  menons  un  plan  qui  coupe  le  cône  suivant 
deux  arêtes  OM,  OM'  et  les  plans  cycliques  suivant  deux  droites 
OP,  OQ;  appelons  a et  p les  angles  que  fait  l’arête  OM  avec  les 
plans  cycliques,  a'  et  P'  les  angles  que  fait  l’arête  OM'  avec  ces 
mêmes  plans;  appelons  en  outre  y et  ^ leS  angles  du  plan 
sécant  avec  les  plans  cycliques;  on  a 

sin  a = sinMOP  siny,  sin  p = sin  MOQ  sin 
sina'  = sin M' OP'  siny,  sin  P'  = sinM'OCK  sin^  ; 

de  la  relation  sina  sin  p = sin  a' sin  P'  on  déduit 
sinMOP  sinMOQ  = sinM'OF  siuM'Ot^; 

On  voit  facilement,  d’après  cela,  que  les  angles  MOP,  M'OO 
sont  égaux.  Ainsi,  lorsqu’un  plan  sécant,  mené  par  le  centre, 
coupe  le  cône  suivant  deux  arêtes,  ces  arêtes  font  des  angles 
égaux  avec  les  traces  du  plan  sécant  sur  les  plans  cycliques. 
Quand  le  plan  devient  tangent,  l’arête  de  contact  fait  des  an- 
gles égaux  avec  les  traces  du  plan  tangent  sur  les  plans  cycliques. 

524 — Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  cône  du  second 
degré  peut  être  considéré,  de  deux  manières  différentes,  comme 
un  cône  oblique  à base  circulaire.  Lorsqu’on  donne  un  cône 
circulaire  oblique,  il  est  facile  de  démontrer  géométriquement 

l’existence  d’une  seconde  série  de 
sections  circulaires.  Soit  S le  sommet 
d’un  cône  oblique  ayant  pour  base  le 
cercle  AB  (üg.  284);  par  la  droite  SO 
qui  va  du  sommet  au  centre  O de  la 
base,  menons  un  plan  ASB  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  base  ; tout 
plan  parallèle  à la  base  coupant  le 
cône  suivant  un  cercle  qui  a pour 
diamètre  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  ASB,  il  en  résulte 
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que  ce  plan  ASB  divise  le  cône  en  deux  parties  symétriques; 
c’est  donc  un  plan  principal  et  le  système  des  deux  droites  SA 
et  SB  est  la  section  principale  correspondante.  Dans  le  plan 
principal  ASB  menons  la  ligne  B^  A'  antiparallèle  à AB,  c’est-à- 
dire  telle  que  l’angle  SA^B^  soit  égal  à SAB;  puis,  par  la  droite 
faisons  passer  un  plan  perpendiculaire  au  plan  principal 
ASB;  la  section  du  cône  par  ce  plan  sera  un  cercle  B' HA'.  En. 
effet,  par  un  point  quelconque  H de  la  courbe  B' HA'  menons 
un  plan  parallèle  à la  base;  ce  plan  coupe  le  cône  suivant  un 
cercle,  et  le  plan  B' HA'  suivant  une  ligne  H1  perpendiculaire 
à la  section  principale.  Dans  le  cercle  DHE  on  a Hl*  = DI  x lE. 
D’autre  part,  les  triangles  semblables  DIB',  EIA'  donnent 
DI X lE  = B'I  X IA';  donc  Hî* = B'IxIA',  et,  par  conséquent, 
le  point  H est  un  point  du  cercle  décrit  sur  B' A'  comme  dia- 
mètre. Les  sections  parallèles  à B' HA'  sont  dites  antiparallèles 
à la  base. 

La  bissectrice  de  l’angle  ASB  est  l’axe  intérieur  du  cône;  la 
bissectrice  de  l’angle  supplémentaire  est  un  second  axe  ; une 
perpendiculaire  menée  par  le  sommet  S au  plan  principal  ASB 
est  le  troisième  axe.  On  connaît  ainsi  les  trois  axes  et  les  trois 
plans  principaux  du  cône. 

GÉNÉRATRICES  RECTILIGNES  DE  l’hYPERBOLOÏDE  A UNE  NAPPE. 

436— Nous  avons  vu  {n“  4iô),  que,  lorsqu’une  droite  a plus 
de  deux  points  situés  sur  une  surface  du  second  ordre,  elle  est 
tout  entièm  située  sur  la  surface.  D’après  cela,  on  comprend 
qu’il  est  impossible  de  placer  sur  un  ellipsoïde  une  portion  de 
droite,  si  petite  qu’elle  soit;  car,  si  cette  portion  de  droite  avait 
seulement  trois  points  communs  avec  la  surface,  la  droite  in- 
définie seraitsituéetoutentière  sur  la  surface,  et  il  est  évident 
qu’une  droite  iudéfinie  ne  peut  ajipartenir  à une  surface  limi- 
tée comme  l’ellipsoéide.  11  est  impossible  aussi  de  placer  une 
droite  sur  i’byperboküde  à deux  oafq>es;  nous  remarquons 
d’abord  que  cette  droite  oe  peut  être  perpendiculaire  à l’axe 
réel,  puisque  toutes  les  sections  perpendiculaires  à cette  droite 
sont  des  ellipses;  la  droite  irait  doue  d’une  uappe  à l’autre,  et 
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il  y aurait  une  portion  intermédiaire  qui  n’appartiendrait  pas 
à la  surface.  La  même  impossibilité  n’existe  pas  pour  l’hyper- 
boloïde  à une  nappe.  Nous  avons  déjà  reconnu,  en  étudiant  les 
sections  planes  (n”  52o),  que,  lorsque  le  plan  sécant,  mené  par 
un  point  de  la  surface,  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué 
du  diamètre  qui  passe  en  ce  point,  la  section  se  réduit  à deux 
droites;  il  en  résulte  que,  par  tout  point  de  la  surface  passent 
deux  droites  situées  tout  entières  sur  la  surface.  Nous  allons 
étudier  les  propriétés  des  droites  situées  sur  l’hyperboloïde  à 
une  nappe;  niais  nous  reprendrons  d’abord  la  démonstration 
du  théorème  fondamental. 

&9S— Soit  M un  point  quelconque  de  la  surface;  prenons 
pour  axe  des  x le  diamètre  qui  passe  en  ce  point,  et  pour  axes 
des  y et  des  z deux  diamètres  conjugués  de  la  section  dia- 
métrale correspondante  ; l’équation  de  Thyperboloïde  aura  la 
forme 


I. 


En  coupant  la  surface  par  le  plan  x = a',  on  a deux  droites 


Ainsi,  par  tout  point  M de  la  surface  passent  detsx  droites 
situées  sur  la  surface. 

Nous  avons  déjà  fait  observer  (n°  480)  que  les  tangentes  à 
toutes  les  courbes  tracées  par  un  même  point  sur  une  surface 
du  second  degré  sont  situées  dans  le  même  plan;  il  n’y  a d’ex- 
ception que  pour  le  cône  et  au  sommet.  Par  un  point  M passent 
deux  droites  situées  sur  la  surface;  le  plan  de  ces  deux  droites 
est  le  plan  tangent.  11  est  impossible  de  mener  par  le  point  M 
ime  troisième  droite  située  sur  la  surface;  car  cette  droite 
serait  aussi  contenue  dans  le  plan  tangent  x — a',  et  ce  plan 
ne  coupe  la  surface  que  suivant  deux  droites. 

Nous  ferons  remarquer  aussi  que  la  surface  est  coupée  par 
le  plan  tangent;  une  partie  est  située  d’un  côté  de  ce  plan, 
l’autre  partie  de  l’autre  côté. 

591'— Dans  le  même  système  de  coordonnées,  le  cône 
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asymptote  a pour  équation 

Æ*  y* 

si  l’on  coupe  le  cône  par  le  plan  a;= o,  on  a les  deux  arêtes 

^ 

Ces  deux  arêtes  sont  respectivement  parallèles  aux  deux  droites 
déterminées  par  le  plan  x = af  sur  la  surface  de  l’hyperbo- 
loïde.  Ainsi,  les  droites  situées  sur  l’hyperbolotde  sont  respecti- 
vement parallèles  aux  arêtes  du  cône  asymptote. 

Si  l’on  coupe  la  surface  par  le  plan  x=.—  a',  on  a deux 
droites  parallèles  aux  précédentes;  ainsi  les  droites  qui  passent 
par  deux  points  MetM',  symétriques  par  rapport  au  centre, 
sont  respectivement  parallèles  entre  elles,  et  aux  mêmes  arêtes 
du  cône  asymptote. 

5*8— Nous  allons  faire  voir  que  les  droites  situées  sur 
l’hyperboloïde  peuvent  être  distinguées  en  deux  séries,  dont 
chacune  constitue  toute  la  surface.  On  opère  commodément 
cette  distinction,  et  l’on  se  rend  bien  compte  de  la  position  des 
droites,  à l’aide  de  l’ellipse  de  gorge. 

Puisque  par  tout  point  de  la  surface  passent  deux  droites,  il 

est  clair  que,  par  tout  point  D de 
l’ellipse  de  gorge,  passent  deux 
droites  DG,  DH  situées  sur  la  sur- 
face (fig.  280). 

Si,  conservant  pour  axe  des  z 
l’axe  imaginaire  de  la  surface,  on 
prend  pour  axe  des  x le  diamètre 
OD  de  l’ellipse  de  gorge,  et  pour 
axe  des  y le  diamètre  conjugué  OE,  l’byperboloïde  a pour  équa- 
tion 

a;*  y*  z'  _ 

a"  c*  “ ' ■ 

Le  plan  x = 0',  mené  par  le  point  D parallèlement  au  plan 
ZOE,  a pour  trace  sur  le  plan  de  l’ellipse  de  gorge  la  tan- 
gente ST  à cette  ellipse;  ce  plan  coupi’  l’hyperboloïde  suivant 
BR.  30 


FiR.  Î85. 
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deux  droites 


qui  KO  projettent  sur  le  plan  de  l’ellipse  de  gorge  suivant  la 
tangente  ST.  Ainsi,  toute  tangente  à l'ellipse  de  gorge  est  la 
projection  de  deux  droites  situées  sur  l'hyperholoide. 

Le  cône  asymptote  a pour  équation 

il  est  coupé  par  le  plan  ic  = o suivant  deux  droites  OG„  OH,, 
qui  ont  pour  équation 

V* 

et  qui  sont  respectivement  parallèles  aux  deux  droites  DG,  DH 
situées  sur  l’hyperboloïde.  Les  deux  axes  des  coordonnées  OE 
et  OZ  étant  reclangulaii'es,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les 
deux  droites  DG,  DU  font  des  angles  égaux  avec  le  plan  de 
l'ellipse  de  gorge,  ou  avec  la  parallèle  à Taxe  OZ  menée  parle 
point  D;  si  l’on  appelle  y ce  dernier  angle,  on  a 

tangy  = -- 

529— Imaginons  maintenant  que  le  point  D parcoure  l’el- 
lipse de  gorge  dans  le  sens  AB;  toutes  les  droites,  dont  les 
parties  supérieures  au  plan  de  l’ellipse  de  gorge  font  avec  les 
tangentes  prises  dans  le  sens  du  mouvement  des  angles  aigus, 
formeront  un  premier  système;  toutes  celles  dont  les  parties 
supérieures  font  avec  cette  même  tangente  des  angles  obtus, 
formeront  un  second  système.  Ainsi,  la  droite  DG  appartient 
au  premier  système,  la  droite  DH  au  second.  Il  est  clair  que 
ces  deux  systèmes,  tels  (juc  nous  venons  de  les  définir,  com- 
prennent toutes  les  droites  situées  sur  la  surface;  nous  remar- 
quons d’abord  qu’une  droite  quelconque  située  sur  la  surface 
n’est  pas  parallèle  au  plan  de  l’ellipse  de  gorge,  puisque  les 
sections  parallèles  à ce  plan  sont  des  ellipses;  cette  droite  per- 
cera donc  le  plan  en  un  point  D de  l’ellipse;  or,  par  le  point  D, 
passent  seulement  deux  droites  DG,  DH,  appartenant,  l’une 
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an  premier  système,  l’autre  au  second;  la  droite  considéi’éb' 
coïncidera  donc  avec  l’une  de  ces  deux  droites. 

Si,  en  même  temps  que  le  point  D se  meut  sur  l’ellipse, 

h' 

l’angle  y varie  d’après  la  formule  tangy  = — » la  droite  DG 

c 

coïncidera  successivement  avec  toutes  les  droites  du  premier 
système,  la  droite  DH  avec  toutes  celles  du  second  système.  11 
est  visible  que  chacune  d’elles  engendre  la  surface  entière  de 
l’hyperboloïde.  Ainsi  l’hyperboloïde  à une  nappe  est  une  sur- 
face réglée,  qui  peut  être  engendrée  de  deux  manières  par  le 
mouvement  d’une  ligne  droite.  Voilà  pourquoi  les  droites  de 
chaque  système  ont  été  appelées  les  généralriçes  rectilignes  de 
l’hyperboloïde. 

11  est  bon  de  se  rendre  compte  de  la  variation  de  l’angle  y. 
Cet  angle  acquiert  sa  valeur  minimum  quand  la  drdte  passe 
par  l’une  des  extrémités  B du  grand  axe  de  l’ellipse  de  gorger 
et  sa  valeur  maximum,  quand  elle  passe  par  l’une  desextrémi** 
tés  A du  petit  axe.  Le  point  D allant  de  B en  A,  l’angle  y croit 
de  sa  valeur  minimum  à sa  valeur  maximum  ; cet  angle  décroît 
ensuite  pour  croître  de  nouveau,  etc.  Lorsque  w=b,  c’est-à-dire 
lorsque  l’ellipse  de  gorge  devient  un  cercle,  l’angle  y est  cnn- 
stant,  et  la  surface  est  engendrée  par  chacune  des  deux  droites 
DG,  DH  tournant  autour  de  l’axe  OZ  et  liée  invariablement  à 
cet  axe;  c’est  l’hyperboloïde  de  révolution  à une  nappe  < que 
nous  avons  déjà  considéré  comme  exemple  des  surfaces  de 
révolution  (n“  459). 

&30 — Chacune  des  droites  mobiles  engendrant  la  surface 
entière,  il  est  clair  que  les  deux  droites  qui  passent  par  un 
point  quelconque  de  la  surface  appartiennent,  l'une  au  premier 
système  de  génératrices,  l’autre  au  second  système.  On  le  re- 
connaît d’ailleurs  d’une  manière  très-nette  en  construisant  ces 
deux  droites  à l’aide  de  l’ellipse  de  gorge.  Soit  M un  point  de 
la  surface,  que  nous  supposerons  situé  au-dessus  du  plan  de 
l’ellipse  de  gorge  (fig.  286J;  ce  point  se  projette  sur  ce  plan  en 
un  point  m extérieur  à l’ellipse;  par  le  point  m menons  des 
tangentes  mD,  mE  à l’ellipse;  par  le  point  de  contact  D de  la 
première  tangente,  menons  la  droite  DG  du  premier  système. 
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et  par  le  point  de  contact  E de  la  seconde  tangente  la  droite  EL 

dusecondsystème.  Les  plans  projetants 
GDm,  LEm  de  ces  deux  droites  se  cou- 
pent suivant  une  droite  MM'  perpen- 
diculaire au  plan  de  l’ellipse  de  gorge; 
cette  perpendiculaire  élevée  par  le 
point  m perce  la  surface  en  deux 
points  ; l’un  est  le  point  M situé  au- 
dessus  du  plan  de  l’ellipse,  l’autre  est 
: le  point  symétrique  M'  situé  au-des- 

i sous.  La  droite  DG,  faisant  avec  Dm 

; un  angle  aigu,  rencontre  la  partie  su- 

périeure  mM  de  la  droite  MM',  et  elle 
: passe  au  point  M,  puisque  cette  partie 

Fig.  S8«.  supérieure  ne  rencontre  la  surface 

qn'en  un  point.  De  même  la  droite  EL,  faisant  avec  le  prolon- 
gement de  mE  un  angle  obtus,  ou  avec  Em  un  angle  aigu, 
rencontre  la  partie  supérieure  mM  de  la  même  droite  au  même 
point  M.  Ainsi,  par  le  point  M passent  les  deux  droites  MD,  ME, 
qui  appartiennent,  l’une  au  premier  système,l’autre  au  second. 

531 — Nous  avons  vu  (n®528)  que  les  génératrices  rectilignes 
de  la  surface  se  projettent  sur  le  plau  de  l’ellipse  de  gorge  sui- 
vant des  tangentes  à cette  ellipse.  La  même  propriété  a lieu 
par  rapport  à chacun  des  plans  principaux. 

Considérons  le  plan  principal  COA  mené  par  l’axe  imagi- 
naire OC  et  l’un  des  axes  OA  de 
l’ellipse  de  gorge  (fig.  287);  on  dé- 
montrera, comme  précédemment, 
que  la  tangente  MD,  au  point  M à 
l’hyperbole  principale  est  la  pro- 
jection de  deux  droites  MD,  MIV 
situées  sur  la  surface.  Quand  le 
point  M s’éloigne  à l’infini  sur  l’hy- 
\ \ perbole,  la  tangente  D,M. tend  vers 
\ l’asymptote  OH,;  cette  asymptote 
'>  est  la  projection  des  deux  droites 
Fig.  887.  BH,  B'  H',  qui  passent  par  les  extré- 
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mités  de  l’autre  axe  de  l’ellipse  de  gorge.  L’autre  asymptote 
OGi  est  la  projection  des  droites  BG,  B' G',  qui  passent  par  ces 
mêmes  points. 

S3»— Les  génératrices  rectilignes  de  l’byperboloïde  jouis- 
sent de  quelques  autres  propriétés  remarquables  que  nous  al- 
lons démontrer.  Soient  DG,  EL  (fig.  288)  deux  génératrices  de 
systèmes  différents;  ces  droites  se  projettent  sur  le  plan  de 

l’ellipse  de  gorge  suivant  des  tan- 
gentes Dm,  Em  à cette  ellipse; 
en  général  les  deux  tangentes  se 
coupent  en  un  point  m et  les  deux 
plans  projetants  se  coupentsuivant 
une  droite  MM'  perpendiculaire  au 
plan  de  l’ellipse.  Comme  nous  l’a- 
vons expliqué  plus  haut,  les  deux 
droites  DG,  EL,  appartenant  à des 
systèmes  différents,  rencontrent  la 
perpendiculaire  MM'  d’un  même 
côté  du  plan  de  l’ellipse  de  gorge  et 
par  conséquent,  se  coupent  au  point  M,  où  cette  perpendiculaire 
perce  la  surface.  Ainsi,  en  général,  deux  génératrices  de  sys- 
tèmes différents  se  rencontrent. 

Il  peut  arriver  que  les  projections  des  deux  droites  soient 
parallèles;  ceci  a lieu  quand  les  deux  droites,  telles  que  DG, 
D'H',  passent  par  deux  points  D et  D'  diamétralement  opposés 
de  1 ellipse  de  gorge.  Dans  ce  cas,  les  deux  plans  projetants  sont 
parallèles;  un  plan  parallèle  mené  par  le  centre  coupera  le 
cône  suivant  deux  arêtes  0G„  OH,;  il  est  clair  que  les  deux 
génératrices  DG,  D'H'  sont  parallèles  à la  même  arête  OG,  du 
cône  asymptote,  et,  par  conséquent,  sont  parallèles  entre  elles. 
On  conclut  de  là  que  deux  génératrices  de  systèmes  différents 
se  rencontrent  ou  sont  parallèles,  c’est-à-dire  sont  toujours 
dans  un  même  plan. 

533 — Considérons  maintenant  deux  génératrices  DG,  EK 
du  même  système.  Les  plans  projetants  de  ces  deux  droites  se 
coupent  suivant  la  droite  MM'  perpendiculaire  au  plan  de  l’el- 
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lipse  de  gorge.  La  droite  DG,  faisant  avec  sa  projection  Dm 
un  angle  aigu,  rencontre  la  droite  MAP  au-dessus  du  plan  de 
l’ellipse  de  gorge  ; la  droite  EK,  faisant  avec  le  prolongement 
de  mE  un  angle  aigu,  rencontre  cette  même  droite  au-dessous 
du  plan;  le  plan  DMM'  qui  contient  la  première  droite  DG  et 
un  point  M'  de  la  seconde,  ne  contient  pas  cette  seconde  droite; 
ainsi  les  deux  droites  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

Il  peut  arriver  que  les  projections  soient  parallèles;  soient 
les  deux  droites  DG,  D'G'  du  même  système,  passant  par  deux 
points  diamétralement  opposés  de  l’ellipse  de  gorge;  ces  deux 
droites  sont  parallèles  respectivement  aux  deux  arêtes  0G„ 
OH,  du  cône  asymptote;  le  plan  GDIV,  qui  contient  la  première 
et  un  point  D'  de  la  seconde,  ne  contient  pas  cette  seconde 
droite;  ainsi  les  deux  droites  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 
On  conclut  de  là  que  deux  génératrices  du  même  système  ne 
sont  jamais  dans  un  même  plan. 

534 — Chaque  arête  OG,  du  cône  asymptote  est  parallèle 
à deux  génératrices  DG,  D'H'  de  systèmes  différents;  on  les 
obtiendrait  de  cette  manière  : soit  OFta  trace  sur  le  plan  de 
l’ellipse  de  gorge  du  plan  ZOG,;  menons  le  diamètre  DIV 
conjugué  de  OF;  les  tangentes  en  D et  IV  étant  parallèles  à OF, 
les  plans  tangents  GDH,  G'D'H'  en  ces  points  sont  parallèles  au 
plan  ZOG,  qui  coupe  le  cône  suivant  deux  arêtes  0G„  OH,;  les 
deux  génératrices  DG,  D'H',  de  systèmes  différents,  sont  paral- 
lèles à OG,;  les  deux  autres  génératrices  DH,  IF G'  sont  paral- 
lèles à OH,.  Il  est  impossible  qu’unè  troisième  génératrice  de 
l'hypcrboloïde  soit  parallèle  à l’arête  OG,;  car  si  trois  généra- 
trices de  l’hyperboloïde  étaient  parallèles  à une  même  arête 
du  cône,  deux  appartiendraient  au  même  système  et  seraient 
parallèles  entre  elles,  ce  qui  ne  peut  pas  être. 

Le  diamètre  OD  étant  conjugué  du  plan  ZOF,  ou  G,OH„  on 
sait  (n®  522)  que  le  plan  DOG,  est  tangent  au  cône  suivant 
l’arête  OG,.  Ainsi  le  plan  de  deux  génératrices  parallèles  DG, 
D'H'  est  tangent  au  cône  asymptote. 

Remarquons  encore  que  trois  génératrices  du  même  sys- 
tème ne  peuvent  être  parallèles  à un  même  plan;  car,  en 
menant  par  le  centre  des  parallèles  à ces  génératrices,  on 
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aurait  trois  arêtes  diiTérentes  du  cône  asymptote  situées  dans 
le  même  plan,  ce  qui  est  impossible. 

535—  Ce  qui  précède  nous  permet  de  distinguer  les  deux 
systèmes  de  génératrices  par  un  autre  procédé.  Soit  DH  une 
droite  quelconque  située  sur  la  surface,  toutes  les  droites 
telles  que  DG,  EK, . . . qui  rencontrent  cette  droite  fixe,  avec 
une  droite  D'G'  qui  lui  est  parallèle,  constituent  l’un  des 
systèmes,  par  exemple,  le  premier  système.  Toutes  les  autres 
constituent  le  second  système. 

536— Nous  savons  qu’il  faut  trois  directrices  pour  définir 
le  mouvement  d’une  ligne  droite  (n®  45o).  Prenons  comme 
directrices  trois  droites  fixes  A,  B,  G appartenant  au  second 
système,  et  supposons  qu’une  droite  mobile  glisse  sur  ces  trois 
directrices;  si,  par  un  point  quelconque  M de  la  droite  A et 
chacune  des  droites  B et  G,  on  fait  passer  un  plan,  l’intersection 
de  ces  deux  plans  déterminera  la  position  de  la  droite  mobile 
qui  passe  en  ce  point;  la  droite  mobile,  coïncidant  ainsi  succes- 
sivement avec  toutfft  les  droites  du  premier  système,  engen- 
drera l’hyperboloïde  à une  nappe.  De  même,  une  droite  mobile, 
glissant  sur  trois  droites  fixes,  appartenant  au  premier  système, 
engendrera  l’hypcrboloïde.  11  résulte  de  là  que  l’on  peut  en- 
gendrer un  hyperboloïde  à une  nappe,  en  faisant  glisser  une 
droite  mobile  sur  trois  droites  fixes. 

537 —  Nous  allons  faire  voir  que,  réciproquement,  une 
droite  mobile  qui  glisse  sur  trois  droites  fixes  quelconques, 
non  parallèles  à uu  même  plan,  engendre  un  hyperboloïde. 
Soient  AB,  CD,  EF  les  trois  directrices  données.  Si,  par  chacune 
d’elles,  on  fait  passer  un  plan  parallèle  à l’une  des  deux  autres, 
on  a six  plans  qui  forment  un  parallélipipède;  prenons  pour 
origine  le  centre  du  paralléli[>ipède  et  pour  axes  des  coordon- 
nées des  parallèles  aux  arêtes,  dont  nous  désignerons  les  lon- 
gueurs par  za,  zb,  zc.  Les  équations  des  trois  directrices 
sont,  pour  la  disposition  adoptée  dans  la  figure  289, 
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Une  droite  MN  qui  rencontre  les  deux  droites  AB,  CD  peut 

être  regardée  comme 
l’intersection  de  deux 
plans  menés,  l’un  par 
la  droite  AB,  l’autre  par 
la  droite  CD;  ces  deux 
plans  ont  des  équations 
de  la  forme 

( s— c-X(y-M»)  = 0, 
I s+c-V(x-o)=0, 

dans  lesquelles  ~k  et  V 
Fifc.  v»9.  . désignent  des  paramè- 

tres arbitraires.  Mais  la  droite  MN  doit  rencontrer  la  troisième 
directrice  EF;  il  en  résulte  entre  les  deux  paramètres  >.  et  V la 
relation 

(9)  Va-hlb-{-c  = o. 

On  obtiendra  l’équation  de  la  surface  eneendrée  par  la  droite 
MN  en  éliminant  les  deux  paramètres  >.  et  V entre  les  équa- 
tions (8)  et  (9),  ce  qui  donne 

( 10)  ayz  -1-  bzx  ■+■  cxy  4-  abc  = o. 

I..e  lieu  est  une  surface  du  second  degré  ayant  un  centre 
unique;  ce  r\’est  pas  un  cône,  puisqu’elle  ne  passe  pas  par  le 
centre  ; c’est  donc  un  hyperboloïde  à une  nappe. 

Les  trois  directrices  appartenant  à la  surface,  les  trois  axes 
des  coordonnées,  qui  leur  sont  parallèles,  sont  des  arêtes  du 
cône  asymptote;  on  peut  remarquer  que  les  trois  arêtes  AC, 
DE,  BF  qui,  dans  leparallélipipède,  sont  parallèles  et  opposées 
aux  directrices,  appartiennent  aussi  à la  surface;  par  exemple, 
la  droite  AC,  qui  rencontre  les  deux  directrices  AB  et  CD,  et 
qui  est  parallèle  à EF,  est  une  position  particulière  de  la  géné- 
ratrice, et,  par  conséquent,  appartient  à la  surface.  Il  résulte 
de  là  que  les  faces  parallèles  ABF,  CDE  du  paraUélipipcde 
sont  tangentes  à la  surface  aux  points  B et  D,  et  de  même  les 
autres.  Les  trois  directrices  et  les  trois  arêtes  opposées  for- 
ment un  hexagone  gauche  ACDEFBA  situé  sur  la  surface. 
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538 — Étant  donné  un  hyperboloïde  à une  nappe,  soient  AB 
et  CD  deux  droites  quelconques  du  même  système  (fig.  289)  ; 
A un  point  fixe  pris  à volonté  sur  la  première  droite,  C le  point 
correspondant  de  la  seconde,  c’est-à-dire  le  point  où  cette 
seconde  droite  est  rencontrée  par  la  génératrice  mobile  de 
l’autre  système,  quand  elle  passe  par  le  point  A.  A l’aide  de  la 
droite  EF  du  premier  système  qui  est  parallèle  à AC,  on  peut 
former  le  parallélipipède  considéré  précédemment.  La  gé- 
nératrice mobile,  dans  une  de  ses  positions,  rencontre  les 
deux  droites  fixes  en  M et  N;  elle  a décrit  sur  ces  deux 
droites,  à partir  de  sa  position  initiale  AC,  des  longueurs  AM 
et  CN  que  nous  désignerons  par  a et  [3,  en  les  affectant  du 
signe  ■+-,  quand  elles  sont  portées  dans  les  directions  AB  ou  CD, 
et  du  signe  — , quand  elles  sont  portées  dans  les  directions 
contraires.  Si  l’on  projette  la  droite  MNP  sur  le  plan  ABF, 
parallèlement  à la  droite  EF,  la  longueur  CN  se  projettera  en 
vraie  grandeur  suivant  AN'.  En  prenant  pour  axes  des  coor- 
données, les  droites  AB  et  AD'  et  exprimant  que  la  droite 
mobile  MN'  tourne  autour  du  point  fixe  F,  on  a la  relation 


Réciproquement,  lorsqu’une  droite  mobile  MN  décrit  sur 
deux  droites  fixes  AB,  CD,  à partir  d’une  position  initiale, 
des  longueurs  qui  vérifient  la  relation  (ii),  cette  droite  en- 
gendre un  hyperboloïde  à une  nappe.  En  effet,  soit  AC  la 
position  initiale  de  la  génératrice;  par  le  point  A,  menons  une 
parallèle  AIF  à la  droite  CO,  formons  le  parallélogramme 
AiyFB,  dont  les  côtés  AB  et  AD'  sont  égaux  à 2a  et  à 26, 
et  par  le  point  F,  menons  une  parallèle  FE  à la  droite  AC;  si 
l’on  prend  AB  et  AD'  pour  axes  des  coordonnées  dans  le  plan 
du  parallélogramme,  la  relation  (i  i)  signifie  que  la  droite  MN', 
projection  de  la  droite  MN  sur  le  plan  du  parallélogramme 
parallèlement  à AC,  passe  constamment  par  le  point  F;  donc 
la  droite  MN  rencontre  la  droite  EF.  Cette  droite,  glissant  sur 
trois  droites  fixes  AB,  CD,  EF,  engendre  un  hyperboloïde  à 
une  nappe. 
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539— Nous  avons  dit  que  Thyperboloïde  à unQ  nappe  ad- 
met deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes.  11  est  facile  de 
déduire  de  l’équation  de  la  surface  les  équations  de  ces  deux 
systèmes  de  droites.  En  eiîet,  l’équation  de  l’hyperboloïde  rap- 
(torté  à ses  axes  est 

6*  c*  ‘ a‘  • 


chacun  des  membres,  étant  la  différence  de  deux  carrés,  peut 
être  décomposé  en  facteurs  du  premier  degré,  et  l’équation 
devient 


Considérons  les  deux  équations  du  premier  degré 


y 

b 


Z 

c 


dans  lesquelles  le  paramètre  \ est  arbitraire.  Pour  chaque  va- 
leur de  \ ces  équations  représentent  une  droite.  Or,  si  l’on 
multiplie  ces  deux  équations  membre  à membre,  on  retrouve 
l’équation  (12];  il  en  résulte  que  les  équations  (>.)  représentent 
un  système  de  droites  situées  sur  la  surface. 

Si  l’on  combine  autrement  les  facteurs,  on  obtient  deux 
autres  équations  du  premier  degré 


([^) 


y 

h 


h c 


renfermant  un  paramètre  arbitraire  [x,  et  qui  représentent  un 
second  système  de  droites  situées  sur  la  surface. 

On  peut  attribuer  aux  paramètres  >.  et  fx  des  valeurs  nulies 

fil  » 

ou  inflnies.  Si  l’on  pose  ^ équations  Çk)  prennent  la 

forme 


on  fera  dans  ces  équations  m = 0,  ou  n = o. 

La  surface  étant  le  lieu  des  droites  (>.),  il  est  évident  que  jar 
tout  point  de  la  surface  passe  une  droite  de  ce  système.  Pour 
déterminer  la  droite  qui  passe  par  un  point  M,  ayant  pour  co- 
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ordonnées  sd , yf,  z' , dans  les  équations  (>.)  on  remplacera  x,  y, 
Z para/,  y',  z'  et  l’on  déduira  de  chacune  d’elles  la  même  valeur 
pour  X.  De  même,  par  tout  point  de  la  surface  passe  une  droite 
du  second  système.  D’ailleurs,  ces  deux  droites  diffèrent;  car, 
pour  que  les  droites  représentées  par  les  équations  (X)  et  (p.) 
fussent  les  mêmes,  il  faudrait  que  l’on  eût 


quelle  que  soit  x,  c’est-à-dire  à la  fois  X = -»  \=—~,  ce  qui 

p.  P 

est  impossible.  Il  résulte  de  là  que  les  équations  (X)  et  (p)  re- 
présentent toutes  les  droites  situées  sur  l’hyperboloïde  à une 
nappe. 

540— Les  parallèles  menées  par  le  centre  aux  droites  (X) 
ont  pour  équations 


(i3) 


y 

b 


Z 

c 


I X 

Xü’ 


l’élimination  du  paramètre  X donne  l’équation  du  cône  asym- 
ptote 

y’  a’ X* 

b*  c’  a’’ 


Les  parallèles  menées  par  le  centre  aux  droites  (p)  ont  pour 
équations 


(i4) 


y 

b 


et  l’élimination  du  paramètre  p conduit  encore  au  cône  asym- 
ptote. On  voit  d’ailleurs  que  les  deux  systèmes  de  parallèles 

coïncident;  car  si  l’on  donne  à p la  valeur  — les  équations 

(i4)  sont  les  mêmes  que  les  équations  (i3).  Ainsi  les  droites  de 
l’un  et  l’autre  système  sont  respectivement  parallèles  aux  arêtes 
du  cône  asymptote. 

541 — Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  les  droites 
représentées  par  les  équations  (X)  craistituent  l’un  des  systèmes 
que  nous  avons  définis  précédemment  par  des  considérations 
géométriques  à l’aide  de  l’ellipse  de  gorge,  et  que  les  droites 
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représentées  par  les  équations  (jU.)  constituent  l’autre  système. 

Il  suffit  pour  cela  de  démontrer  que  toutes  les  droites  du 
premier  groupe  rencontrent  une  droite  fixe  du  second  groupe, 
excepté  une,  qui  lui  est  parallèle.  Considérons  deux  droites 
représentées  par  les  équations  (■).)  et  (p.),  quand  on  attribue  à \ 
et  à (A  des  valeurs  quelconques;  on  obtiendra  le  point  d’inter- 
section de  ces  deux  droites,  en  regardant  ces  quatre  équations 
comme  simultanées;  en  comparant  la  première  et  la  qua- 
trième, la  seconde  et  la  troisième,  on  en  déduit  les  deux 
équations 


qui  se  réduisent  à une  seule  et  qui  donnent 


x = a 


Si  le  dénominateur  i -f-  >1;/.  n’est  pas  nul,  on  obtient  pour  x,  y,  z 
des  valeurs  finies  vérifiant  les  quatre  équations  ; ainsi  les  deux 
droites  se  coupent.  Si  l’on  a i -i->v[x  = o,  les  parallèles  (i3)  et 
(i4)  menées  par  le  centre  à ces  deux  droites  coïncident,  et,  par 
conséquent,  les  droites  sont  parallèles. 


CHAPITRE  V. 

Des  parabololdes. 


Les  surfaces  du  second  degré  dépourvues  de  centre  sont  re- 
présentées par  l’équation 

(i)  S‘y*+S"z*-hPx  = o. 

Cette  seconde  classe  se  subdivise  en  deux  genres,  suivant 
que  les  coefficients  S',  S"  ont  le  même  signe  ou  des  signes 
contraires. 

PARABOLOÏOE  ELLIPTIQUE. 

54* — Considérons  le  cas  où  les  deux  racines  S'  et  S"  ont 
le  même  signe,  par  exemple  le  signe  On  peut  supposer  P 
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négatif,  et  si  l’on  pose 

P P 

ap=— ag=— 

l’équation  devient 


La  surface  passe  à l’origine;  les  sections  faites  par  les  plans 

principaux  YOX,  ZOX  sont 
deux  paraboles  P et  Q,  qui 
ont  pour  axe  commun  la 
droite  OX  (flg.  290). 

Coupons  la  surface  par  des 
plans  perpendiculaires  à la 
droite  OX.  Pour  x = o,  la 
section  se  réduit  au  point 
O;  en  attribuant  à x des  va- 
leurs positives  de  plus  en 
plus  grandes,  on  obtient  des 
ellipses  homothétiques  qui  ont  leur  centre  sur  la  droite  OX 
et  qui  augmentent  indéfiniment.  Les  plans  situés  à gauche  du 
plan  YOZ  ne  coupent  pas  la  surface.  Ainsi,  la  surface  se  com- 
pose d’une  nappe  indéfinie  située  tout  entière  à droite  du  plan 
YOZ;  on  lui  a donné  le  nom  de  paraboloïde  elliptique.  La 
droite  OX  est  un  axe  de  la  surface;  le  point  O en  est  le  sommet, 
Les  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  principal  XOY 
sont  des  paraboles  égales  à la  parabole  P,  ayant  leurs  som- 
mets sur  la  parabole  Q et  leurs  axes  parallèles  à OX.  Il  en 
résulte  que  l’on  peut  regarder  la  surface  comme  engendrée 
par  la  parabole  P qui  se  meut  parallèlement  à elle-même,  son 
sommet  décrivant  la  parabole  Q.  De  même,  les  sections  par 
des  plans  parallèles  au  plan  principal  XOZ  sont  des  paraboles 
égales  à la  parabole  Q,  et  l’on  peut  regarder  la  surface  comme 
engendrée  par  la  parabole  Q se  mouvant  parallèlement  à elle- 
même,  son  sommet  décrivant  la  parabole  P. 

&4I3 — Les  sections  de  la  surface  des  plans 
AÆ-t-By-hCz  = /, 

non  parallèles  à l’axe  sont  des  ellipses,  dont  les  projections  sur 
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le  plan  YOZ  ont  pour  équations 

y»  , Z*  _2{l  — By  — Cz) 
p~^  q A 

On  voit  que  ces  projections  sont  des  ellipses  homothétiques 
entre  elles,  quelle  que  soit  la  direction  du  plan  sécant. 

Lorsque  le  plan  sécant  By  -hCz  — l est  parallèle  à Taxe  du 
paraboloïde,  la  section,  dont  la  projection  sur  le  plan  XOY  a 
pour  équation 


ï! 

P 


(i-'Ryy 

G*q 


2X, 


est  une  parabole  dont  l’axe  est  parallèle  à l’axe  du  paraboloïde. 
Le  paramètre  de  cette  parabole  étant  indépendant  de  l,  il  en 
résulte  que  des  plans  parallèles  entre  eux  et  parallèles  à Taxe 
coupent  la  surface  suivant  des  paraboles  égales. 

544 — Considérons  en  particulier  le  cas  où  p = q;  l’équa- 
tion de  la  surface  devient  y*-l-s*=  2px;  les  sections  par  les 
plans  perpendiculaires  à l’axe  OX  sont  des  cercles;  ainsi,  la  sur- 
face est  de  révolution  ; elle  est  engendrée  par  la  parabole  P 
tournant  autour  de  son  axe  OX.  Les  sections  par  des  plans  non 
parallèles  à l’axe  sont  des  eUipses  qui  se  projettent  sur  le  plan 
YOZ  suivant  des  cercles.  Les  sections  par  des  plans  parallèles 
à l’axe  sont  des  paraboles  égales. 


PLANS  DIAMÉTRAL'X  ET  DIAMÈTRES. 

5 45. '-'Le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite 

^ — y — 1 

a ^ Y 

a pour  équation 

,3)  + = 

' P q 

c’est  un  plan  parallèle  à l’axe.  Ce  plan  coupe  la  surface  suivant 
une  parabole;  cette  parabole  est  la  courbe  de  contact  du  para- 
boloïde et  d’un  cylindre  circonscrit  ayant  ses  génératrices  pa- 
rallèles à la  direction  des  cordes.  Réciproquement,  tout  plan 
parallèle  à l’axe  est  un  plan  diamétral. 

Lorsque  les  droites  sont  parallèles  à Taxe,  chacune  d'elles  ne 
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rencontre  la  surface  qu’en  un  point,  et  il  n’y  a plus  de  plan 
diamétral.  Le  plan  diamétral  s’est  éloigné  à l’infini. 

Le  lieu  du  centre  de  la  section  faite  par  le  plan  représenté 
par  l’équation  A.x  + By -hCz  = l,  dans  laquelle  l est  un  para- 
mètre variable,  a pour  équation 


lA^  JL  — -L__ 

Bq~Cq~ 


1 

Â’ 


c’est  une  droite  parallèle  à l’axe.  En  d’autres  termes,  les  pro- 
jections des  sections  parallèles  sur  le  plan  YOZ  sont  des  ellipses 
homothétiques  et  concentriques.  Réciproquement,  tq/ate  droite 
parallèle  à l’axe  est  un  diamètre. 

540 — Prenons  pour  origine  des  coordonnées  un  point 
quelconque  M de  la  surface,  pour  axe  des  x le  diamètre  qui 
passe  en  ce  point,  et  pour  plan  des  xy  un  plan  quelconque  mené 
par  la  droite  MX;  ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  para- 
bole; nous  prendrons  pour  axe  des  y la  tangente  à la  parabole 
au  point  M,  et  pour  axe  des  z la  parallèle  menée  par  le  point  M 
à la  direction  conjuguée  du  plan  XMY.  L’équation  de  la  sur- 
face, ne  contenant  pas  de  terme  du  premier  degré  en  z,  et 
devant  se  réduire,  quand  on  y faitz=o,  à celle  d’une  parabole 
rapportée  à un  diamètre  et  à la  tangente  à l’extrémité,  sera 
de  la  forme 


les  deux  paramètres  p'  et  q'  auront  le  même  signe,  par  exemple 
le  signe  -t-,  sans  quoi  les  sections  par  des  plans  quelconques 
seraient  des  hyperboles.  On  voit  par  là  que  le  plan  XMZ  est 
conjugué  de  la  direction  MY.  Les  sections  faites  par  des  plans 
parallèles  au  plan  YMZ  sont  des  ellipses  rapportées  à deux  dia- 
mètres conjugués. 

On  peut  obtenir  d’une  autre  manière  les  axes  des  coordon- 
nées auxquels  nous  venons  de  rapporter  la  surface.  Considé- 
rons un  plan  quelconque  non  parallèle  à l’axe  du  paraboloïde; 
ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  ellipse;  par  le  centre  de 
l’ellipse,  menons  une  parallèle  à l’axe  jusqu’à  la  rencontre  de 
la  surface,  et  par  ce  point,  des  parallèles  à deux  diamètres  con- 
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jugués  de  l’ellipse;  l’équation  de  la  surface  se  réduira  à la 
forme  précédente. 


SECTIONS  CIRCULAIRES. 


— Considérons  une  série  de  plans  parallèles  coupant  la 
surface  suivant  des  cercles;  les  centres  de  ces  cercles  sont  en 

ligne  droite;  le  plan  mené  par  ce 
diamètre  perpendiculairement  aux 
plans  des  cercles,  divisant  chacun  de 
ces  cercles  en  deux  parties  symétri- 
ques, est  un  plan  principal.  Ainsi, 
les  plans  des  sections  circulaires 
ï"  sont  perpendiculaires  à l’un  des 
plans  principaux. 

Par  le  sommet  O (fig.  291)  menons 
un  plan  \0X'  perpendiculaire  au 
^*8-  291.  plan  principal  XOZ;  appelons  ô l’an- 

gle X'OX  et  cherchons  l’équation  de  la  courbe  d’intersection  par 
rapportauxdeuxaxesOX'etOY  situés  dans  son  plan.  Soit^a;,  y,  z 
les  coordonnées  d’un  point  M du  plan  sécant  par  rapport  aux 
axes  OX,  OY,  OZ,  et  y*  les  coordonnées  de  ce  même  point  par 
rapport  aux  axes  OX'  et  OY  ; on  a d’abord  ÿ'  = y;  on  a ensuite 

a;  = OQ  = OP  cosâ  =:  cos6,  s = PQ  = OP  sin  0 = a/  sin6  ; 


4 


si  l’on  met  ces  valeurs  de  x,  y,  z dans  l’équation  de  la  surface, 
on  obtient  l’équation  de  la  courbe  d’intersection 


y'*  a^'sin’ô  , . 

--4 = 2a4cos6. 

P g 


Cette  CQurbe  sera  un  cercle  si  l’on  a sinO  = 


On  en  con- 


clut que  le  paraboloïde  elliptique  admet  deux  séries  de  sections 
circulaires,  qui  sont  perpendiculaires  à la  section  principale 
de  moindre  paramètre,  et  également  inclinées  sur  l’autre  sec- 
tion principale. 

On  peut  aussi  reconnaître  sur  l’équation  delà  surface  l’exis- 
tence des  sections  circulaires.  Il  suffit  pour  cela  de  mettre  l’é- 
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P 


X*  ,/i  i\ 

2X  — r’I Il 

P \q  P) 


ag  — g^* 


PARABOLOÏDE  HYPERBOLIQUE. 

— Considérons  maintenant  le  cas  où  S'  et  S"  sont  de 
signes  contraires.  Supposons  que  le  coefficient  P ait  le  même 
signe  que  S",  et  posons 

P 

l’équation  devient 

(5)  = 

P q 

Les  sections  faites  par  les  plans  principaux  XOY,  XOZ  sont  deux 

paraboles  P et  Q (fig, 
292)  dont  les  axes  sont 
dirigés  en  sens  con- 
traires. Le  plan  ZOY 
coupe  la  surface  sui- 
vant deux  droites  OA, 
OB,  qui  font  avec  OZ 
un  angle  dont  la  tan- 
gente a pour  valeur 

1 Les  sections  fai- 

V q 

tes  par  des  plans  pa- 
rallèles au  plan  YOZ 
Fig.  sga.  sont  des  hyperboles 

homothétiques,  mais  dont  la  disposition  varie  ; si  le  plan  est 
du  côté  OX,  l’axe  réel  de  l’hyperbole  est  parallèle  à OY;  s’il 
est  de  l’autre  côté,  l’axe  réel  est  parallèle  à OZ.  La  surface 
est  formée  d’une  seule  nappe  qui  s’étend  indéfiniment  à droite 
et  à gauche  do  plan  YOZ;  on  lui  a donné  le  nom  de  para- 
holoide  hyperbolique.  La  droite  OX  est  un  axe  de  la  surface; 
le  point  O en  est  le  sommet. 

Les  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  principal  XOY 

BR.  31 
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sont  des  paraboles  égales  à la  paraboles  P et  ayant  leurs  som- 
mets sur  la  parabole  Q.  De  même,  les  sections  par  des  plans 
parallèles  au  plan  principal  XOZ  sont  des  paraboles  égales  à la 
parabole  Q et  ayant  leurs  sommets  sur  la  parabole  P;  de  sorte 
qu’on  peut  concevoir  la  surface  comme  engendrée  par  une 
parabole  qui  se  meut  parallèlement  à elle-même,  son  sommet 
décrivant  une  autre  parabole. 

549-Les  sections  par  des  plans 

Aæ -+- Bÿ Cz  = /, 

non  parallèles  à l’axe,  sont  des  hyperboles  dont  les  projections 
sur  le  plan  YOZ  sont  représentées  par  l’équation 

y* 2(1  — By  — C;) 

P q~  A 

On  voit  que  ces  des  hyperboles  sont  homothétiques  entre  elles, 
quelle  que  soit  la  direction  du  plan  sécant. 

Lorsque  le  plan  sécant 

By  + Cz  = l 


est  parallèle  à l’axe  du  paraboloïde,  la  section,  dont  la  projec- 
tion sur  le  plan  XOY  a pour  équation 


y*  (l-By)* 
P 


2X, 


est  une  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à l’axe  du  paraboloïde; 
les  sections  parallèles  sont  des  paraboles  égales.  On  peut  écrire 
réquation  précodeate  sous  la  forme 


2Bly 


2x; 


C*g' 

quand  on  a ^ =±  crfto  équation  se  réduit  au  premier 

degré;  ainsi  il  y a deux  séries  de  plans  qui  coupent  la  surface 
chacun  suivant  une  droite.  Les  plans  de  ces  deux  séries  sont 
espectivement  parallèles  aux  deux  plans  définis  par  l’équation 


= o. 
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plans  qui  passent  par  l’axe  OX,  et  chacune  des  droites  OA,  OB, 
suivant  lesquelles  le  plan  tangent  au  sommet  O coupe  la  surface. 

PLANS  DIAMÉTRAUX  ET  DIAMÈTRES. 

550 —  Le  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction 

X y Z 

a pour  équation 

(6) 

P « . ; 

U est  parallèle  à Taxe.  Lorsque  les  droites  deviennent  paral- 
lèles à l’axe,  elles  ne  rencontrent  la  surface  qu’en  un  point,  et 
le  plan  diamétral  s’éloigne  à l'inflni.  Une  droite  parallèle  à 
l’un  des  deux  plans  AOX,  BOX  ne  rencontre  aussi  la  surface 
qu'en  un  point;  car  le  plan,  mené  par  la  droite  parallèlement 
à l’un  de  ces  deux  plans,  coupe  la  surface  suivant  une  droite.' 
Si  l’on  considère  une  direction  parallèle  au  plan  AOX,  mais> 
n(Hi  parallèle  à l’axe,  l’équation  (6)  représente  un  pian  paral«> 
lèle  à l'axe  et  coupant  la  surface  suivant  une  parallèle  à' cette 
direction. 

Tout  plan  parallèle  à l’axe  est  un  plan  diamétral,  excepté 
lorsque  ce  plan  est  parallèle  à l’un  des  plans  AOX,  BOX. 

On  verrait,  comme  pour  le  paraboloïde  elliptique,  que  le 
diamètre  ou  le  lieu  des  centres  d’une  série  de  sections  paral- 
lèles est  une  droite  parallèle  à l’axe. 

551—  Si  l’on  prend  pour  origine  des  coordonnées  un 
point  quelconque  M de  la  surface,  pour  axe  des  x le  diamètre 
qui  passe  en  ce  point,  pour  plan  des  xy  un  plan  quelconque’ 
mené  par  la  droite  MX,  pour  axe  des  y la  tangente  à la  para- 
bole au  point  M,  et  pour  axe  des  z une  parallèle  à la  direction 
conjuguée  du  plan  XMY,  l’équation  de  la  surface  prendra  la 
forme 


Ceci  nous  permet  de  compléter  l’étude  des  sections  planes; 
le  plan  YMZ  coupe  la  surface  suivant  deujc  droites;  les  plans 
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parallèles  à ce  plan  coupent  la  surface  suivant  des  hyperboles 
homothétiques,  mais  dont  la  disposition  change  suivant  que 
le  plan  sécant  est  d'un  côlé  ou  de  l’autre  du  plan  YMZ.  Si  l’on 
prenait  pour  axes  des  j/  et  des  2 les  deux  droites  qui  passent 
par  le  point  M,  l'équation  de  la  surface  se  réduirait  à la  forme 

y%  = kx. 


GÉNÉRATRICES  RECTILIGNES  DU  PARABOLOÏDB  HYPERBOLIQUE. 

Il  est  impossible  de  placer  une  droite  sur  le  parabo- 
loïde  elliptique;  car,  si  par  cette  droite  on  mène  un  plan,  ce 
plan  coupera  la  surface  suivant  une  ellipse  ou  une  parabole. 
Mais  la  même  impossibilité  n’existe  pas  pour  le  paraboloïde 
hyperbolique.  Nous  avons  vu  que  tout  plan  parallèle  à l’un  des 
deux  plans  AOX,  BOX  coupe  la  surface  suivant  une  droite. 
Par  un  point  quelconque  .M  de  la  surface,  menons  un  plan 
parallèle  au  plan  AOX;  ce  plan  coupera  la  surface  suivant  une 
droite  passant  par  le  point  M;  un  plan  parallèle  au  plan  BOX 
donnera  une  seconde  droite  passant  aussi  parle  point  M.  Ainsi, 
par  loul  point  du  paraboloïde  hyperbolique  passent  deux  droites 
situées  sur  la  surface. 

Le  plan  de  ces  deux  droites  est  le  plan  tangent  au  point  M. 
Il  est  impossible  de  mener  par  le  point  M une  troisième  droite 
située  sur  la  surface;  car  elle  serait  aussi  contenue  dans  le  plan 
tangent,  et  ce  plan  ne  coupe  la  surface  que  suivant  deux 
droites.  Les  droites  situées  sur  la  surface  du  paraboloïde  hyper- 
bolique peuvent  être  distinguées  en  deux  séries,  dont  chacune 
constitue  toute  la  surface.  La  première  série  se  compose  des 
droites  parallèles  au  plan  AOX,  la  seconde  série  des  droites 
parallèles  au  plan  BOX;  ces  deux  plans  ont  reçu  le  nom  de 
plans  directeurs. 

11  résulte  de  là  que  les  projections  sur  le  plan  YOZ  des 
droites  d’un  même  système  sont  parallèles;  car  les  plans  pro- 
jetants des  droites  du  premier  système  sont  parallèles  au  plan 
directeur  AOX,  et,  par  conséquent,  leurs  projections  sont  pa- 
rallèles à la  droite  OA.  De  même,  les  projections]  des  droites 
du  second  système  sont  parallèles  à OB. 
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Projetons  maintenant  les  droites  sur  l’un  des  plans  princi- 
paux, par  exemple  sur  le  plan  XOY.  Nous  remarquons  d’abord 
qu’une  droite  ne  peut  être  parallèle  à ce  plan;  car  la  section 
faite  par  un  plan  parallèle  au  plan  XOY  est  une  parabole  égale 
à la  parabole  P.  La  droite  perce  le  plan  principal  en  un  point 
de  la  parabole  P;  mais  la  surface  se  projette  sur  ce  plan  en 
dehors  de  la  parabole,  la  projection  de  la  droite  passant  par 
un  point  de  la  parabole  et  étant  située  en  dehors,  est  tangente 
à celte  courbe.  Ainsi,  les  projections  des  génératrices  rectUi~ 
gnes  sur  les  plans  principaux  sont  tangentes  aux  sections  prin- 
cipales. 

Deux  génératrices  du  même  système  étant  situées  dans  deux 
plans  parallèles  au  même  plan  directeur,  et,  par  conséquent, 
parallèles  entre  eux,  ne  peuxent  se  rencontrer.  Elles  ne  sont 
pas  non  plus  parallèles;  car  leurs  projections  sur  le  plan  prin- 
cipal XOY,  étant  tangentes  à la  parabole  P,  ne  sont  pas  paral- 
lèles. Ainsi,  deux  droites  du  même  système  ne  sont  jamais  dans 
un  même  plan. 

Considérons  maintenant  deux  génératrices  de  systèmes  dif- 
férents; leurs  projections  sur  le  plan  YOZ  étant  respective- 
ment parallèles  aux  droites  OA  et  OB  se  rencontrent;  si  par  le 
point  d’intersection  des  projections,  on  mène  une  parallèle  à 
l’axe  OX,  cette  parallèle  ne  perce  la  surface  qu’en  un  point,  et, 
par  conséquent,  rencontre  les  deux  droites  données  au  même 
point.  On  en  conclut  que  deux  génératrices  de  systèmes  diffé- 
rents se  rencontrent  toujours. 

&S3— Puisque  par  tout  point  de  la  surface  passent  deux 


droites,  il  est  clair  que  par  tout 
point  D de  la  parabole  princi- 
pale P (Bg.  293)  passent  deux 
droites  DG,  DH  situées  sur  la 
surface.  Si  l’on  prend  pour  axes 
des  coordonnées  le  diamètre 
DX',  la  tangente  DS  à la  para- 
bole principale,  et  la  perpendi- 
culaire DZ'  au  plan  principal. 


Fig.  -m.  et  si  l’on  désigne  par  6 l’angle 
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SDX',  la  surface  aura  pour  équation  (n°  212) 
y»sin*e 
P 9 

Le  plan  Z^DS  a pour  trace,  sur  le  plan  principal,  la  tangente 
&T  à la  parabole  principale;  ce  plan  coupe  la  surface 

suivant  les  deux  droites  DG,  DH  représentées  par  Péqaation 


et  qui  se  projettent  sur  le  plan  principal  suivant  la  tangente 
ST.  Les  deux  droites  DG,  DH  font  des  angles  égaux  avec  le 
plan  principal  ou  avec  la  perpendiculaire  DZ^  à ce  plan;  si 
ron  appelle  y ce  dernier  angle,  on  a 

langY=v/|xj^5- 

Quand  la  point  D,  partant  du  sommet  O,  parcourt  la  para- 
bole principale  P,  l’angle  y que  font  les  deux  droites  DG  et  DH 
avec  la  verticale  DZ'  augmente  de  plus  en  plus,  et  tend  vers 
un  angle  droit. 

Les  deux  droites  DH,  DG  percent  le  plan  principal  XOZ  aux 
points  H et  K appartenant  à la  parabole  principale  Q,  et  situés 
sur  une  perpendiculaire  à Taxe  OX,  au  point  où  il  est  rencon- 
tré par  la  tangente  DS;  les  projections  HD,  KD  de  ces  deux 
droites  sur  le  plan  principal  XOZ  sont  tangentes  à la  parabole 
û,  et  passent  par  le  point  D,  projection  du  point  D.  Le  point  D 
se  projette  en  D"  sur  le  plan  YOZ;  les  points  H et  K se  projet- 
tent en  H"  et  K";  en  joignant  D'H",  D"K",  on  aura  les  projec- 
tions D"H",  D"G*  des  deux  droites  DH,  DG  sur  le  plan  YOZ.  Les 
points  D et  H appartenant  aux  paraboles  principales,  on  a 
DD*  = 2pxOD,  HT*=2qxOT;  les  deux  longueurs  OD  et 
OT  étant  égales  entre  elles,  il  en  résulte 

OD'_DD_  /p 

0H"“  HT  “ Vq‘ 

On  reconnaît  ainsi  de  nouveau  que  la  projection  D"H"  de  la 
droite  DH  sur  le  plan  YOZ  conserve  une  direction  constante; 
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de  même,  la  projection  K"D"G"  de  la  droite  DG,  conserve  une 
direction  constante. 

Si  le  point  D parcourt  la  parabole  principale  P dans  un  sens 
détermine  OD,  tes  droites,  dont  les  parties  supérieures  au  plan 
principal  XOY  font  avec  les  tangentes  prises  dans  le  sens  du 
mouvement  des  angles  aigus,  percent  l’autre  plan  principal  XOZ 
au-dessous  du  premier,  leurs  projections  sur  le  plan  YOZ  sont 
parallèles  à OA  et  ces  droites  forment  le  premier  système  de 
génératrices.  Les  droites,  dont  les  parties  supérieures  font  avec 
les  tangentes  des  angles  obtus,  ont  leurs  luojections  parallèles 
à OB  et  forment  le  second  système. 

Les  deux  droites  DD",  HH"  étant  égales  et  parallèles,  la  figure 
DD"HH"  est  un  parallélogramme,  et,  par  conséquent,  les  diago- 
nales DH,  D"H"  se  coupent  mutuellementcn  deux  parties  égales; 
ainsi  le  point  I,  où  la  génératrice  DH  perce  le  plan  YOZ,  est  le 
milieu  de  la  portion  DH  de  cette  droite  compri.se  entre  les  deux 
plans  principaux;  le  lieu  du  point  I est  la  droite  OA  du  premier 
système. 

554 — Nous  savons  qu’il  faut  trois  directrices  pour  définir 
le  mouvement  d’une  droite.  Prenons  comme  directrices  trois 
droites  fixes  A,  B,  C appartenant  à l’un  des  .systèmes,  par 
exemple  au  second  ; ces  droites  seront  parallèles  au  second 
plan  directeur,  une  droite  mobile  glissant  sur  ces  trois  direc- 
trices coïncidera  successivement  avec  chacune  des  droites  du 
premier  système,  et,  |>ar  conséquent,  engendrera  le  parabo- 
loïdc  hyperbolique. 

On  peut  aussi  définir  le  mouvement  d’une  droite  en  l’assu- 
jettissant à glisser  sur  deux  droites  fixes  et  à rester  parallèle 
à un  plan  fixe.  Si  l’on  prend  pour  directrices  deux  droites  A et 
B du  second  système,  et  pour  plan  fixe  le  premier  plan  direc- 
teur il  est  évident  que  la  droite  mobile  coïncidera  successive- 
ment  avec  chacune  des  droites  du  premier  système.  Il  résulte 
de  là  que  le  paraboloïde  hypm  bolique  peut  être  engendré  par 
une  droite  mobile  qui  glisse  sur  trois  droites  fixes  parallèles 
à un  même  plan,  ou  bien  par  une  droite  mobile  qui  glisse  sur 
deux  droites  fixes  en  restant  constamment  parallèle  à un 
meme  plan. 
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— Les  réciproques  sont  vraies.  Considérons  d’abord  une 
droite  mobile  assujettie  à glisser  sur 
deux  droites  fixes  OZ  et  ÂB  (Qg.  294), 
en  restant  parallèle  à un  même  plan. 
Prenons  pour  axe  des  y une  position 
particulière  OA  de  la  génératrice,  pour 
axe  des  z la  directrice  OZ,  pour  plan 
des  xy  un  plan  parallèle  au  plan  direc- 
Fig.  994.  et  pom-  pi3n  des  zx  un  plan  pa- 

rallèle à la  droite  AB.  Cette  seconde  directrice  AB  aura  pour 
équations  y~b,  x = az.  Soit  MN  une  position  quelconque  de 
la  génératrice;  cette  droite,  étant  parallèle  au  plan  XOY  et  ren- 
contrant l’axe  OZ,  a des  équations  de  la  forme 

(7)  z=p,  y = mx, 

avec  deux  paramètres  variables  m et  p.  Pour  qu’elle  rencontre 
la  seconde  directrice  AB,  il  faut  que  l’équation  de  condition 

(8)  amp  = b 

soit  vérifiée.  Si  l’on  élimine  les  deux  paramètres  m et  p entre 
les  équations  (7)  et  (8),  on  obtient  l’équation  du  lieu 


(9)  ayz  — bx  = o. 


La  surface  est  du  second  degré;  elle  est  dépourvue  de  cen- 
tre; ce  n’est  pas  un  cylindre  parabolique,  puisque  les  droites 
OZet  AB,  non  parallèles,  sont  situées  sur  la  surface;  c’est  donc 
un  paraboloïde  hyperbolique. 


556 — Considérons  maintenant  une  droite  assujettie  à glis- 
ser sur  trois  droites  fixes  OZ,  AB,  A'B'  (fig.  295)  parallèles  à un 
même  plan.  Prenons  pour  axe  des  z la  ^directrice  OZ,  pour 
axe  des  y une  position  particulière  de  la  génératrice,  pour 
plan  des  zx  un  plan  parallèle  aux  trois  directrices  et  dans 
ce  plan  une  droite  quelconque  menée  par  le  point  0 pour  axe 
des  X.  Les  deux  directrices  AB,  A'B'  sont  représentées  par  les 
équations 


y=f>, 
z = ax, 


VB' 


y=b', 

Z = a'x. 
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Une  droite  MM^  qui  rencontre  ces  deux  droites  peut  être  regar- 
dée comme  l'intersection  de  deux 
plans  menés,  l’un  par  la  droite 
AB,  l’autre  par  la  droite  A' B'; 
ces  deux  plans  ont  des  équations 
de  la  forme 

f a — 6)=o, 

' ' \ * — o'a!-HV(y  — 6')  = o, 

dans  lesquelles  >.  et  V désignent 
des  paramètres  arbitraires.  La 
droite  MM'  devant  rencontrer  la 
Fig.  S95.  droite  OZ,  on  a,  entre  les  deux 

paramètres  la  relation 

(II)  b\  = b>V. 

On  obtient  l’équation  de  la  surface  engendrée  par  la  droite  MM' 
en  éliminant  les  deux  paramètres  1 et  V entre  les  trois  équa- 
tions (lo)  et  (il),  ce  qui  donne  l’équation 

(12)  b[y  — b'){z  — ax)  — b' (y  — b)  {z  — a'x)  =0. 

La  surface  est  du  second  degré;  on  reconnaît  aisément  qu’elle 
est  dépourvue  de  centre;  d’ailleurs  elle  contient  des  droites 
non  parallèles;  c’est  donc  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Nous  avons  trouvé  (n**  538)  la  relation  qui  existe,  dans 
l’hyperboloïde  à une  nappe,  entre  les  deux  longueurs  décrites 
sur  deux  droites  fixes  AB,  CD  de  l’on  des  systèmes  par  une  droite 
D mobile  de  l’autre  système.  La  relation  est 
. beaucoup  plus  simple  dans  le  paraboloïde 
hyperbolique.  Soient  MN,  M'N',  M"N"  (flg. 
296)  trois  positions  quelconques  de  la  droite 
mobile;  si  par  chacune  d’elles  on  mène  un 
plan  parallèle  au  plan  directeur,  on  aura 
trois  plans  parallèles  entre  eux;  or,  on  sait 
Fig.  S96.  que  trois  plans  parallèles  déterminent  sur 
deux  droites  AB,  CD  des  segments  proportionnels;  on  a donc 
la  relation 

MM  _MM’ 

Nn'“nn’* 


Digilized  by  Google 


4l*ü  LIVRE  VI,  CHAPITRE  V. 

Aiusi,  dans  le  paraboloide  hyperbolique,  une  droite  mobile  de 
l’un  des  systèmes  décrit  sur  deux  droites  fixes  de  Vautre  sys- 
tème des  longueurs  proportionnelles. 

Réciproquement,  lorsqu’une  droite  mobile  glisse  sur  deux 
droites  fixes  AB,  CD,  en  décrivant  sur  ces  droites  des  longueurs 
proporlionnelles,  elle  engendre  un  paraboloide  hyperbolique. 
Soient  MN,  M'N'  deux  positions  particulières  de  la  génératrice; 
concevons  le  plan  parallèle  à ces  deux  droites.  Soit  mainte- 
nant M"N"  une  position  quelconque  de  la  génératrice;  on  a la 
relation 

MM”  MM^ 

NN*“NN'’ 

Si  par  chacune  des  deux  droites  MN,  M'N'  on  mène  un  plan 
parallèle  au  plan  défini  précédemment,  et  que  par  le  point  JH” 
on  mène  un  plan  parallèle  au  meme  plan,  on  aura  trois  plans 
parallèles  qui  déterminent  sur  les  deux  droites  AB,  CD  des 
segments  proportionnels;  le  plan  mené  par  le  point  M"  passera 
donc  par  le  point  N"  et  contiendra  1a  droite  M"N";  on  en  con- 
clut que  la  génératrice  mobile  reste  constamment  paral- 
lèle à un  même  plan;  elle  engendre  donc  un  paraboloide 
liyperbolique. 

559 — C’est  d'après  cette  propriété  remarquable  que  l’on 
construit  des  modèles  en  fil  représentant  le  paraboloide  hyper- 
bolique. Imaginons  que  l’on  ait  fait  un  cadre  en  bois  ACDB, 
ayant  la  (orme  d’un  quadrilatère  gauche;  si  l’on  divise  les 
deux  côtés  opposés  AB,  CD  en  un  même  nombre  de  parties 
égales,  et  que  l’on  joigne  par  des  fils  tendus  les  points  de  divi- 
sion correspondants,  ces  fils  représenteront  l’un  des  systèmes 
de  génératrices  rectilignes  d’un  paraboloide  hyperbolique.  Si 
Ton  divise  de  même  les  deux  côtés  opposés  AC,  BD  en  un  même 
nombre  de  parties  égales,  et  que  Ton  joigne  par  des  fils  les 
points  correspondants,  on  obtiendra  le  second  système  de  gé- 
nératrices. 

Si  le  quadrilatère  ACDB  était  plan,  les  fils  seraient  tons 
situés  dans  le  plan  du  quadrilatère;  mais,  que  Ton  déforme  le 
quadrilalère  de  manière  à le  rendre  gauche,  les  fils  cesseront 
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d’être  situés  dans  un  même  plan  et  formeront  un  paraboloide 
hyperbolique;  c’est  pourquoi  on  a donné  aussi  à cette  surface 
le  nom  de  plan  gauche. 

S&O— Il  est  facile  de  déduire  de  l’équation  du  paraboloide 
hyperbolique 

(5)  = 

P q 

les  équations  des  deux  systèmes  de  génératrices.  En  effet,  on 
peut  mettre  l’équation  (5)  sous  la  forme 

{Tp'^à)i7p~tq 

Les  deux  équations  du  premier  degré 

yjp  Vg  ' Vp  Vg  ^ ’ 

dans  lesquelles  le  paramètre  > est  arbitraire,  représentent  un 
système  de  droites  situées  sur  la  surface;  car,  en  multipliant 
ces  deux  équations  membre  à membre,  on  retrouve  l’équa- 
tion (5).  Les  deux  équations 

/ V y . 2 y Z IX 

W"'*’  Vp  •h~  p' 

dans  lesquelles  le  paramètre  p.  est  arbitraire,  représentent  un 
second  système  de  droites  situées  sur  la  surface.  II  est  clair  que 
par  tout  point  de  la  surface  passent  deux  droites,  une  de  chaque 
système.  D’ailleurs,  la  première  des  équations  montre  que 
toutes  les  droites  du  premier  système  sont  parallèles  au  plan 

~ — ^=o;  et  de  même  la  première  des  équations  (u)  mon- 

vp  vg 

tre  que  foules  les  droites  du  second  système  sont  parallèles  au 

plan  -7=  -t-  -p  = O.  Ainsi,  les  systèmes  d’équations  Çk)  et  (p.) 

VP  vg 

représentent  bien  les  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes 
du  paraboloide  hyperbolique,  tels  que  nous  les  avons  déûnis 
géométriquement  (n'552). 

560— Nous  ferons  remarquer  que,  lorsqu’un  paraboloide 
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hyperbolique  est  rapporté  à ses  deux  plans  principaux  et  au 
plan  tangent  au  sommet,  si  l’on  égale  à zéro  l’ensemble  des 
termes  du  second  degré  dans  Téquation  de  la  surface,  on 

obtient  une  équation^ = o,  qui  représente  les  deux 

plans  directeurs.  La  même  chose  a lieu  quand  la  surface  est 
rapportée  à des  axes  de  coordonnées  quelconques;  car,  si  l’on 
change  d’abord  la  direction  des  axes  en  conservant  la  même 
origine,  la  partie  du  second  degré  dans  la  première  équation 
donne  la  partie  du  second  degré  dans  la  nouvelle  équation. 
Si  l’on  déplace  ensuite  l’origine  en  conservant  la  direction  des 
axes,  les  termes  du  second  degré  ne  changent  pas;  si  donc 
on  égale  à zéro  l’ensemble  de  ces  termes,  on  dbtient  des  plans 
respectivement  parallèles  aux  deux  précédents. 
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Étant  donnée  ime  équation  numérique  du  second  degré,  on 
propose  de  déterminer  la  nature  de  la  surface  définie  par  cette 
équation. 

PREMIÈRE  MÉTHODE. 

501 — On  appliquera  à l’équation  proposée  la  méthode  de 
réduction  exposée  au  chapitre  II;  non-seulement  on  obtiendra 
par  ce  procédé  la  nature  de  la  surface,  mais  encore  on  déter- 
minera d’une  manière  précise  sa  situation  et  ses  paramètres. 
Lorsqu’on  veut  reconnaître  seulement  la  nature  de  la  surface, 
il  n’est  pas  nécessaire  d’effectuer  tous  les  calculs  indiqués.  On 
commence  par  former  l’équation  du  troisième  degré  qui  donne 
S;  il  y a ensuite  plusieurs  cas  à distinguer. 

1°  Quand  l’équation  du  troisième  degré  n’a  pas  de  racine 
nulle,  on  sait  que  la  surface  a un  centre  unique,  et  que  son 
équation  peut  être  ramenée  à la  forme  (n"  496) 

Sx*  4-  S'y’-t-  S"  =*-+-  F,  = O. 
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Pour  déterminer  la  nature  de  la  surface,  il  sufQt  de  calculer 
Fj  et  d’examiner  les  signes  des  racines  S,  S^,  S",  signes  qui  sont 
donnés  immédiatement  par  le  théorème  de  Descartes.  Si  Té- 
quation  avait  deux  racines  égales,  la  surface  serait  de  révolu- 
tion. 

2°  Quand  l’équation  du  troisième  degré  a une  seule  racine 
nulle,  l’équation  peut  être  réduite  à Tune  des  deux  formes 

(n*499) 

S'y*4-S"2*-t-Paü=o, 

S' y*  4- S"  Z*  4- F.  =o. 

La  première  représente  des  surfaces  dépourvues  de  centre,  et 
la  seconde  des  surfaces  ayant  pour  centres  tous  les  points  d’une 
droite.  Pour  connaître  la  forme  qui  convient  à l’exemple  donné, 
on  aura  recours  aux  équations  qui  déterminent  le  centre. 
Lorsque  ces  équations  sont  incompatibles,  le  lieu  est  un  para- 
holoîde,  elliptique  si  S'  et  S"  ont  le  même  signe,  hyperbolique 
si  S'  et  S"  ont  des  signes  contraires.  Lorsque  le  lieu  admet  une 
infinité  de  centres,  ce  lieu  est  un  cylindre,  dont  on  détermine 
la  nature  par  une  section  non  parallèle  à Taxe.  Si  les  deux 
racines  S'  et  S”  étaient  égales,  la  surface  serait  de  révolution. 

3"  Lorsque  Téqualion  du  troisième  degré  a deux  racines 
nulles,  l’équation  peut  être  réduite  à Tune  des  formes  (n*  5oo) 

S"2*4-Pa!=o, 

S"z*4-F.  =o. 

La  première  représente  une  surface  dépourvue  de  centre,  et  la 
seconde  une  surface  qui  admet  pour  centres  tous  les  points 
d’un  plan.  On  aura  encore  recours  aux  équations  qui  détermi- 
nent le  centre.  Si  ces  équations  sont  incompatibles,  le  lieu  est 
un  cylindre  parabolique.  Si  elles  se  réduisent  à une  seule,  le 
lieu  est  l’ensemble  de  deux  plans  parallèles,  un  plan  unique, 
ou  l’équation  n’a  pas  de  solutions  réelles;  une  section  non 
parallèle  au  plan  des  centres  déterminera  la  nature  du  lieu. 
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569 — La  discussion  est  résumée  dans  le  tableau  suivant. 


1"  CLASSE. 

L’équation  du 
troisièm*  depé 
n'a  pas  de  racine 
nulle. 


Surfaces  ayant 
un  centre  unique. 


Les  trois  ra- 
cines de  même 
signe. 

Genre  ellipsoï- 
de. 


signe/ 

celui/ 


Ellipsoïde. 


F,  a un 
contraire 

des  racines.  ( 

F,  = 0 Un  point. 

F.demêmesi-| 


Deux  racines I F,  a on  signe^ 
de  même  signe,! contraire  à celui]  HyperboMdc  » 
une  de  signe  oon-jdes  deux  premië-june  nappe, 
traire.  (res  racines.  ( 

— J F,  = 0 Cône. 

Genre  hyperbo-i  F,  de  même  si-l  Hyperboloïdc  ï 
lotde.  Igee-  (deux  nappes. 


2«  CLASSE. 

L’équation  du 
troisième  degré  a 
une  ou  deux  ra- 
cines nulles. 


I Une  seule  ra- 
f eine  nulle  et  pas 
de  centre. 

Genre  parabo- 
loïde. 


Igné. 

Lesdeuxantres 
racines  de  même 
signe. 


Paraboloïde  el- 
liptique. 


Une  seule  ra- 
cine nulle  et  une 
I infinité  de  centres' 
\ en  ligne  droite. 


De  signes  con- i Paraboloïde  by- 
\traires.  I perbolique. 

Lesdeuxautres(^. 
racines  de  même  ‘’one  droite. 

( Rien. 


I Cjlindrebyper- 
n-  1 


Surfaces  n'ayant 
pas  de  centre,  ou  | 
une  infinité  de  | 
centres. 


Deux  racines 
nulles  et  pas  de 
centre. 


De  signes  con-|bolique. 
traires.  Deux  plans  qui 

se  coupent. 

Cylindre  parabolique. 


Deux  racines/ 
nulles  et  une  in-( 
l finité  de  centres! 
'dans  un  plan.  f 


Deux  plans  parallèles. 
Un  plan. 

Rien. 


Rbmarqi'k. — La  réduction  expliquée  au  chapitre  H suppose 
les  axes  primitifs  rectangulaires.  Or,  il  est  évident  que  si  Ton 
construit,  avec  deux  systèmes  d'axes  différents,  les  lieux  repré- 
sentés par  une  même  équation  du  second  degré,  ces  lieux  seront 
toujours  de  même  espèce;  cependant  l’une  des  surfaces  pourra 
être  de  révolution  sans  qu’il  en  soit  de  même  de  la  seconde.  Les 
conclusions  précédentes  s’appliquent  donc  à un  système  d'axes 
quelconques. 
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Exempls.  Quelles  sont  les  surfaces  représentées  par  l’équation 


a (æ*  + 2ÿc)  + b (y’-)-  2aa;)  -+-c  (s’-l-  2ay)  = 1; 

dans  laquelle  a,  l>,  c désignent  des  paramètres  arbitraires? 

Quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  paramètres,  l'origine  est  un 
centre  de  la  surface  : ainsi  l'équation  ne  comprend  que  des  surfaces  à 
centre.  L’équation  du  troisième  degré  en  5 est 

(S  — o)  (S  — 6)  (S— c)— a*(S  — o)  — 6’{S  — 6)  — c’(S  — c)  — 2a6e=  0, 
ou 

S’ — (a + 6 + c)  S*—  (a^-1-  b*-+-c’—  be~ca—ab)  S a*+  b*-(-c*—  3afcc= 0.' 

Si,  pour  abréger,  on  désigne  par  m et  n les  deux  sommes  a + b + c et 
6c-f-ca  + a6,  on  a identiquement 

a*  6*  4-  c*—  bc  — ca  — ab  = m*—  3n, 

o*  4- &*-(- e*-*-3abe«=  m*— 3mH  =s  « (m’— 3n), 
et  l’équation  eu  S prend  la  forme 

S*— — 3n)  S4-»n(»»* — 3n)  = (S  — m)[S’ — (m* — 3n)]  = 0. 


La  quantité  a»*— 3»  ou  o*4-b‘4-c*  — 6e  — co  — ob  étant  égale  à 

{ 6+c\*,3„  „ 

[a 


ne  devient  iamais  négative;  elle  ne  se  réduit  è zéro  que  lorsqu'on  a 
a^b=s(.  Dans  ce  cas,  l'équation  proposée  se  réduit  à la  forme  , 


(x  + y4-*)*= 


elle  représente  deux  plans  parallèles,  réels  ou  imaginaires,  suivant  que 
le  coefBcient  a est  positif  ou  négatif. 

Suppotoas  nakiteuant  que  les  trots  coefScients  a,  b,  e ne  soient  pas 
égaux  entre  eux,  et  représentons  par  k*  la  quantité  positive  m*— 3«;  les 
trois  racines  de  l’équation  en  S sont  m et  ±:k,  et  l'équation  proposée 
peut  être  ramenée  è la  forme 

mx’  4-  fcÿ*  — kz'=i 

par  une  transformation  de  coordonnées.  La  surface  est  un  iiyperboloïde  è 
une  ou  à deux  nappes,  suivant  que  le  coefBcient  m est  positif  ou  négatif. 
Lorsque  ce  coeilicient  est  nul,  l’équation  représente  un  cylindre  dont  la 
section  droite  est  une  hyperbole  équilatère. 

L’hyperboloîde  sera  de  révolution,  si  l’on  a m — ±.k,  ou  c’est- 

à-dire  n = 0 ou  6c  4- ca  4- o6 13  0.  Alors  la  direction  de  l’axe  est  déter- 
minée par  les  formules  (n*  600) 

o«  = 6p  = CY, 
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si  les  trois  nombres  a,  b,  e sont  différents  de  zéro,  et  par  les  formules 

si  les  deux  coefficients  b et  e sont  nuis.  Dans  ce  cas  l'axe  de  révolution 
est  la  bissectrice  de  l’angle  VOZ. 

DEUXIÈME  MÉTHODE. 

563 — On  forme  les  équations  qui  déterminent  le  centre 
de  la  surface;  il  y a plusieurs  cas  à distinguer. 

1*  La  surface  admet  un  centre  unique.  Dans  ce  cas,  pour 
simplifier,  on  transporte  les  axes  au  centre,  et  Téquation  se 
réduit  à 

(i)  Ax*-hA'y*  -h  A'z*  -+-  aBy*  -+-  aB'za?  -i-  2B"Æy  H-  Fj = o. 

Lorsque  le  terme  constant  F,  est  nul,  le  lieu  est  un  point 
unique  ou  un  cône.  Pour  décider  la  question,  on  fait  une 
section  par  un  plan  parallèle  à l’un  des  plans  coordonnés  ; si 
la  section  est  une  courbe  réelle,  le  lieu  est  un  cône;  si  la 
section  est  imaginaire,  le  lieu  est  un  point. 

Examinons  le  cas  où  le  terme  constant  F,  est  différent  de 
xéro.  Supposons  que  l’équation  renferme  les  carrés  des  trois 
variables;  en  résolvant  par  rapport  à x,  et  posant,  pour  abréger, 

M = B'»— A"A,  N=FB  — A"B",  P=B»— A"A^ 

on  a 

A"*  =—  (B'a  4-  By)  db  a 4-  Py’—  A"F,. 

Le  plan 

(a)  A"x=-“(D'*4-By) 

est  le  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  à OZ.  La  trace  de 
la  surface  sur  ce  plan  diamétral  se  projette  sur  le  plan  XOY 
suivant  la  courbe  définie  par  Téquation 

(3)  Ma:*4-aNÆy4-Py*“-A"F,=o. 

Cette  courbe  admet  un  centre  unique;  car  on  a 

N*— MP=*A"D, 

D étant  le  dénominateur  ou  le  déterminant  relatif  aux  équations 
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du  centre.  En  outre,  le  terme  constant  — A"F,  est  différent 
de  zéro. 

Supposons  que  le  lieu  défini  par  l’équation  (3)  soit  du  genre 
ellipse;  ce  lieu  sera  une  ellipse  réelle  ou  une  ellipse  ima- 
ginaire; mais  pas  un  point.  Si  le  lieu  est  une  ellipse  réelle,  la 
courbe  a pour  centre  l’origine,  et  l'on  sait  que  le  polynôme 
Mic*4- aNarÿ-f-Py*  — A"F,  conserve  un  signe  invariable,  lors- 
qu'on remplace  xeiy  par  les  coordonnées  d’un  point  intérieur 
(ce  signe  est  celui  du  terme  — A"F,)  ; pour  tous  les  points  exté- 
rieurs, le  polynôme  a un  signe  contraire.  Si  la  quantité  — k"¥^ 
est  positive,  tous  les  points  de  la  surface  se  projettent  à l’inté- 
rieur de  l’elli  pse  ; la  surface  est  donc  une  Ilipsolde.  Si  la  quantité 

— A"F  est  négative,  les  points  de  la  surface  se  projettent  en  de- 
hors de  l’ellipse,  et  l’on  a un  hyperboloïde  à une  nappe.  Lorsque 
le  lieu  est  imaginaire,  la  fonction  M^’H-aNxiz-f-Py*— A'F, 
conserve  un  signe  invariable  pour  tous  les  points  du  plan  XOY 
(ce  signe  est  celui  du  terme  — A'T,)  et  ne  s’annule  pas;  si  la 
quantité  — A"Fj  est  positive,  la  surface  se  compose  de  deux 
nappes  indéfinies  séparées  par  le  plan  diamétral;  c’est  un  hy- 
perboloïde à deux  nappes;  si  la  quantité  — A" F,  est  négative, 
la  valeur  de  z étant  toujours  imaginaire,  l’équation  (i)  n’a  pas 
de  solutions  réelles. 

Supposons  actuellement  que  l’équation  (3)  définisse  un  lieu 
du  genre  hyperbole;  le  terme  — A"F,  étant  différent  de  zéro, 
le  lieu  est  toujours  une  hyperbole,  et  non  le  système  de  deux 
droites.  Si  la  quantité  — A''F,  est  positive,  tous  les  points  de  la 
surface  se  projettent  entre  les  deux  branches  de  l’hyperbole; 
la  surface  est  donc  un  hyperboloïde  à une  nappe.  Si  la  quantité 

— A"F,  est  négative,  la  surface  est  un  hyperboloïde  à deux 
nappes. 

On  peut  remarquer  que  le  signe  de  la  quantité  — A''F,  indi- 
que si  le  diamètre  OZ  est  réel  ou  imaginaire.  Ce  diamètre, 
joint  à deux  diamètres  conjugués  de  la  section,  forme  un  sys- 
tème de  trois  diamètres  conjugués  de  la  surface  qui  permet- 
tent de  reconnaître  immédiatement  l’espèce  de  celte  surface. 
Supposons  que  la  section  diamétrale  soit  une  ellipse  réelle, 
cette  ellipse  admet  deux  diamètres  conjugués  réels;  si  la  quan- 

BR.  32 
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tité  — A'' F,  est  positive,  le  troisième  diamètre  étant  aussi  réel, 
la  surface  est  un  ellipsoïde;  si  cette  quantité  est  négative,  I« 
troisième  diamètre  étant  imaginaire,  la  surface  est  un  hyper- 
boloïde  à une  nappe.  Lorsque  la  section  est  une  ellipse  imagi- 
naire>  elle  admet  deux  diamètres  conjugués  imaginaires;  si  le 
troisième  diamètre  est  réel,  le  lieu  est  un  byperboloïde  à deux 
nappes;  s’il  est  aussi  imaginaire,  le  lieu  est  un  ellipsoïde  ima- 
ginaire. Supposons  maintenant  que  la  section  soit  une  hyper- 
bole; de  deux  diamètres  conjugués  de  cette  hyperbole,  l’un 
est  réel,  l’autre  imaginaire;  si  le  troisième  diamètre  est  réel, 
la  surface  est  un  byperboloïde  à une  nappe;  s’il  est  imaginaire, 
la  surface  est  un  byperboloïde  à deux  nappes. 

Nous  ferons  encore  remarquer  que  la  section  diamétrale  est 
la  courbe  de  contact  d’un  cylindre  circonscrit  à la  surface  et 
ayant  ses  arêtes  parallèles  à l’axe  des  2. 

Lorsque  deux  des  coefflcients  A,  A',  A",  par  exemple  A et  A' 
sont  de  signes  contraires,  la  surface  est  un  byperboloïde;  car 
la  section  faite  par  le  plan  z = o est  une  hyperbole. 

Supposons  maintenant  que  l’un  des  coefflcients  des  carrés, 
A"  par  exemple,  soit  nul,  l’équation 

(4)  2 (B  y -+-  B'  æ)  Z -h  (A  Æ’  -H  A'  y*  -h  2 B"iTî/  -H  F,)  = O 

étant  du  premier  degré  par  rapport  à z,  à tout  système  de 
valeurs  réelles  de  a:  et  de  y correspond  une  valeur  réelle  de  z j 
ainsi  la  surface  s’étend  à l’inflni;  c’est  donc  l’un  des  deux 
byperboloïdes.  Le  cône  asymptote  est  représenté  par  l’équation 

a (By -4- B' a:)  z -t- (A  -I- A' y* -H  2 B"  xy)  = O ; 

on  voit  que  la  droite  OZ  est  une  arête  de  ce  cône.  Si  la  surface 
est  un  byperboloïde  à une  nappe,  deux  droites  parallèles  à OZ 
sont  situées  sur  la  surface;  or,  les  équations  d’une  droite 
parallèle  à OZ  sont  x = x,  y = p;  la  coordonnée  z du  point 
d’intersection  de  cette  droite  et  de  la  surface  est  donnée  par 
l’équation 

2 (B  P -I- B' a)  2 -t- A -I- V P* -t- 2 B"  4- F,  = O . 

Pour  que  la  droite  appartienne  à la  surface,  il  faut  que  l’on 
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puisse  choisir  a et  p de  manière  que  l’équation  précédente  soit 
vériflée  quelle  que  soit  z,  c’est-à-dire  de  manière  que  l’on  ait 
simultanément 


BP-i-B'a  = o,  Aa*-+- A'P*-(-2B"ap -4- Fi  = o; 


O B'ot 

p=-^,  «•=. 


B*  F, 

AB*-[-A'B'*— aBB'B' 


La  surface  est  un  hyperboloïde  à une  nappe,  si  la  yaleur  de  a* 
est  positive,  un  hyperboloïde  à deux  nappes,  si  cette  valeur  est 
négative. 

2*  La  surface  est  dépourvue  de  centre.  Cette  surface  ne  peut 
être  que  l’un  des  paraboloïdes  ou  le  cylindre  parabolique.  Si 
c’est  un  paraboloïde,  l’un  au  moins  des  trois  plans  coordonnés 
n’est  pas  parallèle  à l’axe,  et  donnera  une  section  elliptique  ou 
hyperbolique  suivant  que  le  paraboloïde  est  elliptique  ou 
hyperbolique.  Si  la  surface  est  un  cylindre  parabolique,  les 
sections  par  les  trois  plans  coordonnés  sont  des  sections  para- 
boliques. 

Lorsque  la  surface  est  un  paraboloïde,  les  plans  diamétraux 
représentés  par  les  équations  /^^rro,  /^  = o,  /^=o  se  coupent 
suivant  des  droites  parallèles  à l’axe  de  là  surface;  de  deux  de 
ces  équations,  on  déduira  les  cœfflcients  angulaires  d et  à de 
l’axe.  Les  plans  perpendiculaires  à l’axe  sont  déflnis  par  l’équa- 
tion aa:-i-by+z  = l;  le  lieu  des  centres  de  ces  sections  paral- 
lèles, ou  l’axe  de  la  surface,  est  donné  par  les  équations  (n®  486) 

a b I 

3“  La  surface  a pour  centres  tous  les  points  d’une  droite. 
La  surface  est  un  cylindre;  l’un,  au  moins,  des  trois  plans 
coordonnés  n’est  pas  parallèle  à son  axe;  la  section  du  cylindre 
par  ce  plan  détermine  son  espèce. 

4°  La  surface  a pour  centres  tous  les  points  d'un  plan.  Dans 
ce  cas,  le  lieu  est  l’ensemble  de  deux  plans  parallèles,  un  plan 
unique,  ou  l’équation  ne  représente  rien.  Pour  décider  la 
question,  on  fait  une  section  par  l'un  des  plans  coordonnés 
non  parallèle  au  plan  des  centres. 
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Exkiplb  l.  4ic*-h3ÿ’-h9»’+8a:*  + 4xÿ  + 4ÿ-f-8*  + 9 = 0. 

Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

ix  + y + iz=0,  2x  + 3y  + 2 = 0,  4®  + 9s  + 4 = 0. 

7 

Ces  équations  n'admettent  qu'une  solution  y — — 3,  s=— 2.  Si 

l’on  transporte  l’origine  au  centre,  le  terme  constant  prend  la  valeur  — 5, 
et  l’équation  se  réduit  ii 

4x*-|-3y*+  9a’ + 8xa  4-  4xy  — 5 = 0. 

En  résolvant  par  rapport  4 x,  on  a 

2x  = — y — 2a  ± V — 2y*— 5a’4-4y:4-5. 

L’équation 

— 2ÿ*— os*4- iy*  4- 5 = 0 

représente  une  ellipse  réelle  ; le  terme  constant  sous  le  signe  radical  étant 
positif,  U surface  se  projette  sur  le  plan  des  ya  4 l'intérieur  de  l'ellipse  ; 
c’est  donc  un  ellipsoïde. 

Si  l’on  remplaçait,  dans  l'équation  donnée,  le  terme  constant  9 par  44, 
la  nouvelle  équation  ainsi  obtenue  ne  représenterait  plus  qu'un  point.  Si 
l’on  remplaçait  le  terme  constant  par  un  nombre  plus  grand  que  4 4 , l’équa- 
tion n’admettrait  plus  de  solutions  réelles. 

Extnrue  II.  4x*— 46y*4-44y*4-4ax4-4xy-t-4x — 34y4-24s — 48=0. 
Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

2*  — v4-a4-4  = 0,  2x4- 45y  — 7a-h  47  = 0,  2x-+-7y4-42  = 0, 

3 3 

Elles  n’admettent  qu’une  solution  x = — -,  y = — -,  a=— 4.  Lors- 
qu’on transporte  l'origine  au  centre,  l'équation  de  la  surface  devient 
4x’-f-  13y’4-44yz4-4ax^  4.ry  — 6 = 0. 

V Celle-ci  résolue  par  rapport  à x donne 

2.r=y  — s±Vs‘—  4*V*—  44ya4-6 

L’équation 

, s’-44y’-44ya4-6  = 0 

représente  une  hyperbole  ; le  terme  constant  sous  le  signe  radical  étant 
positif,  la  surface  est  un  liyperboloïde  4 une  nappe. 

Lorsqu'on  remplace  dans  l'équation  proposée  le  terme  — 48  par  —42, 
on  obtient  une  nouvelle  équation  qui  représente  un  cône;  si  l'on  remplace 
le  terme  constant  par  un  nombre  plus  grand  que  — 1 2,  on  a un  hypo'bo- 
loTde  4 deux  nappes. 
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Exempuc  111.  ix’+li/’+lâjp* — iîyz  + lxy  + ix+iy ~\~Zts=  0. 
Les  équaüoDS  qui  déierroinent  le  centre  sont 

2a;  + v-Hl  = 0,  Sæ-I- 4j/  — 6*4-1  =0,  iy  — 8*  — 1 = 0. 

Si  l’on  retranche  la  première  de  la  seconde,  on  obtient  l'équation 
y — 2s  = 0,  ou  4y  — 8a  = 0, 

incompatible  avec  la  troisième.  L'équation  proposée  représente  donc  une 
surface  dépourvue  de  centre.  L’équation  de  ta  section  de  la  surface  par  le 
plan  des  xy  est 

4a5*4-4y*4-4xy-t-4x-i-2y  = 0; 

cette  section  étant  une  ellipse,  la  surface  est  un  paraboloïde  elliptique. 
L’axe,  ayant  pour  coefficients  angulaires  — 1 et  2,  est  représenté  par  les 
équations 

— (8 X 4"  4 y “|- 4)  = 2 X — 4 y — 6 * 4~  1 — 24x-“  12y 4- 3 » 

Exemple  IV.  4x*  — 2y*— 12;’-t-12ys4-4xy-(-4x4-2ÿ-1-3*  = 0. 
Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

2x4-y-(-1  = 0,  2x  — 2y-t-6s-4-1=0,  4y  — 8*-|-1  = 0. 

Si  l’oii  retranche  la  seconde  de  la  première,  on  obtient  l’équation  y — 2x=0, 
i ocoinpatible  avec  la  troisième  ; ainsi  la  surface  n’a  pas  de  centre.  Le  plan 
des  xy  coupant  la  surface  suivant  une  hyperbole 

4x’— 2y* -1- 4a-y  4- 4x-l- 2y  = 0, 

la  surface  est  un  parabolofde  hyperbolique,  dont  les  équations  de  Taxe  sont 
— (8x4- *y  4- 4)  =— 2y 6*  4- 2x4- 1 = — 24*  4- 12ÿ  H- 3. 

Exemple  V.  x’4- 2y’-1- 4**— 4y*  — 2xy4- 2x— 2y  — 4 = 0, 

Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

X — y-t-1  = 0,  2y  — 2*  — x — 1 = 0,  y — 2*  = 0. 

En  ajoutant  les  deux  premières  membre  à membre,  on  obtient  la  troisième; 
donc  la  surface  admet  pour  centres  tous  les  points  de  la  droite  x=2* — 1, 
y = 2*;  sa  trace  sur  le  plan  XOY  est  l’ellipse 

.T* -H  2y*  — 2 xy  4- 2x  — 2y  — 4 = 0. 

Ainsi,  la  surface  est  un  cylindre  elliptique. 

TROISIÈME  METHODE. 

5S4— Cette  méthode  est  basée  sur  certaines  transforma- 
tions que  l’on  peut  faire  subir  à une  fonction  du  second  degré 
à trois  variables,  et  elle  revient,  comme  nous  le  verrons,  à 
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une  Iranslormation  de  coordonnées.  Dans  ce  qui  suit,  les 
lettres  a,  b,  c,  k désigneront  des  quantités  constantes,  et  les 
lettres  a,  y des  fonctions  linéaires  d'une  ou  de  plusieurs  des 
variables  x,  y,  z. 

Considérons  en  premier  lieu  un  polynôme  du  second  degré 
à une  seule  variable  x, 

' (i)  A«*-t-Bx-t-C; 

le  coefficient  A étant  différent  de  zéro,  on  peut  écrire  le 
polynôme 


et,  par  conséquent,  le  ramener  à la  forme 

(2)  aa}-hk. 


Soit  maintenant  un  polynôme  du  second  degré  à deux  va- 
riables 

(3)  Aa:*-f-Ba:y-i-Cy’+DÆ-t-Ey4-F, 


dans  lequel  nous  supposerons  d’abord  que  l’un  des  coefficients 
de  05*  et  de  y*,  C par  exemple,  n’est  pas  nul.  Le  polynôme  (3), 
est  du  second  degré  par  rapport  à y,  en  l’ordonnant  par  rap- 
port à cette  variable,  on  a 

Cy*  “i—  (Bx  -t~  E)  y -t-  Ax*  -t—  Dx  -(—  F, 
ou 


La  seconde  partie  Ax*-i-Dx-(-F 


(BxH-E)* 

4C 


est  un  poly- 


nôme en  X du  second  ou  du  premier  degré,  ou  une  constante. 
Si  elle  est  du  second  degré,  on  la  mettra  sous  la  forme  6p*-t-A:; 
ainsi,  lorsque  le  coefficient  C n’est  pas  nul,  on  peut  réduire  le 
polynôme  (3)  à l’une  des  formes 


(4)  a a* + 6 P*  H- A, 

(5)  aa‘-|-p, 

(6)  aa*-t-A.  V 

lorsque  les  deux  coefficients  A et  C sont  nuis  à la  fois,  B est 
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nécessairement  ditférent  de  séro,  et  l’on  a 

H- Da;  4- E y 4- F = a;  (Bÿ -H  D)  4- Eÿ -h  F 

= (x  + |)(Bj+D)  + (r-ffi): 

le  polynôme  prend  la  forme 

(7)  afJ-f-  A. 

11  esl  bon  de  remarquer  que  la  forme  (7)  se  ramène  à la 
forme  (4);  car  on  a identiquement 

Les  polynômes  — contiennent  toutefois  les  deux 

variables  x et  y,  tandis  que  dans  le  polynôme  (4)  la  fonction  p 
ne  renferme  que  la  variable  x. 

Considérons  enfin  un  polynôme  à trois  variables 

(8)  A a:*  4-  A'  y*  4-  Z*  4-  2 B ys  4-  2 B'  za;  -f-  2 B"  icy 

4-2Ca;4-  2C'y  4-2C"z4-F, 

et  supposons  que  l’un  des  carrés,  z*  par  exemple,  ait  son  coef- 
ficient différent  de  zéro.  En  ordonnant  par  rapport  à z,  on  a 

A''z’4-2  (By4-B'  x4-C")  z4-Aa‘’4-A'y’4-2  B"aa/4-2  Ca;4-2  C'y4-F, 
ou 

4-  Bÿ  + Ax»4  AV4 2B"xy42to4 2C'ÿ4F- 

La  seconde  partie  est  un  polynôme  du  second  ou  du  premier 
degré  par  rapport  aux  variables  a;  et  y ou  une  constante;  si 
elle  est  du  second  degré,  on  la  mettra  sous  l’une  des  formes 
(4)}  (5)>  (6);  ainsi  le  polynôme  (8)  prendra  l’une  des  formes 

(9)  4- 0^*4- cy*4- A, 

(10)  aa*4-ô(i®4-Y, 

(u)  aa*4-6^*4-A, 

(12)  aa*4-[i, 

(13)  aa'4-A. 

Lorsque  les  trois  coefficients  A,  A',  A“  sont  nuis  à la  fois, 
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l’un  au  moins  des  coefficients  B,  B',  B^^  par  exemple  B,  est 
ditrérent  de  zéro;  alors  on  a 

?.By:  + zB^sx-t-  aB"xÿ  h-  zCa;  -+-  zC'y  4-  -+-F 

:=  :(2By  4-  2B'.r  4-  zC'O  4-  zB^acy  4-2Ca;4-  zC'y  4-F 

= 4-^x4- (2Bÿ4-2B'  x4-2C")-l-2Ca5-HF 

2 B' B'  , ■iVi'iCJi  zB'C'  zC'C-'' 

B |{  ^ B B ’ 


La  seconde  parlio  étant  nn  polynôme  en  x du  second  degré 
au  plus,  le  p)olynÔ!iie  pjropwsé  i>eut  être  ramené  à l’une  des 
formes 

(i.j)  a'i4-CY’4-ft, 

(i5)  <i4-v> 

(i())  a|i4-A’. 


Si  l’on  remidaee  le  produit  a|i  par 


formes  (i4),  (la),  (i(i)  se  ramènent  aux  formes  (9),  (10),  (11). 
• 505 — Cela  posé,  lorsque  l'on  donne  une  équation  numé- 
rique du  second  degré,  on  commence  par  ramener  le  premier 
membre  de  cette  équation  à l’une  des  formes  précédentes,  et  il 
est  facile  d’en  déduire  l’espèce  de  la  surface.  Considérons,  par 
exemple,  le  cas  où  l’équation  peut  être  mise  sous  ta  forme 


(17)  aa’4-ô[i’4-CY*4-A'  = o. 

Imaginons  que  l’on  effectue  une  transformation  de  coordonnées 

en  prenant  pour  plans  des  ÿz',  des 
s'x',  et  des  xfy'  les  plans  définis 
par  les  équations  a=o,  fi=o,  y=o- 
D’un  point  quelconque  M de  l’espace 
(fig.  297)  abaissons  une  perpendicu- 
laire MN  sur  le  plan  X'  (F  Y'  et  menons 
MI  parallèle  à OZ'  ; désignons  par  x, 
y,  Z les  anciennes  coordonnées  du 
point  M,  par  x',  y',  z'  les  coordonnées 
nouvelles,  par  8 l’angle  des  deux  droites  MN,  MI,  angle  qui 
est  le  même  pour  tous  les  points  de  l’espace,  et  soit  enfin 
Y = wwc-t-ny-t-pz-|-q.  La  perpendiculaire  MN  a pour  ex- 


, ■ 1: 


•/.;  / 


•''v 

Fig.  2»7. 
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pression  dans  le  premier  système  de  coordonnées  (n*  42B) 

^mx-hny-i-pz-hq  _ ±y 

et  dans  le  second 

MN  =±  z'cosô. 

Dans  chacune  des  formules,  le  signe  du  second  membre  change 
lorsque  le  point  M passe  d’un  côté  du  plan  X'OY'  à l’autre; 
si  donc  on  appelle  h le  produit  cos 6 «*-+-?’,  atfecté 

d’un  signe  convenable,  on  aura  pour  tous  les  points  de  l’es- 
pace la  relation  -’  = hz'.  On  démontrerait  de  même  les  rela- 
tions |i  = gy',  a = fx'.  Il  en  résulte  que  l’équation  de  la  sur- 
face, par  rapport  aux  nouveaux  axes,  est 

( 1 8)  apx'*  bg-  ?/•  -+-  ch*  z'^  + k = o. 

La  surface  est  une  surface  à centre  unique,  et  les  nouveaux 
plans  des  coordonnées  sont  trois  plans  diamétraux  conjugués. 
L’espèce  de  la  surface  est  indiqué  immédiatement  par  les 
signes  des  coefficients  a,  b,  c,  /:. 

500 — Rëmarqce  I.  La  transformation  des  coordonnées  sup- 
pose que  les  plans  définis  par  les  équations  a = o,  p = o,  y=o 
se  coupent  en  un  point  unique.  Cette  condition  peut  n’être  pas 
remplie,  lorsque  les  fonctions  linéaires  a,  p,  y sont  prises 
arbitrairement  ; mais  elle  l’est  toujours  lorsque  ces  polynômes 
proviennent  de  la  transformation  d’une  fonction  du  second 
degré  d’après  la  méthode  indiquée. 

Remarque  IL  Lorsque  les  trois  coeflicients  a,  b,  c n'ont  pas 
le  même  signe,  la  surface  est  un  hyperboloïde;  si,  dans  l’équa- 
tion (18),  on  supprime  le  terme  constant  k,  on  obtient  l’équation 
du  cône  asymptote  par  rapport  aux  nouveaux  axes;  ou  en 
conclut  qu’en  supprimant  la  même  constante  k dans  f équation 
(17),  on  obtiendra  l’équation  du  cône  asymptote  par  rapport 
aux  axes  primitifs. 

Remarque  III.  Lorsque  a et  6 sont  positifs,  c et  Ar  négatifs,  la 
surface  est  un  hyperboloïde  à une  nappe.  Si  l’on  pose  c = — c^, 
k= — Aj,  cette  équation  devient 

atx} — c^Ÿ  = k^  — b[i*. 

les  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  sont  donnés  par 
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les  équations 

î aVâ  + Yv/ci=>.{VA-.-+-îiVft),  l ol^jâ-+-‘^^ic^=\^.{\|k^—p\|b), 

j aVâ  — yVc;=i(\/^-fiV6),  aVa  — YVci=^(V*i-+-PV^' 

dans  lesquelles  >.  et  sont  des  paramètres  arbitraires. 

567 — Lorsque  le  premier  membre  de  l’équation  se  réduit 
à la  forme  (lo),  on  reconnaît  par  la  même  transformation  que 
la  surface  est  un  paraboloïde,  elliptique  ou  hyperbolique,  sui- 
vant que  les  coefficients  o et  6 ont  le  même  signe  ou  des  signes 
contraires.  Dans  ce  dernier  cas,  si  l’on  suppose  a positif,  b 
négatif  et  égal  à — b^,  on  voit  que  les  deux  systèmes  de  géné- 
ratrices rectilignes  sont  définis  par  les  équations 

a Va  -H  [i  v^,  = >.,  a Vô  — ^yJb^  = ^L, 

\ * 

les  droites  du  premier  système  sont  parallèles  au  plan 
a Vâ-Hp  V^=o, 

celles  du  second  système  au  plan 

aVô  — flV^=o; 

l’ensemble  des  deux  plans  directeurs  est  représenté  par  l’é- 
quation aa*  — 6,  P*  = O,  ce  qui  est  conforme  à la  remarque  du 
n°56o. 

Lorsque  le  premier  membre  se  réduit  à la  forme  (ii),  en 
prenant  pour  nouveaux  plans  des  coordonnées  les  deux  plans 
« = o,  fJ=o,  et  un  troisième  plan  non  parallèle  à la  droite 
d’intersection  des  deux  premiers,  on  voit  que  la  surface  est  un 
cylindre  elliptique  ou  hyperbolique.  La  forme  (12)  correspond 
au  cylindre  parabolique,  et  la  forme  (i3)  au  système  de  deux 
plans  parallèles. 

Les  formes  (i4),  (i5),  (16)  se  ramènent  aux  précédentes; 
mais  cette  réduction  n’est  pas  nécessaire.  On  voit  directement 
que  la  forme  (i4)  donne  un  hyperboloïde  à une  nappe,  si  cet  ^ 
ont  des  signes  contraires,  un  hyperboloïde  à deux  nappes 
s’ils  ont  le  même  signe.  Dans  le  premier  cas,  soit  c positif, 
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k négatif  et  égal  à — k^\  les  équations  des  deux  systèmes  de 
génératrices  rectilignes  de  la  surface  sont 

f\lc-hyjk,  = \ci,  l yVe  — VÂi  = (*a, 
yVe  — j yVc-l-V*i  = -^- 

Al  (A 

La  forme  (i5)  correspond  au  paraboloïde  hyperbolique;  les 
deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  sont  représentés 
par  les  équations 

ei  = X < {i=P', 

Enfin  la  forme  (i6)  donne  un  cylindre  hyperbolique. 

S68— Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  les  axes  rec- 
tangulaires. On  peut  employer  la  même  méthode  de  transfor- 
mation quand  les  coordonnées  sont  obliques,  et  l’on  reconnaît 
aisément  que  Ton  a 

,pz'  cos  O' 

0 et  O'  étant  les  angles  que  la  normale  au  plan  y = o fait  avec 
les  axes  OZ  et  OZ'  ; il  en  résulte,  comme  dans  le  cas  des  coor- 
données rectangles,  y = hz',  A étant  une  constante. 

Exemple  I.  4x*-|- 3y*-|- 9s* -|-8a5S 4xy -t- 4y 8z-(- 9 = 0.  Le 
premier  membre  de  l'équalion,  ordonné  par  rapport  à x,  est 

4x*-f-  4x  (y  -f-  2 5)  -f-  3y*-i-  93*  -f-  4 y -f-  83  -f-  9, 
ou 

(2  X -P- y -i- 8 «)*  — (y -t- a 3)’ -1- 3 y* -H  9 -i- 4 y 4- 8 9, 

et,  en  faisant  les  réductions  dans  la  seconde  partie, 

(2x  -+-  y -|-  2 3)*  4-  2 y*  -I-  63*  — 4 ys  4-  4 y -p-  8 z 4-  9. 

La  seconde  partie,  ordonnée  par  rapport  à y,  devient 
2y* — 4ÿ(3— <)4-B3*4-8s4-9  = 2(y  — 3 4-i)*— 2(3— 1 )*4-53*-+-834-9. 
Enfin  la  dernière  partie  de  ce  nouveau  polynéme  est 
3a* 4- «23  4- 7 = 3 (3  4- 2)*- 5. 

U résulte  de  ce  qui  précède  que  l’équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(2x  4-  y "P~  2a)* -p-  2 (y  — 3 4-  «}*4-  3 (3  4-  2)*  — 5 = 0. 

Cette  équation  représente  un  ellipsoïde,  et  les  trois  plans  définis  par  les 
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équalious  I 

2a:  + !/-+-2^=  0,  i/  — a + I=0,  » + 2 = 0, 

sont  irois  plans  diamétraux  conjugués  de  la  surface.  Ces  plans  se  coupent  1 

7 

au  point  ® = y = — 3,  * = — 2,  qui  est  le  centre  de  la  surface. 

!S 

Exkuple  II.  4x*— 16y*-+-Uys-4-4s®— ijcy  + i®— 3ij/  + 24s— <8=0. 

On  a successivement 

4®’—  15y*  + 14y»-(-4a®  — 4®y  + 4®— 34y  + 24*  — 48 
= 4®*-l-  4®(a  — ÿ-1- 1)  — 45y‘+  44ys  — 34y-f-  24s  — 18 
= (2x  — y + s + 1)*— 16y'+16y5  — 3*  — 32y  + 22s  — 19; 

pub 

-16ÿ’-l-16y(s-2)-s‘4-22  3-19=-4(2y  — s-f-2*+33’-l-63  — 3; 
et  enfin 

33’-h63-3  = 3(s-M)*-6. 

L'équation  proposée  prend  la  forme 

(2x-y  + s + 1)*-4(2y-3  + 2)*+3(s  + 1)*-6  = 0; 

elle  représente  un  liyperboloïde  à une  nappe.  Les  équations  des  deux  sys- 
tèmes de  génératrices  rectilignes  de  la  surface  sont 

) îx+3,i-  5+5  = x[V6+(3-+-I)V3],  ^ 2x+3y-x  -1-5=  p[Vfi-(s-H)V3]. 

j 2.r-5y-t-33-3  = i[v'6-(3-H)v/3j;  | 2x-5y-|-33-3  = l-[Vê-H®-H)V3] 

L'équaiiun  du  cône  asymptote  c^t 

(2x-y-l-3-Hl)*-i(2y-3-(-2)*4-3(3-t-1)*  = 0. 

Exemple  III.  4x’-(-4y*-(-123’  — 12y3-l-4xy-4-4x-l-2ÿ-t-3a  = 0. 

On  a 

4x’-i-4x(y-+-1)-|-  4y*-|-  12  s* — 12ys4-  2y-4-  3 s 
= (2x-|-y-)-1)*-(-3y*-t-  12a* — 12ys-+-  3s  — 1, 

3y*-h123*— 12ÿ^-^-3s— 1 =3(y  — 2s)*-|-3s  — 1, 

et  l'équation  de  la  surface  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(2x-(-y-|-1)*-t-3(y  — 2 s)’  -1-33  — 1 = 0; 

elle  représente  un  paraboloïde  elliptique. 

Exemple  IV.  4x*—  2y’—  1 2 s*-|-  1 2 ys  -|-  4xy  -4-  4x  -+-  2y  -h  3s  = 0.  L’é- 
quatinn  se  met  sous  la  forme 

(2x-|- y -1- 1)’— 3 (y  - 23)‘-t- (33  - 1)  = 0; 

elle  représente  une  paraboloïde  hyperbolique. 

Les  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  de  la  surface  sont  donnés 
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par  les  équations 

'+y-f-<4-(y  — 2«)V5  = X,  / ix+y  + {+{y—is)\/3—y.{{—Zz), 

•+y-+-<-(ÿ-22)V3  = J(1-3»)i  j 2æ-f-y  + l-(v-2*)V3  = i. 

Exemple  V.  a:*+4y’+a*— iys— 2*aH-iÆi/+6*+ 4y— 5*  + 3=0.  Or- 
donné par  rapport  à x,  le  premier  membre  s'écrit 

a:’-|-2x(2ÿ  — z + 3)  + ky*-\-  z*  — 4yx-|-4y  — 6* -1-3 
= (x-i-2y— s-i-  3)*—  8y  -H  » — 6, 
et  l’équation  proposée  prend  la  forme 

(x-|-2y  — Z -t-3)*-i-(s  — 8y  — 6)  = 0; 

elle  représente  un  cylindre  parabolique;  les  arêtes  du  cylindre  sont  paral- 
lèles è la  droite  déterminée  par  les  deux  équations 

X “4-  2 y* — Z -f-  3 = 0,  z — 8y  — — 6 = 0. 

Exemple  VI.  Indiquer  les  diverses  surfaces  représentées  par  l'équation 
{2  m’ -4-  1)  (y*-)-  s*)  — 2 (y« -4-  sx -4-  asy)  = 2m’— 3m-4-l, 
dans  laquelle  m est  un  paramètre  variable.  Le  second  membre  est  un  po- 
lynôme du  troisième  degré  dont  les  racines  sont  1 et  — ; si  l'on  pose 

I ^ -f-  V3  n ^3  — i , . , . , . 

m = m = ) on  écrira  ce  polvnome  sous  la  forme 

2 -i  • 

2(m  — m')(m  — m")(m — I). 

Lorsque  le  paramètre  m est  différent  de  zéro,  si  l’on  transforme  le  premier 
membre  en  une  somme  de  carrés,  l'équation  devient 

(.X  _ ,,  _ 2m’  (y  - ±y+  2 (m’-  a’ 

= 2 (m  — m')  (m  — m")  (m  — 1). 

Lorsque  le  paramètre  m est  égal  à zéro,  l'équation  se  réduit  è 
(x  — y — a)*  — 4ya  = I. 

La  racine  m"  est  plus  petite  que  l'unité,  la  valeur  ab.^^olua  de  m’  est  au  con- 
traire plus  grande  que  l'unité. 

<0  Quand  le  paramètre  m a une  valeur  comprise  entre  — oo  et  m',  les 
coefficients  des  carrés  étant  positifs  et  le  second  membre  négatif,  on  a un 
ellipsoïde  imaginaire.  Lorsque  m acquiert  la  valeur  m',  le  lieu  est  un  point. 

2»  Quand  m est  compris  entre  m'  et  — I , les  coefficients  des  carrés  étant 
positifs,  ainsi  que  le  second  membre,  la  surface  est  un  ellipsoïde.  Pour 
m = — 4,  l'ellipsoïde  se  change  en  un  cylindre  elliptique. 
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30  Quand  m est  compris  entre  — 4 et  m”,  le  lieu  est  un  bvperboloïde  à 
une  nappe.  Cet  intervalle  comprend  la  valeur  m ==  0,  à laquelle  ne  convient 
pas  la  première  forme;  mais  la  seconde  forme  montre  que  dans  ce  cas  la 
surface  est  toujours  un  hjperbololde  à une  nappe.  Pour  m = m",  l'hyperbo- 
loïde  se  change  en  un  cène. 

4«  Lorsque  m est  compris  entre  m"  et  4-  4 , le  second  membre  devenant 
négatif,  on  a un  hyperboloïde  à deux  nappes.  Pour  m = 4 , on  a une  droite. 

5*  Enfin  quand  m est  compris  entre  4 et  4-  «o , on  a de  nouveau  an 
ellipsoïde. 

Pour  que  la  surface  soit  de  révolution,  comme  les  trois  coefficients  B, 
B',  B"  sont  différents  de  zéro,  il  faut  que  l'on  ait  les  relations 

. B'B"  BB' 

^ B B'  B"’ 

qui  se  réduisent  ici  à m = 0.  Dans  ce  cas,  l’équation  peut  être  mise  sous  la 
forme 

2(a^4-y’4-s’)  — (®4-y4-*)*  = 4; 
et  l'on  voit  par  cette  forme  même  que  la  surface  est  de  révolution. 


CHAPITRE  VII. 

Théoa^meit  généraux  sur  le*  «nrfacés  du  second  degré. 


4HO— L'équation  générale  du  second  degré 

( I ) A X*  4-  A'  y’  4-  A"  Z*  4-  3.B  yz  4-  2 B'  zx  4-  2 B^'  xy 
4-  2Cx  4-  2C'y  4-  2C"z  4-  F = O, 
entre  les  trois  variables  x,  y,  z,  renferme  dix  termes,  et  la 
surface  définie  par  cette  équation  dépend  de  neuf  paramètres 
arbitraires,  les  rapports  de  neuf  coefficients  au  dixième.  II 
faut  donc  neuf  conditions  gcdmétriques  pour  définir  une  sur- 
face du  second  degré,  en  supposant  que  chaque  condition 
géométrique  s’exprime  par  une  relation  unique  entre  les 
coefficients.  Ainsi,  par  exemple,  une  surface  du  second  degré 
est  déterminée  par  neuf  points. 

— Pour  exprimer  qu’un  plan  Ax4-By4-Cz4-D  = o 
est  tangent  à une  surface  F (x,  y,  z)  = o,  on  observe  que  les 
coordonnées  (x,  y,  z)  du  point  de  contact  doivent  vérifier  à la 
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fois  l’équation  de  la  surface  et  celle  du  plan;  en  outre,  ce  plan 
deTant  coïncider  avec  le  plan  tangent  qui  a pour  équation 

(X — x)  (Y-  ÿ)  F; + (Z — Z)  f;= O, 

on  devra  avoir  les  relations 

Fi_F/_F; 

A “B  “ C’ 

L’élimination  de  x,  y,  z entre  ces  quatre  équations  donne 
une  relation  entre  les  coefficients  variables  renfermés  dans 
l'équation  de  la  surface.  Puisque  le  contact  d’un  plan  et  d’une 
surface  quelconque  s’exprime  par  une  seule  équation,  il  faut 
également  neuf  plans  tangents  pour  déterminer  une  surface 
du  second  degré. 

On  peut  faire  le  calcul  d’une  autre  manière,  quand  la  surface 
est  du  second  degré;  car  la  ligne  d’intersection  d’une  surface  du 
second  degré  et  d’un  plan  tangent  se  compose  de  deux  droites, 
ou  se  réduit  à un  point,  c’est-à-dire  à deux  droites  imaginaires 
conjuguées.  Pour  exprimer  qu’un  plan  est  tangent  à la  surface, 
il  suffira  donc  d’écrire  la  condition  pour  que  la  ligne  d’inter- 
section se  réduise  à deux  droites. 

On  voit  facilement  qu’un  plan  tangent  avec  le  point  de 
contact  équivaut  à trois  conditions. 

Pour  exprimer  qu’une  surface  du  second  degré  est  un  cône,' 
on  écrira  que  les  coordonnées  du  centre  vérifient  l’équation 
de  la  surface,  ou  que  le  nouveau  terme  constant,  quand  on 
transporte  l’origine  au  centre,  est  nul,  ce  qui  donne  une  rela- 
tion entre  les  coefficients.  On  exprimera  que  la  surface  est  un 
paraboloïde  en  égalant  à zéro  le  dénominateur  commun  ou  le 
déterminant  des  coordonnées  du  centre.  Ainsi  huit  points  suf- 
fisent pour  déterminer  un  cône  du  second  degré  ou  un  para- 
boloïde. On  exprimera  que  la  surface  est  un  cylindre  en  égalant 
à zéro  le  dénominateur  des  coordonnées  du  centre  et  l’un  des 
numérateurs,  ce  qui  fait  deux  conditions:  ainsi  sept  points 
suffisent  pour  déterminer  un  cylindre  du  second  degré. 

On  arrive  aux  mêmes  résultats  par  la  décomposition  en 
carrés.  Pour  que  la  surface  soit  un  cône,  il  faut  qu'après  avoir 
formé  les  trois  carrés  variables,  on  obtienne  une  partie  cons- 
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tante  nulle.  Pour  que  la  surface  soit  un  paraboloïde,  il  faut  qu'a- 
près  avoir  formé  les  deux  premiers  carrés,  la  partie  restante 
soit  une  fonction  du  premier  degré  à une  seule  variable;  on 
égalera  donc  à zéro  le  coefficient  du  terme  du  second  degré. 
Pour  que  la  surface  soit  un  cylindre,  il  faut  que  celle  partie 
restante  soit  une  constante,  on  égalera  donc  à zéro  les  coeffi- 
cients des  termes  du  premier  et  du  second  degré.  Pour  que  la 
surface  soit  un  cylindre  parabolique,  il  faut  qu'après  avoir 
formé  le  premier  carré,  la  partie  restante  soit  une  fonction  du 
premier  degré  à deux  variables  ; on  égalera  donc  à zéro  les 
coefficients  des  trois  termes  du  second  degré. 

— Pour  qu’une  droite  soit  située  entièrement  sur  la 
surface,  il  faut  que  l’équation  que  l’on  obtient  par  l’élimination 
de  a;  et  ÿ entre  les  équations  de  la  droite  et  celle  de  la  surface 
soit  vérifiée  quelle  que  soit  z.  Si  l’équation  de  la  surface  est 
algébrique  et  du  degré  m,  lu  condition  précédente  donne  m-f-i 
relations  entre  les  paramètres  variables  de  la  surface.  On  arrive 
à la  même  conclusion,  d’une  autre  manièi-e,  en  observant  que, 
pour  que  la  droite  appartienne  à la  surface,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  coordonnées  de  mH- 1 de  ses  points  vérifient  l’équation 
de  cette  surface.  En  particulier,  si  la  surface  est  du  second 
degré,  une  droite  équivaut  à trois  points,  et  trois  droites  déter- 
minent la  surface.  Si,  parmi  les  points  donnés,  quatre  ou  un 
plus  grand  nombre  sont  sur  une  même  droite,  ces  points  ne 
devront  être  comptés  que  pour  trois. 

Trois  droites  quelconques  définissent  un  hyperboloïde  à une 
nappe.  Deux  droites  quelconques  et  deux  points  définissent  un 
paraboloïde  hyperbolique.  Cinq  droites  passant  par  un  même 
point  définissent  un  cône  du  second  degré;  car  les  points  où 
ces  cinq  droites  percent  un  plan  déterminent  une  courbe  du 
second  degré  qui,  avec  le  sommet,  définit  le  cône. 

THÉORÈME  I. 

s 7 2 — Par  neuf  points  donnés  on  peut  toujours  faire  passer 
au  moins  une  surface  du  second  degré. 

Nous  avons  dit  que  neuf  points  déterminent  une  surface  du 
second  degré;  il  reste,  toutefois,  à examiner  si  le  système  des 
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neuf  équations  du  premier  degré  entre  les  coefficients  admet 
toujours  une  solution.  Si  Ton  appelle  ad , ÿ,  z'  les  coordonnées 
du  premier  point,  ad',  y",  z"  celles  du  second,  etc.,  on  aura, 
pour  déterminer  les  rapports  de  neuf  des  coefficients  au 
dixième,  des  équations  de  la  forme 

I Kx”* h' y"* =o, 


Pour  former  le  déterminant,  on  prend  un  terme  dans  chaque 
ligne  horizontale  et  un  terme  dans  chaque  colonne  verticale, 
de  toutes  les  manières  possibles  ; deux  termes  du  déterminant 
ne  peuvent  être  composés  exactement  de  la  même  façon,  et, 
par  conséquent,  le  déterminant  n’est  jms  identiquement  nul; 
il  y a donc  en  général  une  solution  et  une  seule. 

Supposons  maintenant  que,  pour  une  position  particulière  des 
points  donnés,  le  déterminant  soit  nul;  ce  déterminant  est  une 
fonction  du  second  degré  des  coordonnées  de  chacun  des  points; 
si  l’on  y remplace  x',  y',  z'  par  les  variables  x,  y,  z,  on  obtient 
une  fonction  du  second  degré  f(x,  y,  z}.  Considérons  la  sur- 
face du  second  degré  représentée  par  l’équation  f{x,  y,  z)=  o; 
cette  surface  passe  par  le  premier  point;  car,  si  l’on  remplace 
X,  y,  z par  ad,  y',  z'  on  retrouve  le  déterminant  qui  est  nul. 
Elle  passe  aussi  par  le  second  point;  car  remplacer  x,  y,  z par 
y",  z"  dans  l’équation,  revient  à remplacer  dans  le  déter- 
minant ad,  y',  z'  par  od' , y",  d',  et  on  saitqu’alors  le  détermi- 
nant devient  identiquement  nul.  La  surface  passe  de  même 
par  chacun  des  autres  points,  et  l’on  a ainsi  une  surface  du 
second  degré  passant  par  les  neuf  points  donnés. 

Nous  avons  ordonné  le  déterminant  par  rapport  à ad , y',  z'-, 
le  raisonnement  serait  en  défaut,  si  tous  les  coefficients  étaient 
nuis;  mais  alors  on  ordonnerait  par  rapport  à x",  y”,  z",  ou 
par  rapport  à ad",  y'",  z'",  etc.;  le  raisonnement  ne  serait  en 
défaut  que  si  tous  les  coefficients  de  ces  divers  polynômes 
étaient  nuis  à la  fois.  Supposons  que  ceci  ait  lieu,  et  considérons 
le  coefficient  de  l’un  des  termes  dans  le  premier  polynôme; 

BR.  33 
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ce  coefficient  contient  les  coordonnées  x",  y", s",  x'"’,  y'",*"', etc.; 
si  Ton  y remplace  x",  y",  z"  par  les  variables  x,  y,  z,  on  ob- 
tient une  fonction  du  second  degré  (x,  y,  5).  Le  coefficient 
analogue  dans  le  second  polynôme  contient  les  coordonnées 
x',  y',  z',  xf",  y"',  z'", ...  ; si  l'on  y remplace  x/,  y',  z' , par  x, 
y,  z on  reproduit  la  même  fonction  (x,  y,  z).  Il  est  évident 
que  la  surface  définie  par  Téqualion  /■,  (x,  y,  z)  = o passe  par 
les  deux  premiers  points;  on  verra,  comme  précédemment, 
qu’elle  passe  aussi  par  chacun  des  suivants.  La  même  difficulté 
se  reproduirait  si,  tous  les  coefficients  des  [lolynômes  précé- 
dents étant  ordonnées  par  rapport  aux  coordonnées  de  l’un 
quelconque  des  points  qu’ils  renferment,  tous  les  coefficients 
partiels  étaient  nuis  à la  fois;  mais  en  continuaat  le  raison- 
nement de  la  môme  manière,  comme  le  nombre  des  points 
dont  les  coordonnées  entrent  dans  chaque  coefficient  va  en 
diminuant,  on  arriverait  à des  coefficients  ne  renfermant  plus 
(jue  les  coordonnées  d’une  seule  lettre;  les  coefficients  de  tous 
ces  derniers  polynômes  étant  numériques  ne  peuvent  être 
nuis  a la  fois;  car  alors  le  déterminant  serait  identiquement 
nul.  On  conclut  de  là  que  par  neuf  points  pris  arbitrairement 
on  peut  toujours  faire  passer  au  moins  une  surface  du  second 
degré. 

THÉORÈME  II.  ■ 

573 — Par  la  ligne  d’inlerseclion  de  deux  surfaces  du  second 
degré,  et  un  point,  on  peut  faire  passer  une  surface  du  second 
degré  et  une  seule. 

Soient  S = o,  S,  = o les  équations  de  deux  surfaces  du 
second  degré;  l’équation  S — AS,  = o,  dans  laquelle  A est  un 
paramètre  arbitraire,  représente  une  surface  du  second  degré 
passant  par  les  points  communs  aux  deux  premières;  or,  on 
peut  déterminer  le  paramètre  A de  manière  que  cette  surface 
passe  par  un  point  M pris  à volonté  dans  l’espace.  Ainsi,  par  la 
ligne  d’intersection  de?  deux  surfaces  données  et  le  point  .M, 
on  peut  toujours  faire  passer  une  surface  du  second  degré. 

D’ailleurs,  il  est  facile  de  démontrer  qu'on  n’en  peut  faire 
passer  qu’une.  En  effet,  un  plan  quelconque  passant  par  le 
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point  M coupe  les  deux  surfaces  S et  S,  suivant  deux  coniques; 
ces  deux  coniques,  situées  dans  un  même  plan,  ont  quatre 
points  communs;  ces  quatre  points  et  le  point  M déterminent 
une  conique  qui  doit  appartenir  à la  surface  cherchée;  puisque 
chacun  des  plans  menés  par  le  point  M coupe  les  surfaces 
cherchées  suivant  une  même  conique,  il  ne  peut  y avoir  deux 
surfaces  différentes  remplissant  les  conditions  énoncées. 

Il  résulte  de  là  que  l’on  peut  regarder  l’équation 

(i)  S — iS,  = o 

comme  l’équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  qui  pas- 
sent par  la  ligne  d’intersection  des  deux  surfaces  S=o,  S,=o. 

574 —  Corollaire  I.  Considérons  les  deux  coniques  suivant 
lesquelles  une  surface  du  second  degré  S = o est  coupée  par 
deux  plans  a = o et  P = o;  l’équation  = o définissant  une 
surface  du  second  degré,  l’équation 

. (2)  S — Aa]3  = o 

représente  toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  passent  par 
ces  deux  coniques. 

De  même  l’équation 

(3)  ap  — k'{^  = o 

représente  toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  passent  par 
les  quatre  droites  d’intersection  des  deux  systèmes  de  plans 
ap  = O et  = O.  Ces  quatre  droites  forment  un  quadrilatère 

gauche. 

57 5 —  Corollaire  II.  Lorsque  deux  coniques  situées  dans  des 
plans  différents  ont  deux  points  communs,  on  peut  par  ces  deux 
coniques  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré. 

Si  l’on  prend  sur  chacune  des  deux  coniques  trois  autres 
points,  on  a en  tout  huit  points  par  lesquels  ont  peut  faire 
passer  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré.  Considérons 
l’une  de  ces  surfaces;  les  plans  des  deux  coniques  coupent 
celte  surface  suivant  deux  coniques  ayant  chacune  cinq  points 
communs  avec  l’une  des  coniques  données,  et,  par  conséquent, 
coïncidant  avec  celles-ci.  Il  résulte  d’ailleurs,  de  ce  qui  pré- 
cède, qu’un  point  extérieur  suffit  pour  déterminer  la  surface. 
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TBÉORÈHB  III. 

Ü7 9 — Lorsque  deux  surfaces  du  second  [degré  ont  cinq 
points  communs  situés  dans  un  même  plan,  la  ligne  d'inter- 
section des  deux  surfaces  se  compose  de  deux  courbes  planes. 

Supposons  que  les  deux  surfaces  S et  S,  aient  cinq  points 
communs  situés  dans  un  même  plan  P;  ces  cinq  points  déter- 
minent une  conique  C,  qui  appartient  aux  deux  surfaces. 
Prenons  trois  autres  points  communs  non  situés  dans  le  plan  P. 
le  plan  F qui  passe  par  ces  trois  points  coupe  la  conique  C en 
deux  points  qui,  avec  les  trois  précédents,  déterminent  une 
conique  C'  appartenant  aussi  aux  deux  surfaces.  Les  deux  sur- 
faces ne  peuvent  avoir  un  point  commun  non  situé  sur  les 
coniques  C et  C',  sans  quoi  elles  coïncideraient,  en  vertu  du 
corollaire  précédent.  La  ligne  d’intersection  se  compose  donc 
des  deux  coniques  C et  C'. 

THÉORÈME  IV. 

&77 — Quand  deux  surfaces  du  second  degré  se  louchent  en 
deux  points,  elles  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes. 

Considérons  deux  surfaces  du  second  degré  qui  se  touchent 
en  deux  points  a et  b.  Soit  c un  troisième  point  commun  aux 
deux  surfaces;  par  les  trois  points  a,  b,  c faisons  passer  un  plan 
P;  ce  plan  coupera  chacune  des  surfaces  suivant  une  conique; 
ces  deux  coniques  ont  trois  points  communs  a,  b,  c,  et  les 
mêmes  tangentes  en  deux  points  aeib;  donc  elles  se  confon- 
dent (n°  278).  Puisque  le  plan  P coupe  les  deux  surfaces  suivant 
la  même  courbe,  il  résulte  du  théorème  précédent  que  la  ligne 
d’intersection  des  deux  surfaces  est  formée  de  deux  coniques. 

La  démonstration  précédente  suppose  que  les  plans  tangents 
en  a et  en  & ne  se  coupent  pas  suivant  la  droite  ab,  c’est-à-dire 
que  les  points  donnés  n’appartiennent  pas  à une  droite  située 
sur  la  surface.  Dans  ce  dernier  cas,  nous  veri’ons  qu’en  géné- 
ral la  ligne  d’intersection  se  compose  d’une  ligne  droite  et 
d’une  ligne  gauche  dont  la  projection  sur  un  plan  est  du  troi- 
sième degré. 
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THÊORÈUE  V. 

Ü7 H— Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  se  touchent 
en  trois  points,  elles  se  raccordent  le  long  d’une  ligne  plane. 

Considérons  deux  surfacesl  du|  second  degré  qui  se  tou- 
chent en  trois  points  a,  b,  c;  ces  surfaces  n’ont  pas  de 
point  commun  en  dehors  du  plan  P déterminé  par  les  points 
a,  b,  c;  car,  si  elles  avaient  un  point  commun  d,  en  dehors  du 
plan  P,  d’après  le  théorème  précédent,  chacun  des  trois  plans 
dab,  dbc,  dca  couperait  les  deux  surfaces  suivant  la  même  co- 
nique, ce  qui  est  impossible.  Les  deux  surfaces  sont  coupées 
par  le  plan  P suivant  une  même  conique  C;  il  est  aisé  de  voir 
qu’elles  ont  le  même  plan  tangent  en  chaque  point  m de  la 
courhe.  En  effet,  par  le  point  m et  le  point  a,  par  exemple,  me- 
nons un  plan  quelconque  différent  du  plan  P;  ce  plan  coupe 
les  deux  surfaces  suivant  deux  courbes  qui  passent  en  a et  en 
m;  ces  deux  courbes  sont  tangentes  en  a,  et,  comme  elles  n’ont 
pas  d’autre  point  commun  que  le  point  m,  elles  sont  aussi  tan- 
gentes en  ce  point. 

& 7 9 — Corollaire  I.  Nous  avons  vu  que  l’équation  S — ka.^=o 
représente  une  surface  du  second  degré  qui  passe  par  les 
courbes  d’intersection  de  la  surface  S=o  avec  les  plans  «=o, 
P = 0. 11  en  résulte  que  les  surfaces  représentées  par  l’équation 

(4)  S — kct*  = o 

sont  tangentes  à la  surface  S suivant  la  courbe  d’intersection  G 
de  celte  surface  et  du  plan  a. 

L’équation  (4)  renferme  un  paramètre  arbitraire  A:  qui  permet 
de  faire  passer  la  surface  par  un  point  arbitraire;  d’autre  part 
on  démontre,  comme  au  n”  578,  qu’une  surface,  qui  doit  être 
tangente  à une  surface  du  second  degré  en  tous  les  points 
d’une  courbe  plane  et  passer  par  un  point  donné,  est  complè- 
tement déterminée.  On  peut  donc  regarder  l’équation  (4) 
comme  l’équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  qui 
se  raccordent  avec  la  surface  S le  long  de  la  conique  déter- 
minée par  le  plan  a. 

590— Corollaire  11.  Deux  coniques  C et  C',  tracées  sur  une 


V 
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môme  surface  du  second  degré  S,  se  coupent  en  deux  points  a 
et  b;  la  corde  ab  est  la  droite  d’intersection  des  plans  des  deux 
coni^jues;  il  en  résulte  que  deux  surfaces  du  second  degré  qui 
se  raccordent  avec  la  première  surface  suivant  deux  coniques 
C et  C'  se  touchent  en  deux  points  a et  b,  et,  par  conséquent, 
en  vertu  du  théorème  IV,  se  coupent  suivant  deux  courbes 
planes.  Les  équations  des  deux  surfaces  étant  de  la  forme 
S — ka}=o,  S — kfoi/*=o, 


les  deux  coniques  qui  composent  la  ligne  d’intersection  sont 
situées  dans  les  plans  ko}  = koé*. 


&81 — Cherchons,  comme  application,  l’équation  du  cône  circonscrit  à 
un  ellipsoïde 

ac*  «’  »’ 


et  ayant  pour  sommet  un  point  donné  p dont  les  coordonnées  sont  y„ 

OS  ÇC  1/  ti  % X 

z^.  Le  plan  de  contact  ayant  pour  équation  -iy  + ^ + -5 1=0; 

O O Cl 

l’équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  qui  se  raccordent  avec 
l'ellipsoïde  suivant  la  conique  déterminée  par  ce  plan  est 


Si  l’on  prend  k de  manière  que  l’équation  précédente  soit  vérifiée  par  les 
coordonnées  x^,  y^,  a,  du  point  p,  elle  représentera  le  cône  circonscrit, 
puisqu’il  n’existe  qu’une  surface  du  second  degré  tangente  h l’ellipsoïde  sui- 
vant la  courbe  considérée  et  passant  par  un  point  donné;  on  obtient  ainsi 
l’équation  demandée 


THËOBÉME  VI. 

Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  admettent  le  même 
plan  diamétral  pour  une  certaine  série  de  cordes  parallèles,  la 
projection  de  la  ligne  d’intersection  sur  ce  plan,  parallèlement 
aux  cordes,  est  une  conique. 

589 — On  sait  que  l’élimination  de  t entre  deux  équations 
du  second  degré  à trois  inconnues  x,  y,  z conduit,  en  général, 
à une  équation  du  quatrième  degré  entre  x et  y.  Ainsi,  la  ligne 
d’intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré  se  projette 
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généralement  sur  un  plan  suivant  une  courbe  du  quatrième 
degré.  Certains  cas  font  exception.  Considérons  deux  surfaces 
du  second  degré  qui  ont  le  même  plan  diamétral  pour  une 
même  série  de  cordes;  si  l’on  prend  ce  plan  diamétral  pour 
plan  des  xy  et  une  parallèle  aux  cordes  pour  axe  des  z,  les 
équations  des  deux  surfaces  auront  la  forme  Az*  + C = o, 
A'z’-(-C'  = o,  C et  C'  désignant  deux  polynômes  du  second 
degré  qui  ne  renferment  que  les  deux  variables  xeiy.  L’élimi- 
nation de  Z entre  les  deux  équations  précédentes  donne  une 
équation  du  second  degré  A'C  — AC'  = o.  C’est  l’équation  de 
la  projection  de  la  ligne  d’intersection  des  deux  surfaces  sur  le 
plan  diamétral.  Lorsque  les  deux  surfaces  ont  une  génératrice 
rectiligne  commune,  la  ligne  d’intersection  des  deux  surfaces 
se  projette  sur  un  plan  quelconque  suivant  une  ligne  droite  et 
une  courbe  du  troisième  degré. 

« 

EXEBCICES. 

4 • On  mène  des  normales  è un  ellipsoïde  par  les  différents  points  d’une 
section  plane  ; trouver  le  lieu  de  la  trace  de  ces  normales  sur  l’un  des  plans 
principaux.  Examiner  le  cas  où  le' plan  de  la  section  est  perpendiculaire  au 
plan  principal. 

3»  Étant  donné  un  ellipsoïde,  on  mène  des  plans  diamétraux  qui  coupent 
le  solide  suivant  une  ellipse  d’aire  constante  ; trouver  le  lieu  : 4 ° de  la  per* 
pendiculaire  menée  par  le  centre  ii  ce  plan;  2<>  du  diamètre  conjugué. 

3°  L’œil  étant  placé  en  un  point  de  la  surface  d’un  ellips«)îde,  les  per- 
spectives de  toutes  les  sections  planes  de  la  surface  sur  le  plan  diamétral 
conjugué  du  rayon  qui  aboutit  à l’œil  sont  des  courbes  bomothéiiqiies;  le 
centre  de  chacune  d’elles  est  la  perspective  du  sommet  do  cône  circonscrit  à 
l’ellipsoïde  suivant  la  section  plane  considérée. 

4o  Démontrer  que  le  lieu  de  la  droite  d’intersection  de  deux  plans  rec- 
tangulaires, menés  par  deux  droites  données,  est  un  byperbolofde  è une 
nappe  dont  les  sections  circulaires  sont  perpendiculaires  k chacune  des  deux 
droites  données. 

5*  Un  cène  a pour  sommet  un  point  d’un  hyperboloïde  de  révolution  k 
une  nappe  engendrée  par  une  hyperbole  équilatère,  et  pour  base  le  cercle 
dégorgé;  démontrer  que  les  sections  anti-parallèles  de  ce  cône  sont  per- 
pendiculaires au  plan  du  cercle  de  gorge. 

6”  Les  quatre  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d’un  tétraèdre  sur 
les  faces  opposées  sont  situées  sur  un  hyperbolo'ïdc  k une  nappe.  Le  centre 
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de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre,  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  et 
le  centre  de  l'hyperboloïde  sont  en  ligne  droite. 

7°  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  le  rapport  des  distances  de  chacun 
d'eux  à deux  droites  données  soit  constant.  Déterminer  ensuite,  pour  une 
surface  du  second  degré  susceptible  de  ce  mode  de  génération,  les  divers 
couples  de  droites  que  l’on  peut  employer. 

8o  Le  lieu  des  normales  à une  surface  réglée  quelconque  le  long  d'une 
même  génératrice  est  un  paraboloïde  hyperbolique. 

9“  Étant  donnés  un  point  et  deux  plans  rectangulaires,  trouver  le  lieu  des 
points  tels  que  la  distance  de  chacun  d’eux  au  point  fixe  soit  moyenne  pro- 
portionnelle entre  ses  distances  aux  deux  pians  tixes. 

tO»  Par  une  génératrice  d’un  paraboloïde  hyperbolique  on  mène  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  directeur  auquel  cette  génératrice  est  parallèle;  ce 
plan  est  tangent  à la  surface  en  un  point  de  la  génératrice  que  Ton  appelle 
le' point  central  de  cette  génératrice  ; trouver  le  lieu  de  ce  point  pour  les  gé- 
nératrices du  même  système.  (Ce  lieu  est  la  ligne  de  striction  de  la  surface.) 

1 1"  Par  une  génératrice  d’iin  hyperboloïde  à une  nappe,  on  mène  un  plan 
tangent  au  cône  asymptote  et  au  plan  perpendiculaire  au  précédent;  ce  der- 
nier touche  la  surface  en  un  point  qu'on  appelle  point  central  de  la  généra- 
trice ; trouver  le  lieu  du  point  central  ou  la  ligne  de  striction  de  la  surface. 

1 ï»  Par  un  point  O pris  sur  l'arête  d’un  angle  dièdre,  on  mène  dans  l’une 
des  faces  une  droite  OA  et  dans  la  seconde  face  une  droite  OB  perpendi- 
culaire à OA;  trouver  le  lieu  de  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  0 au 
plan  AOB. 

^ 3»  Étant  donnés  un  cercle  et  deux  points  fixes  A et  B dans  l’espace  ; par 
le  point  B et  la  droite  des  contacts  relative  à un  point  quelconque  P du  plan 
du  cercle,  on  mène  un  plan;  trouver  le  lieu  du  point  d’intersection  de  ce 
plan  avec  la  droite  AP. 

1 4°  Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  passent  par  deux  droites  non 
situées  dans  un  même  plan,  l’intersection  des  deux  surfaces  se  compose  de 
ces  droites  et  de  deux  autres  droites,  réelles  ou  imaginaires. 

15»  Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  se  raccordent  suivant  une 
même  généaatrice,  il  y a en  général  sur  cette  génératrice  deux  points  tels 
que  la  seconde  génératrice  qui  passe  par  chacun  d’eux  est  la  même  sur  les 
deux  surfaces. 

4 6»  Les  perspectives  sur  un  même  plan  des  sections  planes  d’une  surface 
du  second  degré  ont  un  double  contact  réel  ou  imaginaire  avec  le  contour 
apparent  de  la  surface. 

47°  Deux  surfaces  du  second  degré  qui  ont  les  mêmes  plans  principaux 
sont  dites  homofocales,  lorsque  leurs  sections  principales  admettent  les 
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mêmes  foyers,  réels  ou  imaginaires;  ainsi  l’équation 

X*  V*  a* 

a-x^b— x^c-x  ’ 

dans  laquelle  X désigne  un  paramètre  arbitraire,  représente  toutes  les  sur- 

faces  homofocales  à la  surface  ^ + Démontrer  que  par  un 

point  donné  passent  trois  surfaces  du  second  degré  homofocales  ii  une  sur- 
face à contre  donnée;  de  ces  trois  surfaces,  l'une  est  un  ellipsoïde,  l’autre 
un  hyperboloïde  è une  nappe,  la  troisième  un  hyperboloïde  è deux  nappes. 
18»  Les  trois  équations 


dans  lesquelles  on  suppose  o>6>c,  p<c,  c<g<6,  6<r<a, 
représentent  des  surfaces  homofocales;  la  première  est  un  ellipsoïde,  la 
seconde  un  hyperboloïde  à une  nappe,  la  troisième  un  hyperboloïde  à deux 
nappes.  Démontrer  : 1°  que  ces  surfaces  se  coupent  deux  à deux  à angle 
droit;  2»  que  les  deux  courbes  suivant  lesquelles  une  des  surfaces  est  cou- 
pée par  les  deux  autres  ont  pour  tangentes  en  leur  point  d'intersection 
des  droites  parallèles  aux  axes  de  la  section  faite  dans  la  première  surface 
par  un  plan  parallèle  au  plan  langent  en  ce  point. 

49*  A un  ellipsoïde  donné  on  circonscrit  un  cône  ayant  pour  sommet  un 
point  donné;  démontrer  que  les  trois  axes  de  ce  cône  sont  les  normales  aux 
surfaces  homofocales  à l’ellipsoïde  proposé  et  passant  par  le  point  donné. 

20*  Étant  données  deux  des  surfaces  homofocales,  trouver  une  surface 
de  révolution  du  second  degré  ayant  pour  axe  l'un  des  axes  de  ces  surfaces 
et  à laquelle  appartienne  la  ligne  d’intersection. 

21o  Étant  donnés  les  parabuloïdes  liomofocaux  représentés  par  l'équation 


dans  laquelle  X est  un  paramètre  arbitraire;  si  l'on  attribue  au  paramètre  X 
deux  valeurs  telles  que  les  paraboloïdes  correspondants  se  coupent,  ils  se 
couperont  à angle  droit.  Lorsqu’un  paraboloïde  est  coupé  par  deux  autres 
d’espèces  différentes,  les  tangentes  aux  deux  lignes  d’imersection  au  point 
commun  sont  parallèles  aux  axes  de  la  section  faite  <lans  la  première  surface 
par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  ce  point. 
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22°  Étant  donnés  deux  paraboloïdes  homofocaux,  trouver  une  sorfoce  de 
révolution  du  second  degré  ayant  |H>nr  axe  l'axe  commun  des  paraboloïdes 
et  ^ laquelle  appartienne  la  ligne  d'intersection. 

23°  Étant  données  deux  droites  tangentes  ii  une  sphère,  une  droite  tan- 
gente è la  sphère  glisse  sur  ces  deux  droites,  trouver  le  lieu  du  point  de 
contact.  (Cercle.) 

2i»  Trouver  le  lieu  du  sommet  d'un  autre  trièdre  circonscrit  à on  ellip- 
soïde, et  dont  les  faces  sont  parallèles  à trois  plans  diamétraux  conjugués 
d'un  autre  ellipRoïde. 

25°  Trouver  le  lieu  dn  sommet  d’un  angle  trièdre  trirectangle  dont  les 
arêtes  sont  tangentes  h un  ellipsoïde. 

26°  Par  les  divers  points  d'une  section  plane  d'un  cône  de  révolution  on 
mène  des  normales  è la  surface;  trunver  le  lieu  du  second  point  de  ren- 
contre de  chacune  des  normales  avec  la  surface. 

27°  Une  droite  se  meut  de  telle  sorte  que  trois  de  ses  points  restent 
dans  trois  plans  fixes  ; quel  est  le  lieu  décrit  par  un  point  quelconque  de  la 
droite  mobile? 

28*  Un  cène  a son  sommet  au  centre  d'un  ellipsoïde  et  pour  base  la 
courbe  d'intersection  de  l'ellipsoïde  et  d'un  sphère  concentrique;  tout  plan 
langent  au  cène  coupe  l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse  dont  l'arête  de  contact 
est  l'un  des  axes. 

29°  On  coupe  l’ellipsoïde  ^ — 1 = 0 par  le  plan 


X cosa  y cosp  -f-  3 cosy  = 0 ; 

démontrer  que  les  axes  de  la  section  sont  déterminés  par  l'équation 


o’cos’a  ^ b*  cos’ P , c’cos’t 
“Tî  IT  “I”  Tï  Tï'  “1“  "Ti  ÜT 


0, 


dans  laquelle  r désigne  la  valeur  de  l’un  des  axes. 

30°  Deux  surfaces  du  second  degré  qui  se  touchent  en  deux  points  peu- 
vent être  inscrites  dans  un  même  cône  du  second  degré. 

31°  Deux  ellipsoïdes  se  touchent  suivant  une  courbe  plane;  on  mène  un 
plan  langent  à l'un  des  ellipsoïdes  parallèlemeni  aux  sections  circulaires  de 
cet  ellipsoïde;  ce  plan  coupc  l'autre  ellipsoïde  suivant  une  ellipse  dont  l'iiu 
des  foyers  est  au  point  de  contact. 


FIN. 
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